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fs fe es eí volumen I de una obra que consta de dos tornos^ 

■r destinados coma,fibras de texto para los cursos da hidráulica a nivet 
profesional. Abarca desde los. fundamentos y métodos de anáfisis dé¬ 
la mecánica dé fluidas que tienen aplicación directa a las problemas, 
del ingeniero civil, hasta lo información de tipo práctica, necesaria!;, 
para, el ejercicio, de su profesión. 

Los cuatro primeros capítulos tratan esencialmente de los prindX ' 
píos fundamentales de la estático cinemática y dinámica de líquidos*-:} 
El principio efe continuidad, la ecuación de la energía y la. ley dé; la ¡vj 
cantidad de movimiento se desarrollan ampliamente en. la solución!' 
dé numerosas problemas del flujo de líquidos, a fin de señalar, con ' 
claridad sus bases y limitaciones. En el siguiente capítulo se.presentan- . 
las leyes de similitud más importantes para la '.experimentación con'! 
modelos hidráulicos; A continuación, las métodos analíticos se aplican ¡ 
directamente al cálculo de orificios , compuertas-y> vertedores y, des¬ 
pués de examinar los aspectos prácticos de la resistencia, ai flujo ení;¡ 
conductos a presión, se analizan los diversos sistemas de tubos, qué ■' 
comprenden: tanto- los conductos sencillos coma las redes complejas.!,! 
También se presenta la teoría• del: flujo con potencial y los diferentes- f 
métodos para su aplicación en problemas prácticos* Finalmente, sefti - 
; incluye una introducción a los aspectos más importantes del empujé!!' 
de un flujo sobre un cuerpo, que- son de interés en problemas de pilas: ■ 
de. puente, rejillas, obturadores y arrastre de sedimentos y sirvenf 
como base para entender el empujé de viento sobre estructuras. En- . 
las apéndices se presentan el. análisis dimensional y la. teoría semi-é,. 
empírica de 16 resistencia a ún flujo viscoso. 

Con objeta, de aclarar los- aspectos teóricos^ so. incluyen apraxt-ifl 
madamente 140 problemas completamente--resueltos y se proponen! 
cerca de 4-30 problemas para que los resuelva el estudiante. Además; ~ 
se proporcionan soluciones numéricas apropiadas para programación^ 
en computadoras, teniendo en cuenta su gran: importancia y que cadcrf. 
vez es. más fácil disponer de dichas, máquinas* íi 

„• v i , . ; ['...' : 

. j En efector'el material presentado es tan. amplia y completo qoé¡% 
la obra también, es muy adecuado como- libro dé? consulta para todo 
estudiante-o ingeniero interesado en ebffufa de- líquidos;- . — 
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Los libros de mecánica, de fluidos, usados actualmente como textos 
en los cursos del mismo nombre yen los cursos introductorios de hidráu¬ 
lica, forman una larga lista. Sin embargo, la mayoría no son obras ori¬ 
ginales escritas en español, difícilmente se adaptan a lps programas de 
estudio vigentes en las facultades y escuelas de ingenieros de nuestros 
países, y además, casi invariablemente, ofrecen un tratamiento muy am¬ 
plio, con la idea de que el material presentado pueda adaptarse a los 
cursos de cualquier rama de ingeniería a nivel profesional y, a veces, de 
posgrado. El objeto de esta obra es proporcionar al estudiante de habla 
castellana el grado de especialización que se requiere hoy día y, por ello, 
he tratado de: incorporar en un texto de hidráulica de nivel profesional 
los fundamentos de la mecánica de fluidos que tienen aplicación directa 
a los problemas que atañen aljngeniero civil. ■> 

Los métodos de análisis de la mecánica de fluidos se basan en los 
postulados fundamentales de la física, en las técnicas del análisis mate¬ 
mático y en resultados experimentales. Esto permite establecer ecuacio¬ 
nes de naturaleza general, en contraste con la hidráulica empírica, cuyas 
fórmulas corresponden a un área; limitada de experimentación y, por 
tanto, requieren extrapolaciones, que deben tomarse con cierta reserva. 
Durante muchos años los métodos de análisis se basaron.en el estudio 
del equilibrio dinámico de volúmenes de control infinitesimales y en el 
movimiento individual de las partículas. las ecuaciones obtenidas de 
esta forma de análisis son de tipo diferencial y permiten obtener solu¬ 
ciones, para casos particulares, sin importar la complejidad ni la diver¬ 
sidad de condiciones de frontera que se encuentren en la práctica; 

En la última década ha sido importante el nuevo enfoque de la me¬ 
cánica de fluidos basado en el análisis de volúmenes finitos de control. 
Esto ha fundamentado y sistematizado los métodos de análisis yá tra¬ 
dicionales en la hidráulica, la cual se ha ocupado principalmente del flujo 
unidimensional. 

En este libro no se presentan desarrollos y ecuaciones diferenciales 
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que se consideran tradicionales en esta especialidad (por ejemplo, la 
ecuación de Navier-Stokes), sino aquellos conceptos, métodos y ecuacio¬ 
nes que me parecen importantes para el ingeniero civil. Con este fin, 
he hecho énfasis en diferenciar las bases y las limitaciones que tienen 
las ecuaciones derivadas. 


El texto fue preparado para impartir el primer curso semestral de 
hidráulica para estudiantes de ingeniería civil. Los temas y el orden 
de los mismos se adaptan al programa actualmente vigente en la Facul¬ 
tad de Ingeniería de la Universidad Nacional Autónoma de México. 


El principio de continuidad, las ecuaciones del movimiento, la ecua¬ 
ción de la energía para el flujo permanente y la ley de la cantidad de 
movimiento se desarrollan ampliamente en la solución de problemas del 
flujo de líquidos. De esta'manera, se trata de que el estudiante com¬ 
prenda claramente las propiedades dé los líquidos, ,las leyes que rigen 
su movimiento y adquiera la habilidad necesaria para resolver proble¬ 
mas prácticos. 

Los cinco primeros capítulos se dedican a la presentación de los 
principios fundamentales que abarcan la estática, cinemática y dinámica 
de líquidos; Se obtienen las ecuaciones fundamentales del tipo más ge¬ 
neral para flujo no permanente y se particularizan par a’el permanente. 
En el capítulo 5 sé presentan las leyes de similitud más importantes en 
la experimentación. Con el fin de hacer una rápida aplicación de la teoría 
y como antecedentes del flujo en tubos y canales, los capítulos 6 y 7 
tratán principalmente de orificios, compuertas y vertedores de pared del¬ 
gada. Después, en el capítulo 8, se presenta la resistencia al flujo en 
conductos a presión como introducción al análisis de sistemas de tubos, 
tratado en el capítulo 9. El capítulo 10 expone lá teoría del flujo con 
potencial como un modelo matemático para la solución de numerosos 
problemas de ingeniería civil. Finalmente, en el capítulo 11 se propor¬ 
ciona una introducción a los aspectos importantes del empuje de un 
flujo sobre un cuerpo, de interés no sólo en la hidráulica, sino también 
como base para entender el empuje de viento sobre estructuras. 

En hidráulica, la presentación tradicional de las leyes de similitud 
suele hacerse con base eh el análisis dimensional. Sin embargo, consi¬ 
dero que de esta manera el estudiante se preocupa más por entender 
el procedimiento matemático que la esencia de la teoría de la semejanza. 
Por esta razón he incluido la metodología del análisis dimensional en un 
apéndice al final del libro, tratándolo como una herramienta matemática 
básica para el investigador que desea sistematiza!* un nuevo experimento. 

En el Apéndice B se trata la teoría semiempírica de Prandtl-von 
Kármán para flujos viscosos turbulentos a fin de complementar los as¬ 



pectos teóricos de la resistencia al flujo tratados en el capítulo 8. Ade¬ 
más, en la presentación de los temas de cada capítulo, he tratado de dar 
preferencia a los aspectos básicos, dejando en segundo término los as¬ 
pectos puramente informativos. De esta manera, no será necesario que 
el profesor abarque todo el contenido, sino los puntos que son funda¬ 
mentales, dejando que el estudiante, por sí solo, aprenda a manejar la 
información en la solución de nuevos problemas. Considero que el pro¬ 
pósito principal de este volumen es sentar las bases de la hidráulica, 
haciendo énfasis en el flujo permanente en estructuras hidráulicas, para 
poder continuar, en un segundo volumen, las aplicaciones a problemas 
de flujo permanente a superficie libre. 

La presente obra es el producto de un largo proceso de adaptaciones 
y cambios. Éstos se deben, por una parte, a la experiencia adquirida en 
quince años de enseñanza de la materia a nivel profesional así como de 
posgrado, y en la práctica simultánea de la ingeniería hidráulica tanto 
en sus aspectos aplicátivos como de investigación. Por otra parte, son 
la consecuencia de las distintas reformas hechas en años recientes en 
los planes de estudio de las carreras de ingeniería. 

He tratado que la obra sea la continuación lógica de los primeros 
cursos de mecánica, es decir, estática, dinámica y posiblemente de la 
mecánica del medio continuo. Se supone que el lector también ha estu¬ 
diado el álgebra, cálculo vectorial y las ecuaciones diferenciales elemen¬ 
tales. Los operadores de campos vectoriales se tratan como parte del 
texto. Además, se proporcionan soluciones numéricas apropiadas para 
su programación en computadoras, teniendo en cuenta la gran impor¬ 
tancia de dichas máquinas y que cada vez es más fácil disponer de ellas. 

Se presentan numerosos ejemplos, completamente resueltos, para acla¬ 
rar los conceptos y mostrar su aplicación a problemas específicos. Al 
final de cada capítulo sé incluyen problemas para que los resuelva el 
estudiante. Se ha tenido cuidado de evitar problemas que tienen solu¬ 
ciones estereotipadas, a fin de propiciar el desarrollo de esa habilidad 
analítica que debe poseer el ingeniero para resolver los diversos proble¬ 
mas encontrados en la práctica. De este modo, sin demérito en la pre¬ 
sentación de fundamentos, se intenta cerrar la brecha existente entre 
teoría y práctica. Por ello se espera que el libro sea también útil al 
ingeniero que ejerce su profesión, ya que encontrará en él los fundamen¬ 
tos de la hidráulica, así como información de tipo práctico. 

En un libro de este tipo, es difícil hacer el reconocimiento de todas las 
fuentes originales usadas pero, hasta donde ha sido posible, éstas se 
citan en la Bibliografía de acuerdo con el orden en que aparecen en el 
texto. Pido disculpas por las omisiones que, obviamente, son involun¬ 
tarias. 
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De acuerdo con el aspecto físico que tiene en la naturaleza, la materia 
se puede clasificar en tres estados : sólido, líquido y gaseoso, de los cuales 
los dos últimos se conocen como fluidos. 

A diferencia de los sólidos, por su constitución molecular los fluidos 
pueden cambiar continuamente las posiciones relativas de sus moléculas, 
sin ofrecer gran resistencia al desplazamiento entre ellas, aun cuando éste 
sea muy grande, : 5 '■ V / 

La definición anterior implica que si el fluido se encuentra en reposo 
en su interior no pueden existir fuerzas tangenciales a superficie- alguna, 
cualquiera que sea su orientación, y que dichas fuerzas se presentan.sólo 
cuando el fluido está en movimiento. Por el contrario, un sólido en reposo 
sí admite fuerzas tangenciales a las superficies —en igualdad de condicio¬ 
nes—, las cuales producen desplazamientos relativos entre sus partículas 
con una magnitud perfectamente definida. Si el sólido es elástico y la 
fuerza no rebasa una magnitud llamada de fluencia del material, aquél 
recupera su forma original en el momento en que cesa la fuerza aplicada. 
Otra característica peculiar del fluido es que, como no tiene forma propia, 
adquiere la del recipiente que lo contiene. 

Con las consideraciones anteriores aparentemente resultaría claro dis¬ 
tinguir los sólidos de los fluidos; sin embárgo, hay substancias cuya cla¬ 
sificación no es fácil. Como por ejemplo el alquitrán, que a pesar de tener 
aspecto de sólido su comportamiento corresponde al de un fluido. En efec¬ 
to, si se coloca sobre el piso un bloque de dicha substancia, después dé un 
período largo se notará que el material sufre lentamente un cambio en su 
forma. Por otra'parte, ciertos sólidos llamados plásticos fluyen cuando la 
fuerza tangencial que se aplica rebasa cierta magnitud. 

Los fluidos poseen úna propiedad característica de resistencia a la ra¬ 
pidez de deformación, cuándo se someten a un esfuerzo tangencial, que 
explica su fluidez! Esta resistencia llamada viscosidad no sigue las mismas 
leyes de deformación de los sólidos, es decir,'los esfuerzos tangenciales 
que se producen en un fluido no dependen de las deformaciones que experi¬ 
menta, sino de la rapidez con que éstas se producen. Todavía más, la ley 
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de variación entre los esfuerzos tangen¬ 
ciales y la rapidez con que ocurren las 
deformaciones es distinta según el tipo de 
fluido que se trate; por ejemplo, en los 
llamados newtonianos el esfuerzo tangen¬ 
cial es directamente proporcional a la ra¬ 
pidez de la deformación angular a partir 
de valores cero iniciales, siendo los casos 
más comunes el agua, el aire y algunos 
aceites minerales. Por el contrario, en los 
fluidos llamados no newtonianos la varia¬ 
ción entre esfuerzo tangencial y rapidez 
de deformación angular no es lineal, pues 
depende del tiempo de exposición al es¬ 
fuerzo (su agitación) y de la magnitud del 
mismo. Es el caso del betún, los compues¬ 
tos de celulosa, las colas y grasas, pintu¬ 
ras de aceite,;jabones, gomas, alquitrán, 

. etcétera, \. 

Otras substancias como las mezclas em¬ 
pleadas en la inyección de suelos (limo, 
bentonita, arcillas, etc.) presentan un com¬ 
portamiento que corresponde a los sóli¬ 
dos, en tanto el esfuerzo no alcanza un 
cierto valor inicial, pues a partir de éste 
$e.comportan como fluidos. Dichas subs¬ 
tancias se consideran dentro del tipo de 
fluidos de Bingham (también conocido 
como plástico ideal). Otros cuerpos (me¬ 
dios pulverulentos, suelos, asfalto, plásti¬ 
cos, etc.) poseen propiedades intermedias 
entre las de un sólido y un fluido. 

Fuera de la clasificación general los flui¬ 
dos pueden dividirse en líquidos y gases. 
Considerando que un líquido cualquiera 
tiene un volumen definido que varía li¬ 
geramente con la presión y la tempera¬ 
tura, aí colocar cierta cantidad de aquél 
en un recipiente de mayor volumen, adop¬ 
ta la forma del mismo y deja una super¬ 
ficie libre o de contacto entre el líquido 
y su propio vapor, la atmósfera u otro gas 
presente. No sucede lo mismo si una can¬ 
tidad igual de gas se coloca en el reci¬ 
piente, pues este fluido se expande hasta 
ocupar el máximo volumen que se le per¬ 


mita sin presentar una superficie libre. 
Sólo en estas condiciones el gas logra su 
equilibrio estático. 

La clasificación anterior se basa en la 
propiedad llamada compresibilidad, es 
decir, en su comportamiento bajo la ac¬ 
ción de esfuerzos de compresión (pre¬ 
siones). En general, los líquidos se pueden 
clasificar como incompresibles. Por ejem¬ 
plo, en el caso del agua la reducción media 
del volumen por cada kg/cm* de presión 
es aproximadamente del 0.005 % del vo¬ 
lumen original. Por el contrario, los ga¬ 
ses son muy compresibles bajo la acción 
de grandes presiones, pero si los incre¬ 
mentos de presión y temperatura en el 
flujo son pequeños, los gases se pueden 
considerar también incompresibles; tal 
es el caso del aire en movimiento cuando 
no existen cambios importantes en su tem¬ 
peratura y cuando las velocidades son in¬ 
feriores al 40 % de la velocidad del sonido. 

1.1.2 El fluido como un medio continuo 

A pesar de las diferencias señaladas, una 
buena parte del estudio del comportamien¬ 
to de sólidos y fluidos, sometidos a un 
sistema de fuerzas, es común a ambos, ya 
que si en el análisis de su comportamiento 
se omite la naturaleza aleatoria de su dis¬ 
tribución molecular, los sólidos y los flui¬ 
dos se pueden considerar medios que po- . 
seen continuidad en todas sus propiedades 
•y ser estudiados bajo esta suposición. 

El análisis riguroso del comportamien¬ 
to de un fluido debería considerar la ac¬ 
ción individual de cada molécula; sin 
embargo, en las aplicaciones propias de la 
ingeniería el centro de interés reside sobre 
las condiciones medias de velocidad, pre¬ 
sión, temperatura, densidad, etc., de ahí 
que en lugar de estudiar por separado la 
conglomeración real de moléculas, se su¬ 
pone que el flujo es un medio continuo, 
es decir, una distribución continua de ma- 
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tena sin espacios vacíos. Tal suposición 
es normalmente justificable debido a que 
el número de moléculas consideradas en 
esta situación es muy grande y la distan¬ 
cia entre ellas muy pequeña. Por esta ra¬ 
zón en el desarrollo de los siguientes capí¬ 
tulos a veces será necesario proponer la exis¬ 
tencia de un elemento pequeño o partícula 
del fluido, la cual tendrá que ser suficiente¬ 
mente grande para contener muchas mo¬ 
léculas. 

1.1.3 Mecánica de fluidos 

Es la ciencia en la cual los principios 
fundamentales de la mecánica general se 
aplican en el estudio del comportamiento 
de los fluidos, tanto en reposo como en 
movimiento. Dichos principios son los de 
la conservación de la materia y de la ener¬ 
gía, y las leyes del movimiento de Newton. 
Debe aclararse que dentro del estudio de 
fluidos compresibles se aplican también 
algunas leyes de la termodinámica.- 
Con las leyes que resultan del estudio 
de la mecánica de fluidos, mediante el 
análisis matemático y la experimentación, 
se está en posibilidad de explicar los fe¬ 
nómenos observados y predecir, por lo 
menos de manera aproximada, el compor¬ 
tamiento de los fluidos bajo una serie de 
condiciones especificadas. 

Desde los primeros intentos para llevar 
agua de un lugar a otro sin emplear reci¬ 
pientes, el hombre se interesó en la mecá¬ 
nica de fluidos. Sin embargo, por siglos 
sus conocimientos: los obtuvo a base de 
observaciones, tediosos tanteos y empiris¬ 
mo, con soluciones muy restringidas. A 
partir del siglo xvm los matemáticos y 
fisicomatemáticos intentaron dar respues¬ 
tas analíticas a muchos problemas del 
movimiento de los fluidos, que lograron 
gracias a una serie de suposiciones sim- 
plificatorias; sin embargo, esto condujo 


al caso extremo de que los resultados tu¬ 
vieran poca identidad con el fenómeno 
real. La omisión de algunas propiedades 
de los fluidos —como la viscosidad— dio 
lugar al llamado, flujo ideal, que formó 
una rama de la mecánica de fluidos la 
cual hoy en día se conoce como hidro¬ 
dinámica. 

El avance técnico en los últimos años 
y la ampliación de los campos de interés 
del hombre en nuevos problemas han dado 
lugar a la creación de un gran número de 
ramas de la mecánica de fluidos, a tal 
grado que resulta difícil definir una con¬ 
vención que establezca los límites de apli¬ 
cación de cada una de ellas. Sin embargo, 
el campo de interés de un ingeniero civil 
restringe el número de temas de esta cien¬ 
cia principalmente al estudio del movi¬ 
miento de los líquidos. 

De ahí que la hidromecánica se pueda 
establecer como una rama importante que 
estudia las leyes del equilibrio y movi¬ 
miento de los fluidos incompresibles, 
especialmente los líquidos. Cuando ¡ las 
leyes y principios de la hidromecánica se 
aplican al estudio del flujo de agua en es¬ 
tructuras que interesan directamente al 
ingeniero civil, surge entonces la discipli¬ 
na conocida como hidromecánica técnica 
o hidráulica. 

El objeto de este libro es presentar, des¬ 
de un punto de vista moderno, los aspec¬ 
tos más importantes de la hidráulica, así 
como también los puntos comunes de la 
mecánica de fluidos en cuanto a líquidos 
se refiere! 

Además de describir en este capítulo las 
propiedades más importantes de los flui¬ 
dos newtonianos, se presentan los valores 
numéricos que cuantifican dichas propie¬ 
dades usando como ejemplos el agua y el 
aire. Se recomienda la lectura del Apéndi¬ 
ce A en la parte correspondiente a siste¬ 
mas de unidades. 
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1.2 Fuerzas que actúan en el interior de 
un fluido 


cífico o unitario o simplemente esfuerzo 
en el puntó P; esto es, se define como 
esfuerzo en el punto P, al límite siguiente: 


■ Si en un fluido en movimiento se aísla 
idealmente un volumen VC (limitado por 
la superficie cerrada SC, como se indica 
envía Fig. 1.1a), por la acción del me¬ 
dio que rodea al volumen VC se generan 
fuerzas de diferente magnitud y dirección 
distribuidas sobre toda la superficie SC, 
las; cuales se designan como .fuerzas de 
superficie.. 

Se considera sobre la superficie SC un 
elemento de área AA, que encierra al pun¬ 
tó P y sobre el cual actúa la fuerza de¬ 
superficie AF. La magnitud y orientación 
del elemento > AA se pueden representar 
por AA, vector normal a dicho elementó 
que,- por nonvención, es de dirección posi¬ 
tiva hacia afuera del volumen VC; Evi¬ 
dentemente, la fuerza AF será tanto más 
pequeña como reducida sea el área A/1. Si 
el elemento AA se reduce indefinidamente 
en sü magnitud, siempre alrededor del 
punto P, la relación AF/AA entre la fuerza 

y. el elemento de área se aproxima a un 

valor límite que se designa esfuerzo espe¬ 



lím 

AA-»0 


AF dF 
AA ~~dA 


Sus dimensiones son: [Si - ÍFL 2 ], ge¬ 
neralmente kg/m 2 o kg/cm 2 . 

En general, además de la fuerza AF, 
actuará un par transmitido desde los alre¬ 
dedores al elemento superficial. Sin em¬ 
bargo, en el límite, el par debe desaparecer 
haciendo igualmente válida la definición 


interior. v:n ; - 

El esfuerzo no sólo depende de la po. - 
;ión del punto P sino también de la onen- 
áción de AA en dicho punto. En general, 
a fuerza AF en P podrá descomponerse 
»n dos componentes: una normal ; AF» y 

nra tangencial AF e (Fig. 1.1b) que siguien- 
lo la definición, generarán un esfuerzo 
tormal a y otro tangencial t (o cortante), 
respectivamente. Los esfuerzos o y r a su 
rez, se pueden representar por sus compo- 
Rpsún tres direcciones coordenadas 



a) Fuerzas de superficie y de cuerpo. 

Figura 1.1 


AF 



í >) Componentes normal y • tangencial 
de la fuerza de superficie. 
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elegidas y, a menudo, se considera que el 
esfuerzo normal es positivo cuando se tra¬ 
ta de una tensión y negativo cuando es 
compresión. 

Además de las fuerzas de superficie, en 
cada punto del volumen VC actúan las 
fuerzas de cuerpo que pueden ser de dife¬ 
rentes tipos: de peso, electromagnéticas, 
etcétera. 

Estas fuerzas se refieren a la unidad 
de masa y se expresan por el vector 
M = Xi + Y) + Zk, referido a un siste¬ 
ma de-coordenadas cartesianas. Por ejem¬ 
plo, si actúa exclusivamente la fuerza dé 
peso y el eje z coincide con la vertical del 
lugar, las componentes de la fuerza de 
cuerpo son: - ’ ' 

Mg 

X = 0; 7 = 0; Z = -;~-= T -g 

donde g es la aceleración local de Iá gra¬ 
vedad. 

Sé considera nuevamente el elemento de 
área A A que encierra al punto P, de la 
Fig. 1.2a. Si se acepta a priori que dentro 


de un fluido en reposo (o de un fluido 
ideal o no viscoso, en movimiento) no ac¬ 
túan fuerzas tangenciales sobre el elemen¬ 
to de superficie considerado, en el punto P 
actúa exclusivamente una fuerza AF nor¬ 
mal al elemento de superficie y paralela al 
vector AA. Es claro que dicha fuerza será 
tanto más pequeña como reducida sea el 
área A A del elemento considerado. Si A A 
se reduce de magnitud indefinidamente 
(siempre alrededor del punto P y con las 
restricciones de continuidad en el fluido), 
la relación AF/AA entre la magnitud déla 
fuerza y del área se aproxima a un valor 
límite que se designa como intensidad 
de presión o, simplemente, presión ; esto 
es, se., define como presión en el puntó P 
al límite siguiente: 

: ' V AF dF ' 

' —p = lim 

donde el signo 1 negativo implica que la 
fuerza AF produce un esfuerzo de com¬ 
presión. Las dimensiones de la presión 


Z 



a) Concepto-de presión. b) Características de la presión. 

Figura 1.2 
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corresponden también a las de un esfuer¬ 
zo ÍFL~ 2 1. 

Aparentemente la presión no sólo de¬ 
pende de la posición del punto sino tam¬ 
bién de la orientación del vector diferen¬ 
cial de superficie que se considere. Sin 
embargo, la presión en un punto es una 
magnitud escalar y, por lo tanto, es inva¬ 
riante cualquiera que sea la orientación 
del elemento de superficie para definiría 
(se observa que ha quedado definida como 
el cociente entre dos escalares). . ...... 

En efecto, considerando cualquier ele¬ 
mento de superficie dA representado por 
el vector dX y definido a través del vector 
unitario n ,= eos a,i + eos «j, j 4- eos o» k) 
referido a un marco cartesiano de coorde¬ 
nadas; la dirección es normal al elemento 
dA, de tal modo que dA = dAn (cosa», 
cosa¡,, cos a», son los cosenos directores 
respecto de x,y,z, del vector n) (Fig. 12b). 
En ausencia de fuerzas tangenciales, la 
fuerza de compresión normal al elemen¬ 
to dA quedará definida como sigue: 

dF = pdAn 

Si p fuera una magnitud vectorial ten¬ 
dría como componentes p», p v , p*, de tal 
manera que las componentes de la fuer¬ 
za dF se podrían determinar de igual mo¬ 
do a partir de estas componentes, o tam¬ 
bién con la ecuación anterior : 

dF a = p*dA eos a» = p dA eos a» 
dF t = Pv dA eos a» = pdA eos a» 
dF* = p» dA eos a, = p dA eos a» 

por lo cual p„ — p v ■= p* — p\ esto es, la 
presión en un punto es independiente del 
área utilizada para definirla y es función 
escalar de las coordenadas de tal punto. 

Conviene insistir que la presión en un 
punto no debe confundirse con la fuerza 
resultante de su intensidad; asimismo. 


carece de sentido desir que la presión 
actúa en cualquier dirección o en todas 
direcciones, pues se trata de una magni¬ 
tud escalar. La magnitud, dirección y sen¬ 
tido de la fuerza que la presión genera 
quedan definidos a partir del elemento 
de superficie que se emplee; es una me¬ 
dida de distribución de la fuerza sobre 
cualquier superficie asociada a ella.. 

Aun cuando existen diferentes instru¬ 
mentos para medir la presión, en realidad 
sólo sirven para determinar la diferencia 
que hay entre la presión de un punto del 
fluido y la atmosférica, de ahí que ésta 
se emplee comúnmente como presión de 
referencia, esto es, como cero arbitrario 
de la escala de medida. La diferencia de 
presiones registrada por el instrumento 
de medición se llama presión relativa o 
manométrica, p«. 

La condición de presión absoluta 
—cero— existe sólo en el vacío, ya que 
al no haber moléculas del fluido tam¬ 
poco hay colisiones moleculares. Cuando 
el cero de la escala de presiones corres¬ 
ponde a estas condiciones la presión me¬ 
dida se lláma absoluta, p a s, o sea 

Pat — pa + Pm 

donde p* representa la presión atmosférica 
del lugar, la cual no es constante (inci¬ 
so 2.2.1) pues depende principalmente de 
la elevación sobre el nivel del mar y de fac¬ 
tores meteorológicos. Sin embargo, para 
la gran mayoría de las aplicaciones en 
ingeniería no son de importancia los cam¬ 
bios de presión atmosférica de un lugar 
a otro y, por lo mismo, la variación de la 
presión absoluta para una de tipo mano- 
métrico o viceversa. No sucede lo mismo 
en el caso de un flujo de gases donde 
resulta necesario considerar presiones ab¬ 
solutas y, por lo mismo, conocer la pre¬ 
sión atmosférica local. 

La unidad más utilizada para la pre- 
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sión es el kg/cm 2 . Las presiones de gran Desde un punto de vista matemático la 
magnitud se expresan en atmósferas, atm densidad en un punto queda definida 
(1 atm = 1.013 kg/cm 2 ), o bien en kg/m 2 . como: 


1.3 Temperatura 


p — lím 

Ar/_,o 


A M 
Av 


La magnitud de la temperatura se pue¬ 
de relacionar con la actividad molecular 
que resulta de la transferencia de calor. 
Las escalas de medida, se definen en tér¬ 
minos de la expansión volumétrica de 
ciertos líquidos, comúnmente el mercu¬ 
rio; como un ejemplo se puede tomar la 
escala de temperatura Celsius o de grados 
centígrados, la cual se estableció de modo 
que el punto de congelación del agua 
corresponda al cero de la escala, y el de 
ebullición, en condiciones estándar a 100°C. 
El cero absoluto de cualquier escala de 
temperatura se fija por la condición de que 
cese la actividad molecular, producto de la 
transferencia de calor. En la escala de gra¬ 
dos centígrados el cero absoluto corres¬ 
ponde a —273°C, pero por conveniencia 
se ideó una segunda escala de tempera¬ 
tura absoluta asociada a la p rimar a, q U e 
se conoce como escala Kelvin; de este 
modo, °K = 273 + °C. Como ciertas mag¬ 
nitudes físicas dependen de los efectos ter- 
mostáticos y termodinámicos, además de 
la temperatura y calor equivalentes en 
energía mecánica, su energía calorífica 
usualmente se mide en joules dentro del ; 
sistema métrico absoluto y en BTU para 
el sistema inglés absoluto. 

1.4 Densidad y peso específico 

La densidad p representa la masa de 
fluido contenida en la unidad de volumen; 
en los sistemas absoluto y gravitacional 
sus dimensiones son IM ¿-®] y [FT 2 £-*], . 
respectivamente. 


donde AM es la masa de fluido contenida 
en el elemento, de volumen Av que rodea 
al punto. Nuevamente aquí, Ay se redu¬ 
ce ¡ de tamaño alrededor de un. punto, 
hasta aquel valor en que todavía el 
fluido se considere un medio continuo 
(ver 1.12). 

Estrechamente asociado con la densi¬ 
dad está el peso, especifico y que repre¬ 
senta el peso de fluido por unidad de 
volumen; son sus dimensiones CFL”*1. 

Ambas propiedades p y y se relacionan 
mediante la ley y = gp, en que g designa 
la aceleración local de la gravedad, que 
resulta de aplicar la segunda ley de New- 
ton a la unidad de volumen de fluido. 

Otra forma de cuantificar la densidad 
o el peso específico de un líquido se hace 
refiriéndolos a los correspondientes al 
agua, esto es 

Paga» Yaga» 

se conoce como densidad relativa y no 
tiene dimensiones. ' w : ' 

También se utiliza el concepto de vo¬ 
lumen específico o volumen ocupado por 
la unidad de masa; esto es, queda defini¬ 
do como el recíproco de la densidad 

1 

v a = — 

-P 

y tiene como dimensiones [ Z,® M -1 1. 

La densidad de los Equidos depende de 
la temperatura y es prácticamente inde¬ 
pendiente de la presión, poi lo que se pue- 
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den considerar incompresibles; en cam¬ 
bio, en los gases, varía cón la temperatura 
y la presión que actúa, de acuerdo con 
la llamada ecuación de estado de los ga¬ 
ses perfectos (Ver 1.9). En ambos casos 
el peso específico depende, además, de la 
aceleración de la gravedad local. 

En la Fig. 1.3 se muestra la variación de 
p y y del agua con la temperatura, a la 
presión atmosférica á' nivel del mar y 
la áceléración estándar de la gravedad. 
Los valores estándar para p y Y son; 

P - 101.97 kg segVm 4 ; y = 1000 kg/m 3 

que corresponden al agua pura a 4°C. (Los 
datos para dibujar la Fig. 1.3 fueron to¬ 
mados de la referencia 1). Debe señalarse 


que las propiedades varían por el conteni¬ 
do de sal o de sedimento; por ejemplo, el 
agua de mar con el contenido normal de 
sal, de 3.5% a 4°C, tiene una densidad 
P = 104.76 kg segVm 4 y un peso especí¬ 
fico y = 1 028 kg/m». 

En la Fig. 1.4 se muestra la variación de 
p y y del aire-con la temperatura-para la 
presión; atmosférica. a nivel del mar y 
la aceleración estándar de la gravedad. 
Los valores estándar para el aire corres¬ 
ponden a 15°C; valen p = 0.125 kg segVm 4 
y y = 1.225 kg/m 3 , es decir, el ; áire es, 
aproximadamente, 815 vecés más ligero 
que el aguá. (Los datos utilizados para 
dibujar la Fig. 1.4 fueron tomado? de la 

referencia 2). . . 
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: Temperatura, en °C 

Figura 1.3. Densidad y peso específico del agua para temperaturas que se 
hallan entre —20 y 100X, a la presión atmosférica al nivel del mar. 


viscosidad 



Figura 1.4. Densidad y peso específico del aire para temperaturas que se 
hallan entre —20 y 100°C, a la presión atmosférica al nivel del mar.' 


1.5 Viscosidad 

La viscosidad de un fluido es una me¬ 
dida de su resistencia a fluir, como resul¬ 
tado de la interacción y cohesión de sus 
moléculas. 

Si se considera el movimiento de un 
flujo sobre una frontera sólida fija, donde 
las partículas se mueven en líneas rectas 
paralelas, se puede suponer que el flujo se 
produce en forma de capas o láminas de 
espesor diferencial cuyas velocidades va¬ 
rían con la distancia y, normal a dicha 
frontera (Fig. 1.5), 

Según Newton, el esfuerzo tangencial 
que se produce entre dos láminas separa¬ 
das una distancia dy, y que se desplazan 
con velocidades (v) y Cv + (3v/9y) dy], 
vale 



De acuerdo con dicha ley, el esfuerzo 
tangencial es proporcional al gradiente 
transversal de velocidades dv/dy. La cons¬ 
tante de proporcionalidad g es una mag¬ 
nitud característica de la viscosidad del 
fluido y se conoce como viscosidad diná¬ 
mica o simplemente, viscosidad. 

De acuerdo con el perfil de velocidades, 
mostrado en la Fig. 1.5, es claro que el 
esfuerzo cortante generado entre el fluido 
y la pared es mayor al que hay entre las 
capas de fluido adyacente. Los llamados 
newtonianós se comportan conforme esta 
ley; en cambio, en los no newtonianos es 
distinto, pues en este grupo quedan com¬ 
prendidos diferentes tipos (Fig. 1.6). En 
los casos extremos se encuentran: el flui- 
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Perfil de velocidades 


Figura 1.5 Sobre la viscosidad de un fluido. 


do no viscoso con viscosidad p = 0 y, el 
elástico, con viscosidad ¡r — «>. 

Las dimensiones de la viscosidad diná¬ 
mica, en el sistema absoluto, son ÍML~ X 
T~ x 1 y, en el gravitacional, [F L~ 2 Ti. Para 
el sistema absoluto centímetro-gramo ma¬ 
sa-segundo, la equivalencia es g»/cm seg, 
que es utilizada como unidad de viscosi¬ 
dad cinemática en este sistema y es cono¬ 
cida como poise en honor de Poiseuille: 


1 poise — 1 


gm 


cm seg 


Para el sistema gravitacional es más co¬ 
mún la unidad: 


lííijí = 98.0665. «• 


m- 5 cm seg 

La viscosidad dinámica es función, prin- 



Fignra 1.6 Tipos de comportamiento Teológico 
de un fluido. 
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cipalmente, de la temperatura y la pre¬ 
sión. La dependencia respecto de la 
presión es prácticamente despreciable 
para los líquidos y pequeña o desprecia¬ 
ble para la mayoría de los gases y vapo¬ 
res, a menos que Ja presión resulte muy 
grande. En tanto que la viscosidad de los 
líquidos disminuye con la temperatura, 
la de los gases aumenta. 

En la Fig. 1.7 se muestra la variación 
de n del agua y del aire, con la temperatu¬ 
ra. (Se ha dibujado con datos tomados 
de la referencia 3).;. 

Para los cálculos prácticos es más con¬ 
veniente relacionar la viscosidad dinámica 
del fluido y su densidad, con la fórmula 



donde v es la viscosidad cinemática. 

La ventaja de usar esta nueva propie¬ 
dad es evidente, ya que sus dimensiones 
son fZr 2 7’ -1 l, esto es, independientes de 


los conceptos de masa y fuerza. En el 
sistema CGS se emplea comúnmente la 
unidad 

_ . cm 2 m 2 

1 stokes = 1-- 0.0001- 

seg seg 

El coeficiente v presenta características 
semejantes a las de p. 

En la Fig. 1.8 se muestran los valores de 
v para el agua y el aire, en función de la 
temperatura y a la presión atmosférica al 
nivel del mar, con datos tomados de la re¬ 
ferencia 3. 

De acuerdo con la Ec. (1.1), el esfuerzo 
tangencial en cualquier punto de un flui¬ 
do puede desaparecer en alguno de los ca¬ 
sos siguientes: 

a) Si se desprecia la acción de viscosi¬ 
dad (fluido no viscoso). 

b) Si la distribución de velocidades es 
uniforme (v = constante) y por tanto 
dv/dy — 0; sucede cuando el flujo es tur- 
bulento-y el efecto viscoso es despreciable. 



Figura 1.7. Viscosidad dinámica del agua y del aire a la presión atmosférica al nivel del mar. 
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Figura 1.8. Viscosidad cinemática del agua y del aire a la presión atmosférica del nivel del mar. 


c) En un líquido en reposo donde ia ve¬ 
locidad en cada punto (y como consecuen¬ 
cia Zv/'dy) vale cero. 

Problema 1.1. Un líquido con viscosidad 
dinámica de 1.5 X 10~ 3 kg seg/m 2 fluye 
sobre una pared horizontal. Calcular el 
gradiente de velocidades y la intensidad 
del esfuerzo tangencial en la frontera y en 
puntos situados a uno, dos y tres centí¬ 
metros desde ,1a misma (Fig. 1.9), supo- . 
niendo: a) una distribución lineal de ve¬ 
locidades, y b) una distribución parabólica 
de velocidades. La parábola tiene su vér¬ 
tice en el punto A y el origen del sistema 
de ejes está en B. 

Solución a). Para la distribución lineal 
de velocidades, la relación entre la veloci¬ 
dad y la distancia y, es v = 15y; el gra¬ 
diente de velocidades es 



Para y - 0, v = 0; dv/dy — 15 seg 1 en¬ 
tonces, el esfuerzo tangencial vale 

r = n— = 0.0015 X 15; 
dy 

x- 0.0225 kg/m 2 

el cual es constante para el resto de los 
puntos, ya que dv/dy no depende de y. 

Solución b). La ecuación de la parábola 
debe satisfacer la condición de que la ve¬ 
locidad sea cero en el punto B sobre la 
frontera, siendo la velocidad: 

v = 0.45-500 (0.03-y) 2 
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Figura 1.9. Esquema aclaratorio del problema 1.1. 


por lo que el gradiente de velocidades re¬ 
sulta dv/dy = 1000(0.03 — y). 

En la siguiente tabla se presentan los 
resultados para t. 


y 

■ • m 

V 

m/seg 

¿V 

dy 

seg-i 

ÍÍV 

t = 0.0015— 
kg/m2 dy 

^ 0 

0 

30 

0.045 

0.01 

025 

20, 

0.030 

0.02 

0.40 

10 

0.015 

0.03 

0.45 

0 

0.000 


El esfuerzo tangencial vale cero en el pun¬ 
to A, donde ocurre la velocidad máxima. 

Problema 1.2. Uncilindrode0.122m.de 
radio gira concéntricamente dentro de 
otro cilindro fijo .de 0.128 m. de radio, am¬ 
bos con 0.30 m de longitud. Determinar 
la viscosidad del líquido que llena el espa¬ 
cio entre ambos cilindros si se necesita 
un par motor de 0.09 kgm para mantener 
una velocidad angular de 60 rpm en el ci¬ 
lindro móvil. ¿í- i . i -: 

Solución. El par motor se transmite al ci¬ 
lindro exterior a través de las capas del 


líquido. La velocidad tangencial del cilin¬ 
dro interior es 


v = oir = 


60 x 2at 


X 0.122 = 0.767 m/seg 


Se puede escribir que él par motor aplica¬ 
do es igual al resistente 

0.09 = t (2n r X 0.30)r 

esto es, corl r = 0.122 m para él cilindro 
interior, el esfuerzo cortante sobre dicho 
cilindro vale 


0.04775 0.04775 ' ■ , ■ , - 

t —--— = - —- = 3.21 kg/m* 

r 2 (0.122 ) 2 6 

y el gradiente de velocidades sobre el ci¬ 
lindro interior es 


dv 0.767 
~dr~ ~ 0.006 

y la viscosidad será: 


= 128 seg" 1 


t 3.21 

P = = —— = 0.00251 kg seg/m 2 

dv/dr 128 
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1.6 Compresibilidad 

La compresibilidad de un fluido es una 
medida del cambio de volumen (y por lo 
tanto de su densidad) cuando se somete 
a diversas presiones. Cuando un volu¬ 
men v de un líquido de densidad p y pre¬ 
sión p se somete a compresión por efecto 
de una fuerza F, como se muestra en la 
Fig. 1.10, la masa total del fluido pv 
permanece constante, es decir, que 

d (p v) = p dv 4- vd p — 0 
De donde resulta: 


v _ _P_ 
dv dp 


Al multiplicar ambos miembros por dp, 
se obtiene : 


dp _ ; dp 
dv/v dp/p 


(1.3) 


La cantidad E v se conoce como módulo 
de elasticidad volumétrica del fluido y es 
análogo al módulo de la elasticidad li¬ 
neal empleado para caracterizar la elas¬ 
ticidad de los sólidos. Por tanto, el mó¬ 
dulo de elasticidad volumétrica se define 
como el cambio de presión dividido entre 



Figura 1.10. Compresibilidad de un fluido. 


el cambio asociado en el volumen (o den¬ 
sidad) por unidad de volumen (o densi¬ 
dad), siendo una medida directa de la 
compresibilidad del fluido. Sus dimen¬ 
siones son las de un esfuerzo CF L~ a 1. El 
signo negativo de la Ec. (13) indica una 
disminución en el volumen v al aumentar 
la presión p. 

La mayoría de los fluidos poseen un 
módulo de elasticidad volumétrica re¬ 
lativamente grande que depende de la 
temperatura. Esto significa que ocurren 
variaciones pequeñas de volumen o de 
densidad inclusive para variaciones gran¬ 
des de presión, y salvo en aquellos fenó¬ 
menos en que se producen incrementos 
violentos de presión y temperatura (golpe 
de ariete, flujos a gran velocidad, flujos 
con transferencia de calor), en los restan¬ 
tes casos no son de importancia. Lo ante¬ 
rior es particularmente cierto en los lí¬ 
quidos porque se consideran incompre¬ 
sibles. 

El módulo de elasticidad volumétrica 
del agua varía principalmente con la tem¬ 
peratura, como se muestra en la Fig. 1.11 
(con datos tomados de la referencia 4) 
donde el valor de las condiciones están¬ 
dar es 2.09 x 10 8 kg/m 2 , es decir, aproxi¬ 
madamente 100 veces más compresible 
que el acero; en cambio, para el aire el 
valor estándar resulta de 0.000105 X 10 8 
kg/m 8 , esto es, 20 000 veces aproximada¬ 
mente más compresible que el agua; sin 
embargo, la variación depende de la natu¬ 
raleza del proceso termodinámico que se 
efectúa, indicado en la sección 1.9. 
v Es común designar la compresibilidad 
como el recíproco del módulo de elasti¬ 
cidad volumétrica: P — 1 /£„, de dimensio¬ 
nes [Z/’F -1 ]. 

Problema 13. Encontrar la variación de 
volumen que experimenta 1 m 3 de agua a 
20’C cuando se somete a un incremento 
de presión de 20 kg/cm a . -w . 




f 
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Solución. De la Fig. 1.11 se tiene que 
el módulo de elasticidad volumétrica del 
agua a 20°C es E v = 2.225 x 10 4 kg/cm 2 y, 
por la Ec. (1.3), la variación de volumen 
resulta: 


Av 


vAp 

: ~É~ 


1.00x20 

2225x10* 


0.000899 m® 


1.7 . Presión, de vaporización 

• •■Todos los líquidos tienden a. evaporar¬ 
se al cambiar su estado líquido por gaseo¬ 
so; es decir, que en la inmediata vecin¬ 
dad de la superficie. libre de un líquido 
algunas de sus moléculas escapan hacia 
.el medio por encima de dicha superficie. 
En la misma manera, si la superficie libre 
permanece en un nivel fijo algunas de las 
moléculas libres regresan al líquido y pue¬ 
de alcanzarse un equilibrio en el inter¬ 
cambio cuando es igual el número de las 
.que salen y las que entran. 

. • Si es aire el gas que hay en el medio. 


entonces no sólo se presentaría un equi¬ 
librio entre el aire y las moléculas del 
líquido sino que también habría presión 
parcial del aire, sumada a la del vapor de 
agua. Al haber este equilibrio la tempera¬ 
tura—del líquido y del gas— es la misma, 
con lo cual la presión parcial del. vapor 
es justamente la presión de vaporización 
del liquidóla la temperatura dada. 

Las moléculas que dejan el líquido dan 
lugar a la presión de vaporización, cuya 
magnitud es la misma mediante la cual 
escapan las moléculas. Cuando la presión 
de vaporización es igual a la presión par¬ 
cial del vapor encima de la superficie, y 
además se establece el equilibrio en el in¬ 
tercambio de moléculas, se dice que el 
gas está saturado con el vapor. El valor 
de la presión de vaporización, para la cual 
esto ocurre, se llama presión de satu¬ 
ración. 

La vaporización puede producirse tam¬ 
bién con la ebullición del líquido, durante 
la. cual escapan sus moléculas formando 
vapor, para luego establecer el intercam- 


I 

















Presión absoluta de vaporización, en kg/m 2 
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bio con las del gas. Para que la ebullición 
ocurra se debe alcanzar el equilibrio en 
el intercambio de moléculas debido a un 
incremento en la temperatura, hasta lo¬ 
grar la presión de vaporización (al igualar 
o exceder la presión total aplicada sobre 
la superficie libre) o bien por una reduc¬ 
ción de la presión total en él interior del 
líquido, hasta que sea igual o menor a la 
presión de vaporización. 

Este fenómeno se presenta en la prác¬ 
tica cuando en un éscurrimiento ocurren 
grandes descensos locales de la presión, 
por debajo de la atmosférica. Es el caso 
de las grandes caídas de presión en los 
álabes de las turbinas hidráulicas que con¬ 
ducen, a pesar de las bajas temperatu¬ 
ras del agua, a la formación de vapor 
cuya aparición y consecuencias se conocen 
como cavitación. 



Figura 1.12. Presión absoluta de vaporización 
del agua. 


Efectos semejantes al de ebullición ocu¬ 
rren si un líquido contiene gases disuel¬ 
tos. Si la presión del líquido es reducida 
lo suficiente, los gases disueltos se liberan 
en burbujas, para lo cual es necesario una 


reducción de presión hasta un valor me¬ 
nor que la de ebullición. Un aumento sub¬ 
siguiente de la presión puede causar bur¬ 
bujas de vapor o de otros gases que 
colapsan, derivándose de aquella grandes 
fuerzas de impacto. 

En la Fig. 1.12 se muestra cómo la pre¬ 
sión absoluta de vaporización del agua 
pura varía con la temperatura en gra¬ 
dos C. Sin embargo, debe ádvertirse que 
las impurezas del agua, como sales y gases 
disueltos, modifican los valores indicados, 
aumentando las presiones de vaporización 
para una temperatura dada, de suerte que 
la cavitación aparece para presiones, por 
debajo de la atmosférica, más pequeñas 
que las que se obtienen de la figura. Es 
común aceptar valores prácticos de la pre¬ 
sión absoluta dé vaporización (para las 
temperaturas normales) del orden de 0.2 
a 0.3 kg/cm 2 (0.2 a 0.3 x 10 4 kg/m 2 ) es 
decir, presiones negativas por debajo de la 
atmosférica dé 0.7 ,a 0.8 kg/cm 2 (0.7 a 
0.8 X 10 4 kg/m 2 ). ' 

1.8 Tensión superficial y capilaridad 

Alrededor de cada molécula de un lí¬ 
quido en reposo se desarrollan fuerzas 
moleculares de cohesión, que actúan den¬ 
tro de una pequeña zona de acción de 
radio r. Las moléculas del líquido que 
se encuentran a una profundidad mayor 
que r producen fuerzas de atracción que 
se compensan; lo contrario acontece con 
lás moléculas que se encuentran dentro 
dé la capa de espesor r en la proximi¬ 
dad de la superficie libre. Dentro de esta 
capa se ejercen fuerzas resultantes de 
cohesión en dirección hacia el líquido, 
por lo reducido de las fuerzas de cohe¬ 
sión del medio que se encuentra encima 
de la superficie libre (por ejemplo, aire). 
Estas fuerzas impulsan a las moléculas 
inferiores a un movimiento ascendente. 


TABLA 1.1. Tensión superficial agua-aire 


T, en ”C 

0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

80 

100 

o, en g/cm 

0.0769 

0.0754 

0.0739 

0.0725 

0.0709 

0.0692 

0.0673 

0.0638 

0.006 



que sólo es posible al desarrollarse un tra¬ 
bajo por el movimiento de las moléculas, 
equivalente al incremento de energía po¬ 
tencial ganado por las mismas. 

La resultante de las fuerzas de cohesión 
cuya dirección es perpendicular a la su¬ 
perficie libre del líquido o a la de contacto 
entre dos líquidos que no se mezclán, se 
equilibra por la acción dé las componentes 
verticales de la fuerza que se genera sobre 
dichas superficies; medida por unidad de 
longitud perpendiculár a una dirección es¬ 
pecificada. Está fuerza sé conoce como 
tensión superficial, se designa por c y tie¬ 
ne las dimensiones 

La tensión supérficial tiene la misma 
magnitud en todos los puntos de la super¬ 
ficie de frontera o intercara y es indepen¬ 
diente de la dirección (o sólo dependiente 
de los medios a ambos lados de la super¬ 
ficie de frontera) y de la'temperatura. 

En la tabla 1.1 sé presentan los valores 
de a pará los medios agua-aire en térmi¬ 
nos de la temperatura y, en la tabla 1.2, se 
muestren los valores para diferentes me- 
TABLA 1.2. Tensión superficial de contacto 
■ entre algunos fluidos ' 

. Fluidos a, en g/crn 

Benceno-aire 0.0295 

Mercurio-aire . ; . . '- 0.47 ; 

MercuriOtagua 0.0401 

Alcohol etílico-aire 0.0258 

Alcohol étílico-agua 0.0023 

Aceite dé' oliva-aire 0.0327 

Aceite de oliva-agua 0.021 

Tetraclórurq de carbono-aire 0.0272 • 

Aceite lubricante-aire . 0.0357 a 0.0387 

Aceite crudo-aire’ 0.0238 a 0.0387 

Mercurio-vidrio 0.48 

Agua-vidrio < 0.077 


dios y las temperaturas usuales. Ambas 
tablas se formularon con datos de las re¬ 
ferencias 1 y 5. 

La tensión superficial hace inestable la 
superficie plana de frontera en que se 
ejerce, lo cual queda demostrado por la ’ 
forma esférica que adquiere una gota de 
líquido cuando se libera hacia el aire y 
trata de adoptar la mínima superficie ex¬ 
terior de configuración estable para su 
volumen. 

Si un líquido está limitado por una pa¬ 
red sus moléculas son atraídas no sólo por 
las fuerzas del medio superior, sino ade¬ 
más por las de la propia pared. Si las fuer¬ 
zas moleculares de la pared son mayores 
que las de las moléculas vecinas de líqui¬ 
do, éste se extenderá sobre la pared; 
es decir, la mofa. Si acontece lo con¬ 
trario (por ejemplo, con el mercurio) él 
líquido repele a la pared y entonces no 
la niofa. Ambas situaciones se muestran 
en la Fig. 1.13 donde puede observarse 



Figura 1.13. Formas de la superficie de contacto 
entre líquido-pared-aire. 
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que en el punto de contacto entre la pared 
y el líquido las tangentes forman un án¬ 
gulo 0. 

El ángulo 6 de contacto se puede ob¬ 
tener a pártir de las condiciones de equi¬ 
librio de la tensión superficial, sobre las 
fronteras de los tres medios. En la Fig. 1.14 
se muestran las tensiones superficiales a 12 
(gas contra líquido), (gas contra pa¬ 
red) y <% (líquido contra pared), actuan¬ 
do sobre las superficies de frontera; la 
ecuación de equilibrio es 



®m_——-■ ■ 

1TT27' Liquido 


Figura 1.14. Capitalidad. 

'Esta condición es conocida como ley de 
capilaridad y permite el cálculo de 0 si se 
conocen las tensiones superficiales de los 
tres medios. Si el término er ls -r cr 23 de la 
ecuación anterior —conocido como ten¬ 
sión de adherencia — es mayor que o 12 , 
entonces no existe condición de equilibrio 
y la pared es mojada por el líquido al 
adquirir 0 el valor cero. Si cr 12 > o 13 — <r» 
y además positivo, el ángulo 0 es agudo 
como en el caso del agua. Si la tensión de 
adherencia es negativa, es decir, a 23 > <r 13 , 
el ángulo 0 es obtuso ( 6 > 90°) como en el 
caso del mercurio y vidrio, para el que 
0 = 138°. 

1.9 Procesos y propiedades térmicas de 
los gases 

Las propiedades térmicas de los gases 


no se pueden explicar con base, exclusiva¬ 
mente en consideraciones mecánicas como 
las anteriores. La adición de la temperatu¬ 
ra, como una variable en el sistema, im¬ 
plica utilizar las ecuaciones de estado y 
las leyes de los procesos termodinámicas 
para describir completamente dichas pro¬ 
piedades. 

Para cada estado interno, la condición 
de una substancia es única y queda des¬ 
crita a través de sus propiedades. Se 
emplean dos clases de relaciones en la de¬ 
terminación de los estados de una substan¬ 
cia : en primer lugar, la ecuación de estado 
que se refiere al mínimo número de pro¬ 
piedades o condiciones necesarias para 
determinar tanto su estado como otras 
propiedades; en segundo, la ley del pro-, 
ceso mediante el cual se produce, el cam¬ 
bio de condiciones y propiedades dé un 
estado a otro, de acuerdo con el control 
efectuado que puede ser a temperatura y 
presión constantes, transferencia de calor 
nula, etc. . 

Ecuación de estado de un gas perfecto. 
Las ecuaciones de estado para, la mayoría 
de los líquidos son muy complejas y sólo 
pueden expresarse para un núipero limita¬ 
do de condiciones, especialmente cuando 
es necesario expresarlas incluyendo va¬ 
rios efectos, tales como presión, tempera¬ 
tura, volumen, etc. De ahí que resulte más 
práctico el empleo de tablas y gráficas de 
sus propiedades, más que las propias ecua¬ 
ciones de estado pues, por fortunaren los 
líquidos estas propiedades varían poco con 
la temperatura. -• <£•••,, 

Las ecuaciones de estado para gases son 
complejas para condiciones cercanas a su 
punto de condensación. Aproximaciones 
útiles se obtienen sólo para condiciones 
diferentes a las d eI punto de condensa¬ 
ción, y particularmente para aquellas cuyo 
comportamiento corresponde al dé un gas 
perfecto, esto es, aquel que sigue la ecua¬ 
ción de estado de los gases perfectos. 
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P — gRopT = RpT (L4) 

donde 

g aceleración de la gravedad, en m/seg 2 
p presión absoluta, en kg/m 2 
T temperatura absoluta, en grados K 
R 0 una constante característica de cada 
gas, igual al trabajo en kg m que debe 
desarrollarse para incrementar a un 
grado K la temperatura de un kg del 
gas, a presión constante (sus dimen¬ 
siones son kgm/kg ,! K y vale 29.27 
para el aire) 

P densidad del gas, en kg seg 2 /m 4 
además, R = gR 0 . 

. Se ha encontrado que los resultados 
experimentales concuerdan perfectamente 
con los obtenidos de la Ec. (1.4) para la 
mayoría de los gases reales/ 

Problema 1.4. Calcular la densidad del 
aire: a) a la presión atmosférica a nivel 
del mar y a 15°C; b) a 1.4 kg/cm 2 de pre¬ 
sión absoluta y 37?C. - 

Solución a). Si la presión absoluta del 
aire a nivel del mar es 1.033 kg/cm 2 
(10 330 kg/m 2 y la temperatura de 15°C 
corresponde, a 288°K; entonces de .la 
Ec. (1.4) y con R 0 = 29.27 resulta; 

P~ 10330 

P ~ gR 0 T ~ 9.8 X 29.27 x 288 
= 0.125 kgseg 2 /m 4 

ló cual coincide con el valor obtenido 
de la Fig. 1.4. 

Solución b). Como la presión de 1.4 kg/ 
cm 2 es igual a 14 000 kg/m 2 y la tempera¬ 
tura de 37°C corresponde a 310°K, por 
tanto, de la misma Ec. (1.4) se obtiene: 


p 14000 

P ~ gR 0 T ~ 9.8 X 29.27 x 310 
= 0.15744 kg seg 2 /m 4 

Procesos termodinámicas de los gases per¬ 
fectos. La adición de una pequeña canti¬ 
dad de calor a un sistema produce un 
estado transitorio de eventos muy comple¬ 
jos, dado que la temperatura y presión 
varían de un punto a otro en tanto que el 
sistema alcanza una nueva condición de 
equilibrio. Se ha visto que sólo las condi¬ 
ciones inicial y final del estado termodiná- 
mico se caracterizan por una temperatura 
uniforme única. En consecuencia, un sis¬ 
tema que sufra cualquier cambio físico no 
puede, en general, ser considerado homo¬ 
géneo, esto es, un sistema con temperatura 
uniforme en su interior y en equilibrio 
térmico. Sin embargo, si los cambios que 
ocurren en cualquier periodo finito son 
infinitamente pequeños, el sistema se man¬ 
tendría continuamente en estado de equi¬ 
librio y, por lo mismo, se puede considerar 
homogéneo.' La gran ventaja teórica de 
dicho proceso (infinitamente lento) reside 
en que éste es reversible, es decir, puede 
ser realizado en cualquier orden sin afec¬ 
tar ■ los resultados. : . / 

A continuación se describen los proce¬ 
sos y las leyes más importantes de los ga¬ 
ses perfectos. 

Proceso a volumen constante. Los 
cambios de temperatura o de presión se 
realizan sin cambiar el volumen del gas; 
esto es, el volumen específico . 

v, — constante 

b) Proceso a presión constante. Se co¬ 
noce también cómo isobárico y se efectúa 
sin cambio én la presión del gas; esto es, 
de la Ec. (1.4) se tiene que 

' - V *■ , . : 

—— — constante 
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c) Proceso a temperatura constante. 
También llamado isotérmico, representa 
un proceso en el cual la adición de calor 
al gas produce cambios de presión y, ade¬ 
más, una transformación de esa energía 
calorífica en trabajo mecánico proporcio¬ 
nado por el gas. De la Ec. (1.4) 

— = RT = constante 

p 

pv, — constante 

d) Proceso adiabático (sin transferen¬ 
cia de calor). En este proceso no hay adi¬ 
ción de calor al gas, Q = 0. Si el proceso 
es adiabático reversible (sin transferen¬ 
cia de calor y sin fricción) se denomina 
isentrópico y es válida la siguiente ecua¬ 
ción: 

— = constante (1-5) 

donde k es una. constante característica 
de cada gas, que vale 1.4 para el aire. 

e) Proceso politrópico. En general, se 
puede tener una relación entre la presión 
y el volumen para cada uno de los pro¬ 
cesos precedentes: 

p v.» = —= constante (1.6) 

p n 

donde el exponente « adquiere un valór 
distinto de acuerdo con el proceso que se 
trate: 

m = 0 (proceso isobárico) ■; 
n — 1 (proceso isotérmico) 
n = k (proceso isentrópico) 
n = «> (proceso isométrico) 

La Ec. 1.6 se conoce como ecuación poli- 
trópica de estado de los gases perfectos. 


La representación gráfica de los proce¬ 
sos anteriores se presenta en la Fig. 1.15 
a través del sistema de variables indepen¬ 
dientes p y v,. 


P 



Figura 1.15. Plano p— v t . 


Se define como calor específico C, de 
un gas a la cantidad de calor necesaria 
para elevar en la unidad de temperatura 
a la unidad de masa. Esto es: 



Siendo sus dimensiones usuales 
kcal/kgm°K o k J/kgm °K. 

El calor específico depende del proceso 
por el cual se añade el calor, siendo de 
particular interés los valores correspon¬ 
dientes a los procesos de volumen cons¬ 
tante (C v ) y de presión constante (C„). Se 
pueden, además, demostrar las siguientes 
relaciones:. .;: 

C P =C V + R (1.7) 
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donde k es el mismo exponente de la ecua¬ 
ción para el proceso isentrópico. 

El módulo de elasticidad de un gas 
depende de la naturaleza del proceso ter- 
modinámico con que se efectúe el cambio 
de presión. Si el proceso es isotérmico, 
la Ec. (1,4) se puede expresar en forma 
logarítmica como 

Inp = Inp + ln (RT) 
cuya diferencial (con RyT constantes) es 

dp dp 
P ~ ~ 

Por tanto, de acuerdo con la Ec. (1.3), el 
módulo de elasticidad para una compre¬ 
sión isotérmica es 


p _ d P 

dp/p 


( 1 . 11 ) 


o sea igual a la presión absoluta. 

Si la¡ compresión del gas es adiabática 
y reversible (isentrópica), la forma lo¬ 
garítmica de la ecuación correspondien¬ 
te es ,.. 

ln p —k In p = ln (constante) 
cuya diferencial és 


Por consiguiente, para una compresión 
isentrópica se obtiene que 


dp 


( 1 - 12 ) 


Problema 1.5. Calcular C p , C„, E* y E m 
para el aire, considerando que R 0 — 29.27 
kg m/kg °K y k — 1.4. 


Solución. jR 0 posee el mismo valor si las 
unidades son kg m m/kg„ °K, por tanto 

R = gR 0 = 9.8 x 2927 = 

= 286.846 kgffl m 2 /kgm seg 2 °K 

286.846x 1.4" 

C*p — *■■■"“ — 

0.4 

~ 1 003.96 kgm m 2 /kgm seg 2 °K 

_ 286.846 , 

Cv= —Ó 4— =717.115 kgm m 2 /kgm seg 2 °K 

o bien 

Cp= 1 003.96 J/kgm °K = 0240 cal/gm °K 
Cp = 717.115 J/kgm °K = 0.171 cal/g m °K 


1*10 Velocidad de las ondas sonoras en 
el seno de Un fluido 

Las perturbaciones de presión, como las 
ondas sonoras, se transmiten en el interior 
de. un fluido —en todas direcciones.— mo¬ 
dificando la densidad del mismo por efec¬ 
to de su compresibilidad. De la Ec. (13) 
la magnitud .. 




(1.13) 


representa también una propiedad del flui¬ 
do^ cuyas dimensiones son IL T” 1 ), donde 

c velocidad de las ondas sonoras, en 
m/seg 

E v módulo de elasticidad del fluido, 
en kg/m 2 

P densidad, en kg segVm 4 

Se demuestra que c representa justa¬ 
mente la velocidad o celeridad con que se 
transmiten las ondas sonoras dentro del 
fluido. 
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En los líquidos el valor de c depende 
principalmente de la temperatura; en los 
gases, los cambios de densidad causados 
por ondas de presión ocurren prácticamen¬ 
te sin fricción y adiabáticamente. Usando 
el módulo de elasticidad volumétrico isen- 
trópico (Ec. 1.12) se obtiene: 


c _ en m/seg 

* P 

Las magnitudes de p y p (en kg/m 2 y 
kg segVm 4 , respectivamente) están rela¬ 
cionadas por una ecuación de estado. Así, 
de la Ec. (1.4), la anterior para un gas 
perfecto, se puede escribir como sigue: 

c = -^KgR 0 T (1.14) 


Lo cual demuestra que la velocidad del 
sonido en un gas perfecto depende sólo 
de su temperatura. 

Problema 1.6. Calcular la velocidad de 
las ondas sonoras en: 

a) Agua, a una temperatura de 4°C. ! i 

b) Aire, a una temperatura de 15°C, 
k — 1.4 y Rq = 29.27 kg m/kg °K. 


Solución a). Para el agua en condiciones 
estándar: 


E v = 2.10 x 10® kg/m 2 (Fig. 1.11) 
P = 101.97 kg segVm 4 (Fig. 1.3) 

De la Ec. (1.13) resulta que 


c 


J 2.1 X 10® 
\ 101.97 


= 1435 m/seg 


Solución b) . La temperatura absoluta del 
aire es 

T == 273 + 15 = 288°K 


Substituyendo en la Ec. (1.14) resulta que 

c= \/l -4 X 9.807 X 29.27 X 288 = 340.20m/seg 

Es posible comprobar que con una velo¬ 
cidad del aire, de 50 m/seg, su densidad 
aumenta 1 %, es decir, que prácticamente 
permanece incompresible; con 100 m/seg 
aumenta 4 % y, con 200 m/seg 16 %. Para 
velocidades mayores el aire debe consi¬ 
derarse compresible, pues ocurren otros 
fenómenos que no pueden despreciarse. 

Comparando el valor de c para el agua 
y el aire, se observa que a medida que au¬ 
menta la compresibilidad del fluido, dis¬ 
minuye la velocidad de las ondas de so¬ 
nido. 


PROBLEMAS 

1. Explique la diferencia entre un fluido real 
y uno ideal. 

2. En el océano la presión a 8 000 m de pro¬ 
fundidad es de 1050 kg/cm 2 . Suponiendo 
un peso específico en la superficie de. 1025 
kg/m s y que el módulo de elasticidad pro¬ 
medio es de 23 000 kg/cm 2 para éste inter¬ 
valo de presiones, calcular: a) el cambio 
de densidad entre la superficie y la profun¬ 
didad de 8000 m; b) el volumen y peso 
específico a esa profundidad. 

3. Indicar en la Fig. 15 el punto en que es 
máximo el esfuerzo cortante, éxplicando su 
afirmación. ■ 

4. Una flecha de 15 cm de diámetro gira a 
1800 rpm en un rodamiento estacionario 
de 030 m de longitud y 15.05 cm de diáme¬ 
tro interior. El espacio uniforme entre la 
flecha y el rodamiento está ocupado por 
aceite de viscosidad 1.755 x 10-« kg seg/m 2 . 
Determinar la potencia requerida para ven¬ 
cer la resistencia viscosa en el rodamiento. 
Nota: Potencia = fuerza x velocidad. 

5. Un aceite combustible, cuya viscosidad es de 
0.0303 kg seg/m?, fluye dentro de una tubería 
cilindrica de 0.15 m de diámetro. La velocidad 
en todos los puntos de radio .r está dada 
por la ecuación v-6.41 (R 2 —^)/p (m/seg), 
donde R es el radio de la tubería en ni. 


Calcular la intensidad del cortante viscoso 
en los puntos cuyo radio es r = R/2. 

6. Fluye aire a 4"C y 1.055 kg/cm 2 de presión 
absoluta a lo largo de una superficie de 
terreno plano, con un perfil de velocidades 
semejante al de la Fig. 1.5 y que en la inme¬ 
diata vecindad del terreno sigue la ecuación 

v = 40^ — 856^ 

donde y es el desnivel entre la superficie del 
terreno y el punto, en m, y v la velocidad, 
en m/seg. Determinar el esfuerzo cortante 
sobre el terreno. 

7. Una película uniforme de aceite con visco¬ 
sidad de 1.4 poises y de 0.025 mm de espe¬ 
sor separa dos discos montados coáxialmen- 
te, de 030 m de diámetro. Ignorando el 
efecto de las orillas, calcular el par motor 
necesario para que un disco gire con velo¬ 
cidad relativa de 400 rpm respecto del otro. 

8. Un bloque cúbico de 0.20 m de arista y 25 kg 
de peso, se deja resbalar sobre un plano in¬ 
clinado 20° respecto de la horizontal, sobre 
el cual existe una película de aceite de 
22 x 10-4 kg seg/m 2 de viscosidad y 0.025 mm 
de espesor. Determinar la velocidad a la que 
descenderá el bloque, considerando la hipó¬ 
tesis de distribución lineal de velocidades. 

9. a) Escribir la relación de esfuerzo cortante 
para el plástico ideal de Bingham, equiva¬ 
lente a la Ec, (1.1) de un fluido newtoniano. 
b) Un plástico ideal de Bingham se coloca 
entre do$ placas planas paralelas, separadas 
3 mm, una de las cuales se mueve en direc¬ 
ción paralela a su cara con velocidad de 
3 m/seg. Si el esfuerzo cortante que se des¬ 
arrolla sobre la cara de la placa móvil es 



0366 kg/m 2 y el inicial o de fluencia (a par¬ 
tir del cual se inicia el movimiento) es de 
0244 kg/m 2 , encontrar la razón con la cual 
. varía el esfuerzo cortante con el gradiente 
de velocidades, c) ¿Cuál sería la viscosidad 
dinámica si el fluido fuera newtoniano en 
lugar de no newtoniano? 

10. Un tanque cerrado de acero rígido tiene un 
volumen de 5 m 3 . ¿Cuántos kilogramos de 
agua puede contener el tanque a 150 kg/cm 2 
de presión y 4°C de temperatura? 

11. Para probar la resistencia de una tubería 
larga, a una presión de 40 kg/cm 2 , se tapan 
sus extremos y después se bombea agua al 
interior hasta alcanzar la presión propuesta. 
Suponiendo que el tubo no se dilata longitu¬ 
dinalmente, calcular el peso del agua intro¬ 
ducida por la bomba. La longitud de la 
tubería es de 2154 m, el diámetro interior de 
055 m, el espesor de la pared de 14 mm, el 
módulo de elasticidad del agua 21000 kg/cm 2 
y el acero de la tubería de 2100000 
kg/cm 2 . 

12. Una llanta de automóvil con 0.041 m® de 
volumen, se infla a 1.76 kg/cm 2 a nivel del 
mar (T = MFC). a) Calcular la presión en 
la llanta cuando se conduce a 3 700 m so¬ 
bre el nivel del mar y a la misma tempera¬ 
tura; b) Calcular la presión cuando se con¬ 
duce en el desierto a 52°C; c) Calcular la 
masa de aire en la llanta. 

13. A partir de la densidad del agua, a presión 
atmosférica al nivel del mar y 20°C, calcular 
su densidad y gravedad específica a 1000 
kg/cm 2 y 94°C, suponiendo que la velocidad 
del sonido permanece constante. (Realizar 
los cálculos hasta la tercera cifra significa¬ 
tiva). 




















HIDROSTÁ TICA 


2.1 Introducción 

La estática de fluidos estudia las condiciones de equilibrio de los flui¬ 
dos en reposo, y cuando se trata sólo de líquidos, se denomina hidros- 
tática. Desde el punto de vista de ingeniería civil es más importante el es¬ 
tudio de los líquidos en reposo que de los gases, por lo cual aquí se hará 
mayor hincapié en los líquidos y, en particular, en el agua. 

2.2 Ecuaciones fundamentales 
2.2.1 Ecuaciones de Euler 

Se considera idealmente un elemento de fluido en forma prismática que 
encierra al punto P, donde la densidad es p y la presión p (Fig. 2.1). Ha¬ 
biéndose elegido un sistema de coordenadas con el eje z vertical, conviene 
orientar los lados de la partícula según los ejes del sistema, de tal ma¬ 
nera que la presión se incremente en magnitudes diferenciales y genere 
las fuerzas indicadas en la Fig. 2.1. . 


















40 


hidrostálica 


Si la fuerza de cuerpo por unidad de 
masa de la partícula es M = X i + F j + Z k 
el equilibrio de las fuerzas en la direc¬ 
ción x implica que 

(p — Vi —— dx ) dy dz — 
óx 

— (p + Vi dx) dy dz + 

'dx 

+ pXdx dy dz - 0 

Al simplificar y hacer idénticos razona¬ 
mientos en las restantes direcciones coor¬ 
denadas, se obtiene el sisterna de ecua¬ 
ciones 

= (2.1a) 

9* 

-^ = P F (2.1b) 

9y , 

; JHL = pZ (2.1c) 

■ :: ' 

conocidas como las ecuaciones estáticas 
de Euler. Si se considera que la única fuer¬ 
za de cuerpo es la debida al campo gravi- 
tacional terrestre, sus componentes ^son: 
X = Y — 0, Z = —g, y de las ecuaciones 
anteriores se tiene: 


tante en todos los puntos contenidos en 
un mismo plano horizontal. 

De las ecuaciones anteriores se deduce 
finalmente que 

dp = — p g dz = — y dz (2.3) 

' • . . . r 

En general, la ecuación fundamental de la 
estática de fluidos (Ec. 2.3) no se puede 
integrar a menos que se especifique la 
naturaleza de p. En la determinación de 
la presión se trata entonces por separado 
a los gases y a los líquidos. 

2.2.2 Atmósfera estándar 

Por considerarlo de interés en ingenie¬ 
ría, aquí sólo se analizará el caso de las 
propiedades estáticas del aire atmosféri¬ 
co próximo a la superficie terrestre (tro¬ 
posfera, cuyo espesor aproximado es de 
11000 m). Siendo el aire un fluido com- 
' presible, su densidad es función de la 
presión y la temperatura; y, puesto que 
es un gas perfecto, la ecuación de estado 
(1,4) relaciona la densidad con la presión 
y la temperatura. 

P 

P gRoT 

Esta ecuación, substituida en la (2.3), con¬ 
duce a 


J*- = 0 K (2.2a) 


dp _ dz 

P RqT 


(2.4) 




(2.2b) 

(2.2c) 


Así se concluye que la presión dentro 
de un fluido en reposo varía solamente 
con la coordenada vertical z, y es cons¬ 


La Ec. (2.4), que se conoce como ecuación 
de la aerostática, permite determinar la 
variación de presiones dentro de un fluido 
compresible en reposo si se conoce la tem¬ 
peratura como una función de z. 

De acuerdo con mediciones realizadas 
en la troposfera se ha encontrado que la 
variación de la temperatura (en °K) es 
lineal con la altura z, según la relación 
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T= T a 


donde: 


a es el decremento de temperatura 
por cada metro de incremento en la 
altitud z; 

r 0 la temperatura estándar al nivel del 
mar (z = 0), én °K. 

La diferencial de la Ec. (2.5) es 

, dT 

dz ~ - (2.6) 

a 

Substituyendo la Ec. (2.6) en la (2.4) re¬ 
sulta 


cuya integral es 
Inp = - 


-ln T + C 


La constante C de integración se obtiene 
para las condiciones estándar a nivel del 
mar: z = 0, T = T 0 y p — p 0 ; por tan¬ 
to, con la Ec. (2.5) la (2.7) se escribe así: 

...ln ?- = InL = -Í-ln (1 - ~) 
Po T 0 R 0 a T 0 

La relación entre presión y altitud z, es 

-f-- (1— o» 

Po 2o 

La relación densidad-altitud se puede 
derivar de la ecuación de estado (1.4) 
para un gas perfecto, con ayuda de las 
Ecs. (2.5) y (2.8). El resultado es 


P T 0 , f az A (~-1) 

---~-=(l-_~) R 0 a 

Po T 0 a z T a v 


Combinando (2.8) y (2.9) la relación en¬ 
tre presión y densidad es 

-i- = (—) l/<1_ií “' 1> (2.10) 

Po Pp 

A nivel del mar las características de la 
atmósfera internacional estándar se han 
elegido (Ref. 4) como sigue: 

Po = 10 333 kg/m 2 
T 0 = 15°C = 288'K 
y 0 = 1.225 kg/m 3 
Po = 0.125 kg segVm* 

R 0 = 29.27 m/°K 
a - 0.0065°K/m 

Con los valores anteriores las Ecs, (2.5), 
(2.8), (2.9) y (2.10), conducén, respectiva¬ 
mente, a las llamadas ecuaciones de la 
atmósfera estándar que permiten determi¬ 
nar sus propiedades, a saber: 


= 1 — 2.26 x 10~ 5 z (2.11a) 


= (1 — 2.26 x 10- 8 z)”« (2.11b) 


= (1 ~ 2.26 X 10~ 5 z)« M (2.11c) 
Po 

— = (-£-)*»“ (2.1íd) 


El valor máximo estándar para z en las 
Ecs. (2.11) es de 10 770 m. Se observa que 
la Ec. (2.11d) corresponde a Ja ecuación 
de un proceso politrópico (Ec. 1.6), donde 
n = 1.235. 

■Las Ecs. (2.11) son importantes en pro¬ 
blemas relacionados con. la cavitación 
cuando hay necesidad de comparar la 
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Figura 2.2. Variación con la altitud de la pre¬ 
sión atmosférica y de la densidad del aire en 
- : la atmósfera estándar. 


presión de vaporización con la presión 
atmosférica del lugar, o bien en el cálculo 
de la densidad del aire o en el de presiones 
absolutas. 

En la Fig. 2.2 se muestra la representa¬ 
ción gráfica de las Ecs. (2.11b) y (2,11c) 
para el intervalo de altitudes entre 0 y 
4000 m sobre el nivel del mar, y la aproxi¬ 
mación que ésta proporciona es suficien¬ 
te en la solución de problemas de inge¬ 
niería. 

Por ejemplo, la elevación media sobre 
el nivel del mar de la ciudad de México 
es de 2240 m. En la Fig. 2.2 se observa que 
Pi/Po - 0 76 y- c °riPo = 10 333 kg/m 2 , la 
presión atmosférica estándar es 

p„ = 0.76 X 10 333 = 7.863 kg/m 2 = 

= 0.786 kg/cm 2 . 


2.2.3 Solución para los Equidos 

En el caso de un líquido (p — constan¬ 
te), es posible integrar la Ec. (2.3) como 
sigue: 

— + z = constante (2.12) 
Y 

La Ec. (2.12) se conoce como ley de Pas¬ 
cal y permite calcular la distribución de 
presiones hidrostáticas en. el seno de un 
líquido en reposo. Esa presión depende 
exclusivamente de la coordenada z, es de¬ 
cir, de la altura de cada punto respecto 
de un nivel cualquiera elegido. 

Para dos puntos: el 0 coincidiendo con 
la superficie libre del líquido y otro cual¬ 
quiera de elevación z (Fig. 2.3), resulta 
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Pa P 

— + Z 0 = — + 2 
Y Y 

La presión absoluta en el punto conside¬ 
rado es 

p = pa + y(Zo - i z) (2.13) 

donde pa representa la presión atmosféri¬ 
ca sobre la superficie libre del líquido y 
(z 0 — z) la profundidad del punto consi¬ 
derado. En la Ec. (2.13) p corresponde a 
la presión absoluta del punto de que se 
trata y’se mide a partir del cero absoluto 
de presiones. La presión atmosférica local 
depende de la elevación sobre el nivel del 
mar del lugar en que se encuentra el lí¬ 
quido, y su valor estándar está dado por 
la Ec. (2.11b) o bien en la Fig. 2.2. 

Es más común medir la presión hidros- 
tática utilizando como valor cero de refe¬ 
rencia a la atmosférica local. La presión 
ásí medida se llama manométrica y las 
unidades más usuales son kg/cm 2 o bien, 
kg/m 2 . 

La Fig. 2.4 ilustra los diferentes niveles 
de referencia para medir la presión; la 
atmosférica estándar a nivel del mar equi¬ 


vale a la producida en la base de una 
columna de agua de 10.33 m de altura. 


P* . Pe , 

i i M- 



Figura 2.3. Distribución dé presiones 
hidrostáticas en un líquido. 


Existen casos en que el líquido no es 
homogéneo, como las soluciones salinas 
de concentraciones variables o líquidos 
estratificados de temperatura variable. En 
estas condiciones, el equilibrio sólo es po¬ 
sible si los líquidos menos densos quedan 
arriba de los más densos. ,, 

En tales casos se pueden aplicar las 
Ecs. (2.12) o (2.13) para cada nivel, deter¬ 
minando la presión como se indica en la 
Fig. 2.5. 



Presión atmosférica 
al nivel del mar 


Presión atmosférica local 


(negativa)} f res ^ n manométrica 


Presión absoluta 


Cero absoluto (vacio total) 


Figura 2.4. Unidades y escalas para la medición 
depresiones. 
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í>« 4- 2y ( Azi 


Figura 2.5. Distribución de presiones hidros- 
táticas'en líquidos de diferente densidad. 


2.3 Dispositivos para la medición de pre¬ 
siones hidrostáticas 

Se han utilizado varios dispositivos para 
la medición de las presiones producidas 
por un líquido en répoSo con base en la 
Ec. (2.13), llamados comúnmente manó¬ 
metros. 


2.3.1 Manómetros simples 

Los más importantes son el barómetro 
y el tubo piezométrico. El primero es un 
dispositivo para medir la presión atmos¬ 
férica local; consiste en un tubo de vidrio 
lleno de mercurio, con un extremo cerra¬ 
do y el otro abierto, sumergido dentro de 
un recipiente que contiene dicho elemento 
(Fig. 2.6). 


Presión 

atmosférica 


Mercurio (H g ) 


Figura 2.6. Barómetro. 

La presión atmosférica, ejercida sobre 
la superficie del mercurio en el recipien¬ 


te, lo fuerza a elevarse dentro deí tubo 
hasta alcanzar la columna una altura h 
que equilibra la presión atmosférica; se 
expresa así: . ^ 

p a = ymh. | 

donde ,yhs es el peso específico del mer¬ 
curio (13595 kg/m s ). A.nivel del mar y 
a la temperatura de 15°C la presión atmos¬ 
férica es de 10 333 kg/m 8 ; entonces, la 
correspondiente altura barométrica del 
mercurio es 


10333 
13 595 


0.76 m 


El tubo piezométrico se utiliza para me¬ 
dir presiones estáticas moderadas de un 
líquido que fluye dentro de una tubería; 
consiste en un tubo transparente de diá¬ 
metro pequeño, conectado al interior de 
la tubería mediante un niple y con el otro 
extremo abierto a la atmósfera (Fig. 2.7a). 
La altura h de la columna piezométrica, 
multiplicada por el peso específico del lí¬ 
quido en la tubería, determina la presión 
en la misma para el punto de contacto con 
el piezómetro. Cuando se desea medir la 
presión media en una sección, se utiliza 
una instalación como se muestra en la 
Fig. 2.7b. 
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a) Piezómetro 



Llave de purga 


Conexión ai 
manómetro 


f Aft 


b) Disposición de tomas piezométríoas en la 
sección transversa! de un tubo 


Figura 2.7. Medición de presiones 
en una tubería. 


2.3.2 Mánómetros diferenciales 

El manómetro diferencial abierto (figu¬ 
ra 2.8) consiste en un tubo transparente 
en forma de. V, parcialmente lleno de un 
líquido pesado (comúnmente mercurio). 
Uno de sus extremos se conecta de mane¬ 
ra perpendicular a la pared que confina el 
flujo del recipiente que lo contiene. El otro 
extremo puede estar abierto a la atmós¬ 
fera o bien con otro punto de la pared, en 
cuyo caso el manómero mide la diferen¬ 
cia de presiones entre los dos puntos. La 
diferencia de niveles de la columna del 
líquido en el manómetro diferencial indi¬ 
ca la diferencia de las cargas de presión 
ejercidas sobre los extremos de la colum¬ 
na. Por ejemplo, en la Fig. 2.8 el peso es¬ 
pecífico del líquido en el recipiente es Yi 
y, el del líquido en el manómetro, y 2 . Sien- 
‘ do Pa la presión manométrica en el pun¬ 
to A del recipiente, la presión eñ"1a sec¬ 
ción de contacto B de los líquidos es 
s. 

‘r Pb = Pa + Yi Z t 

; p or otra parte, p* = y 2 z 2 y, al igualar 
'ámbas ecuaciones, resulta 


= yzZ 2 -~y 1 z l 

Hay también manómetros cerrados, apara¬ 
tos comerciales provistos dé un sistem a 
mecánico de aguja y carátula graduada 
donde se leen directamente las presiones. 



Figura 2.8. Manómetro diferencial abierto. 


2.4 Empuje hidrostático sobre superficies 
planas 

Se considera un recipiente con un líqui¬ 
do en reposo, donde una de sus paredes 
tiene una inclinación 0 respecto a la hori- 
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zontal, como se indica en la Fig. 2.9. Sobre 
esta pared se delimita una superficie de 
área A para la cual se desea conocer la 
fuerza resultante debida a la presión hi- 
drostática, así como su punto de aplica¬ 
ción o centro de presiones. 

La fuerza resultante sobre la superficie A 
será: 


Las coordenadas (**, y k ) del centro de 
presiones se obtienen cuando se iguala 
la suma de los momentos estáticos de las 
áreas diferenciales respecto de los ejes x 
y y, con el producido por la fuerza resul¬ 
tante. Para el eje jc tenemos que 


Pyx = JT/ yyzdA 

A 


P = // pdA = Y // zdA (2.14) 


es decir, el volumen de la cuña de distri¬ 
bución de presiones abcd está limitada por 
el área A. La integral que aparece en la 
Ec. (2.14) es el momento estático del área 
respecto de la superficie libre del líqui¬ 
do y se puede expresar en términos del 
área A y de la profundidad de su centro 
de gravedad zo. El empuje hidrostático es 
entonces .v 


donde la integral representa el momento 
estático del volumen de la cuña de pre¬ 
siones respecto del eje x. De aquí se dedu¬ 
ce que y* coincide con la ordenada de la 
proyección K’ del centro de gravedad S, 
de la cuña.'' 

Se puede dar también una interpreta 
ción distinta y para ello se substituye 
z = y sen 6 en la ecuación anterior: 




Py k = ysen pjf y* dA 


I 


(2.16) 


P = Y A Zo 


(2.15) donde lá ; integral es el momento de iner- 



Figura 2.9. Empuje hidrostático y centro de 
presiones sobre una superficie plana e inclinada. 
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*3 

Ú 


cia del área A respecto del eje % el cual 
es también 

4 = // y 2 dA - 4 + A yo 2 

en que 4 es el momento de inercia del 
área respecto de un eje centroidal para¬ 
lelo a x ; 4 puede también expresarse como 
4 = r 2 A, donde r m es el radio de giro 
de A respecto del eje centroidal paralelo 
a x. Por tanto, si se substituye la Ec. (2.15) 
en la (2.16), con zo — yo sen 6, resulta: 


y k =- 1 - y a 

ya 


(2.17) 


Obsérvese que el centro de presiones se 
encuentra por debajo del centro de grave¬ 
dad del área. Aunque tiene importancia 
secundaria, se puede calcular en forma 
análoga a : • . - 

Pxk — Y sen 0 Jf x y dA 

La integral de esta ecuación representa el 
producto de inercia 4y, del área respecto 
del sistema de ejes x-y; por tanto 


Xk = ——r (2.18) 

*1; ya A .. 

Generalmente, las superficies sobre las 
■5 que se desea calcular el empuje hidros- 
I tático son simétricas respecto de un eje 
paralelo a y. Esto hace que 7 w = 0y que 
.el centro de presiones quede sobre di¬ 
cho eje.; 

f Un procedimiento gráfico para determi- 
nar y k se presenta en la Fig. 2.9: '-sobre G' 
¡|se levanta una normal G'M a la superficie ¡ 
de altura r m ; la intersección de la perpen¬ 
dicular a la recta 0 t M con la superficie 
señala la posición de K\ Se deja al lector 
la demostración del procedimiento. 


En la tabla 2.1 se presentan la posición 
del centro de gravedad, el área y el radio 
de giro de las figuras más usuales. 

Problema 2.1. Calcular el empuje hidros¬ 
tático y el centro de presiones sobre la 
pared de 2 m de ancho de un tanque de 
almacenamiento de agua, para los siguien¬ 
tes casos: a) pared vertical con líquido 
de un solo lado (Fig. 2.10); b) pared in- 



A, — 2.4 m 


Figura 2.10. Distribución de la presión hidros- 
tática sobre una pared vertical. 

diñada con líquido en ambos lados (figu¬ 
ra 2.11a); c) pared vertical con líquido en 
ambos lados (Fig. 2.11b). 

Solución a). En la Fig. 2.10 se muestra 
la distribución de presiones hidrostáticas 
del agua sobre la pared vertical. La pre¬ 
sión total para y = 1 ton/m 8 , según la 
Ec. (2.15), vale 

, , h h¡? f , 2.4 2 

P = y bh~ = y = 1 x 2 >c -j- 

P = 5.76 ton 

El empuje hidrostático es igual al volu¬ 
men de la cuña de distribución de pre¬ 
siones. 

La profundidad del centro de presiones 
según la Ec., (2.17) y las características 
indicadas en la Fig. 2.10, vale 
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Figura 2.11. Empuje hidrostático sobre una 
pared indinada o vertical con liquido en 
ambos lados. 



h 2 x2 h 
I2h + 2 



1.6 m 


Para el triángulo a la derecha, se tiene 
que 


Este valor también es el de la profundidad 
del centro de gravedad de la cuña de dis¬ 
tribución de presiones. 

Solución b). La distribución de presiones 
es lineal en ambos lados y de sentido con¬ 
trario, siendo la distribución resultante 
como se muestra en la Fig. 2.11a. 

En la misma forma que en la solu¬ 
ción (a), el empuje hidrostático sobre la 
pared es el volumen de la cuña de distri¬ 
bución de presiones de ancho b, indicada 
con el área sombreada, la cual se puede 
determinar calculando el área del triángu¬ 
lo de presiones de la izquierda menos el. 
de la derecha. , 

Para el triángulo a la izquierda 


Pz-yb 


h 2 * 

2 sen 0 


aplicada a la distancia y¡t 2 desde el pun¬ 
to A, resulta 



¿i~(V3) 
sen 0 


El empuje total está representado por 
la cuña sombreada: 


P = P1 — P2 = yb 


y - V 

2 sen 0 



IX 


, (2.4 2 —1.4 2 ) 
2 X 0.866 


4.388 ton 


Pi 


= Y b 


2 sen 0 


Tomando momentos de las fuerzas respec¬ 
to del punto A, obtenemos 


aplicada a la distancia y* 1 , desde'el pun- p yt _ ¿ b¡ 

to A, entonces ... .. . * 2sen0 3 sen6 

2 h, t V. . A-(V3) 

y* 1 3 sen 0 * 2sen0 


sen 
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las caras a x y a 2 , del muro mostrado en la 
Fig. 2.12. . 

Solución. Los empujes están representa¬ 
dos por las áreas de las cuñas sombreadas. 


Substituyendo el valor de P, y* se puede 
despejar y escribir en la forma 


Solución c). Para el caso de la Fig. 2.11b 
es suficiente hacer 0 = 90° en las ecuacio¬ 
nes anteriores, resultando 


Los centros de presión coinciden con los 
de gravedad de las áreas de las cuñas, a 
saber: 


Para el centro de gravedad del área 
trapecial de lá cuña de presiones 2, se 
puede usar la ecuación indicada en la ta¬ 
bla 2.1. " ■ •• ' •" ' 


Problema 2.2. Se desean obtener los em¬ 
pujes hidrostáticos por unidad de ancho, 
así como los centros de presiones sobre 


Figura 2.12. Empuje hidrostático sobre un muro 
de contención. 
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flü «i + 2h 2.2 1+6 0 

, *’ = t ~^nr =— m “ 1 - 283m 

Zk t = a¡ + y*,sen0 = a, + ^ ^ ~a~~ ) 


= 1 + 1.283—= 2.166 m 


Problema 2.3. En la Fig. 2.13 se mues¬ 
tra una pared vertical, metálica, de ancho 
b — 3 m y altura de 5 m, que se desea cons¬ 
truir para que vierta el agua con una car¬ 
ga z 0 — 1.00 m. La cuña de distribución de 
presiones de forma trapecial se desea di¬ 
vidir en 4 partes iguales para ser sopor¬ 
tada por 4 largueros de dimensiones igua t 
les. Determinar la carga que soportará 
cada larguero y las posiciones adecuadas 
de los mismos. 


z, en m 

1 , 

2 

3 

4 

5 

6 

P, en ton 

0.0 

4.5 

12.0 

22.5 

36.0 

52.5 


El empuje hidrostático sobre toda la 
pared corresponde a u = 6 m, y vale P 4 = 
= 525 ton. Cada parte será entonces 
P/4 = 13.125 ton. Mediante una gráfica se 
obtienen las áreas iguales del trapecio, 
anotando a escala, como ordenadas, los 
valores P 4 = 13.125 ton, P 2 = 2 X 13.125 = 
= 26.25 ton, etc., en la parábola, para ob¬ 
tener los puntos 1, 2, 3, 4. Analíticamente 
se obtienen las profundidades de estos 
puntos al despejar zi de la ecuación an¬ 
terior: 

Z* = V V + 

’ Y b 


■ .:+■■■ y.n-z Para z<> = 1 m 

Solución. El empuje hidrostático en un 

punto i, a la profundidad zt, es entonces: Pz í =P 1 = 13.125 ton z x =3.12 m 


^ _ z 2_ z 2 P* 2 =Pi+'P t = 2625 ian z 2 =4.30m 

p i ~ yb - (zt + Zo) = Y b ——^ — p s3 =+i> 2 +E s = 39.375 ton z 3 =5.22m 

■ ... > P 24 =Pj+P 2 +P s +P 4 =525 ton Z 4 = 6 . 00 m 

cuya distribución es parabólica, como se 

muestra en la Fig. 2.13; las coordenadas La profundidad Zk de los largueros coin- 
de sus puntos son cide con la del centro de gravedad de cada 



Figura 2.13. Distribución de empujes hidrostáticos 
sobre.una pared vertical. 
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una de las áreas parciales y se puede calcu¬ 
lar con la ecuación correspondiente de la 
tabla 2.1, resultando así (Ref. 6), 



donde 


k número de orden del larguero con¬ 
tado desde el canto superior de la 
compuerta hacia abajo; 


las ecuaciones anteriores. En este proble¬ 
ma la fuerza resultante sobre la compuer¬ 
ta es s 

P = 1 x 3 X y = 54 ton 

y las profundidades de los cuatro lar¬ 
gueros : 

Zkl = 0.3333 X 6 = 2m 
Ztt = 0.6095 X 6 = 3.657 m 
Zk3 = 0.7893 X 6 = 4.736 m 


m - r {h/z o) 2 — l' 
n número de largueros. 

Para este problema: 


m = —-= 0.1143 

(I)*-! ' 


2 6 
3 V4Ü43 


a Va 

+0.1143) • 


, /s, 

— (& -t- 0.1143 — 3 

Va 

,= 1.972 [(* + 0.1143) - 

Va, 

— (* — 0.8857) 1 


Z H = 0.9346 x 6 = 5.608 m 

Algunas ocasiones conviene descompo¬ 
ner el empuje hidrostático sobre una su¬ 
perficie en una componente vertical y 
otra horizontal, como se muestra en la 
Fig. 2.14. 



Figura 2.14. Descomposición del empuje hidros¬ 
tático sobre una superficie plana. 


De esta ecuación resulta 



Este procedimiento se generaliza para 
cualquier forma de distribución de pre¬ 
siones y cualquiera que sea el húmero de 
subdivisiones de la fuerza resultante. 

Cuando la altura de la compuerta es 
igual a la carga h, basta hacer Zo = 0 en 


La componente vertical es 
P* - Y fS z cos 6 dA 

donde cosBdA es la proyección del ele¬ 
mento de superficie dA sobre un plano 
horizontal. Esto es, P, es el peso de la 
columna vertical, del líquido que se apo¬ 
ya sobre el área A. El punto de aplicación 
de esta fuerza queda en el centro de gra¬ 
vedad de dicha columna. 
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Se observa que si 90° < 0 < 180°, enton¬ 
ces cos 0 < 0; esto significa que P z está 
dirigida de abajo hacia arriba y que la 
columna de líquido no existe físicamente, 
pero las presiones son ascendentes. 

La componente horizontal de P vale: 

P w = y // z sen 0 dA 

donde sen 0 dA es la proyección del ele¬ 
mento dA sobre un plano vertical. Por 
ello;- P e es el empuje hidrostático que ac¬ 
túa en la proyección de la superficie A, 
sobre un plano vertical y, por tanto, se 
localiza en el centro dé gravedad de la 
cuña de presiones. 

Problema 2.4. Determinar el empuje hi¬ 
drostático P 2 , del problema 2.2, en térmi¬ 
nos de las componentes vertical y hori¬ 
zontal. 

Solución. La componente vertical es igual 
al peso de la columna de líquido, es decir, 

Psz = Y b ^ - ai 2 h - ) a 2 eos 0 = 

= 1 X 1 2.2 x 0.416 = 

= 1.83 ton 

La horizontal es 

„ .( a t + h \ 

p 2x = y b ^ —-— J a 2 sen 0 = 

= 1x1 ( 1 * 3 )2.2x^ = 4ton 


2.5 Empuje hidrostático sobre superficies 
curvas 

Cuando es curva la superficie sobre la 
que se ejerce presión hidrostática, ésta se 
puede proyectar sobre un sistema triorto- 
gonal de planos coordenados, convenien¬ 
temente dispuesto, de manera que uno de 
ellos coincida con la superficie libre del 
líquido. Así, se procede a calcular el empu¬ 
je hidrostático por separado sobre cada 
proyección. 

Si los planos de las coordenadas x-Z y 
y-z son verticales y el x-y coincide con la 
superficie del líquido (Fig. 2.15a), las com¬ 
ponentes del empuje hidrostático sobre la 
superficie curva 1, 2, 3, 4, son: 

P» = ySS zdA * - 'i(za)'A x (220a) 

P„ = Y // Z dA v = Y (Ze)„ \ (220b) 

Ay 

P„ — y SS z dA 3 ~ Y Za As (2.20c) 

donde A, A, A, son las áreas de las pro¬ 
yecciones de la superficie sobre los tres 
planos de coordenadas; (zo) B y (zo)„ la 
profundidad del centro de gravedad de 
dichas proyecciones y za la profundidad 
del centro de gravedad de la superficie 
curva en el espacio. La Ec. (2.20c) indica 
que P s es igual al peso de la columna de 
líquido soportada por la superficie curva, y 
Zo la altura de dicha columna coincidente 
con su centro de gravedad (Fig. 2.15a). 

En la misma forma, las coordenadas del 
centro de presiones sobre cada proyección 
de la superficie curva son (Fig. 2.15a): 

Para la proyección A: 


El empuje total resultante vale 




(221a) 


P 2 = \JPJ- + ¿V = Vl-83 2 + 4 2 =4.4 ton Para la proyección A„: 
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(Zk)t = 7 Jt— ; Xk - (Z~T~T~ (2.21b) 
(Za) v A y ( Za) v A v 


donde 


/„ ' momento de inercia de A* respecto 
de y 

/„* producto de inercia de A» respecto 
de y y z 

1„ momento de inercia de A v respecto 
de x 

I„ producto de inercia de A v respecto 
de x y z 

Como sucede en cualquier sistema de 


fuerzas en el espacio, no siempre es posi¬ 
ble, obtener una fuerza resultante única 
sino que además puede haber un par. 

Al proyectar la superficie curva sobre 
los tres planos de coordenadas puede su¬ 
ceder que algunas partes de ella se super¬ 
pongan, partes que se suprimen en la de¬ 
terminación de Pa o P v , ya que se eliminan 
las presiones horizontales que resultan. 
Éste es el caso de la proyección de la su¬ 
perficie curva ABC (de la Fig. 2.15b) sobre 
el plano yz, ya que resulta como proyec¬ 
ción Ja superficie A'C’. En el caso de la 
Figi 2.15c la componente P„ del empuje 
hidrostático sobre la superficie AB, según 
la Ec. (2.20c) es igual al peso del volumen 
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imaginario de líquido que soportaría la 
propia superficie. 

Problema 2.5. Determinar el empuje hi¬ 
drostático y el centro de presiones sobre 
la superficie cilindrica AB, mostrada en la 
Fig. 2.16. 

- '' \ 

Solución. La componente horizontal del 
empuje hidrostático sobre la superficie ci¬ 
lindrica, de ancho b, es igual al área som¬ 
breada del trapecio, es decir, de acuerdo 
con las Ecs. (2.20) vale 



y su posición corresponde a la profundi¬ 
dad del centro de gravedad del trapecio: 

D 3zo + 2D 


La componente vertical del empuje se 
puede obtener siguiendo este razonamien¬ 
to: sobre la superficie BG se ejerce un 
empuje vertical P*i', ascendente, que equi¬ 


vale al peso de la columna virtual de líqui¬ 
do sobre esa superficie, como se muestra 
en la Fig. 2.16. Sobre la superficie AG 
existe un empuje vertical P n , descendente, 
que equivale al peso de la columna real 
de líquido sobre dicha superficie, como se 
muestra en la misma figura. La resultan¬ 
te de ambas fuerzas es igual al empuje 
vertical total ascendente sobre toda la su¬ 
perficie ; esto equivale ál peso de la colum¬ 
na virtual de líquido encerrado por la su¬ 
perficie AGB, y aplicada en el centro de 
gravedad del área encerrada. Resulta 

P, = yb^-DP; e = 0.2122 D 

El empuje total sobre la superficie será la 
resultante de las dos componentes: 

P = y/'p* +» . 

Esta fuerza debe ser radial al cilindro. 

Problema 2.6. Determinar el empuje hi¬ 
drostático sobre la compuerta radial mos- 



Fígura 2.16. Empuje hidrostático sobre una 
superficie cilindrica. 
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• o.f, 4>s i 

.• - •' . • \ r »> 

....... 

Figura 2.17. Empuje hidrostático sobre una com¬ 
puerta radial que controla la descarga sobre 
, t un vertedor. 


trada en la Fig. 2.17a para los datos h — 
15m; fi = 3m; y a = 15°; el ancho de 
compuerta es b — 5.00 m. 

Solución. De la geometría de la Fig. 2.17b 
se deduce lo siguiente: 


z» = -jX 1.5 = 1.00 m 
P t - ybAi£3 

El área del sector 012 es: 


«_ ,*.. S X 0.25882-0 776 ni » 3 ’ * 059931 = 


y para el sistema de ejes indicado, la ecua¬ 
ción del segmento es 

*• + z 2 = & = 9 

De aquí se encuentran las abscisas de los 
puntos 1 y 2, substituyendo sus ordenadas 

zi = 0.776 m; xi = 2.898 m 

Za = 2.276 m; Xa = 1.955 m 

a — xi — X 2 = 0.943 m 

Z 2 2.276 iaao 

t an8 = _ = 15 j r -U6 4 2 

S = 49°20’17” 

P = 6 - a = 34° 20' 17" = 0.59931 rad 
P m = Va y bh? = Va X 1 X 5 X 1.5 2 = 

= 5.625 ton 


El área del triángulo 012 vale: 

Va ü 2 sen P = Va X 9 X 0.5641 = 2.538 m 2 

El área del segmento 121 es, por tanto, 
2.697 — 2.538 = 0.159 m 2 . 

El área del triángulo 123 es: 

Va a h = Va X 0.943 X 1.5 = 0.707 m 2 

Finalmente, el área sombreada A í23 vale: 
A 1S 3 = 0.159 + 0.707 = 0.866 m 2 

P a - 1 X 5 X 0.866 = 4.33 ton 
P = VP 2 + P* - 7.098 ton 

® fS 

tan 0 = 0.7698; 9 = 37° 35' 

La distancia d con respecto al centro de la 
compuerta vale: 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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_ h + c 

como fácilmente puede comprobarse to¬ 
mando momentos con respecto a O ; subs¬ 
tituyendo los valores, resulta d = 2.308 m. 

Problema 2.7. La compuerta ilustrada en 
la Fig. 2.18 tiene 12 m de longitud y las 
dimensiones indicadas. La distancia hori¬ 
zontal entre el centro de gravedad de la 
compuerta y la articulación vale 1.92 m. 
Despreciando la fricción en la articulación 
y en los sellos, determinar el peso W que 
debe tener la compuerta para lograr el 
equilibrio estático. 

Solución. Según la geometría de la com¬ 
puerta, se tiene que 


sen 0 X = = 0.7778, o sea 6 X = 

4.5 

0! = 51° 4' = 0.891 rad 

sen ~ = sen 25 32' = 0.43104 
2 

eos — 0.6284 
6, 

eos — = eos 25” 32' = 0.90233 
2 

ab = 4-5 (1 — eos 0J = 1.672 m 
sen 6 2 = M = 0.1373, 6 2 = T 53', 

Ó.JJ 

eos 0 3 = 0.9905 
oc = 3.35 x 0.9905 = 3.318 m 

La distribución de presiones varía lineal¬ 
mente : de cero en la superficie a 3.5 y en 
la articulación, y 3.96 y en el punto más 


LA 3.5m V/ »A 


/3.5V. /j — 3.96 y-' . • „'bv 

*\~ - ‘ •<' 

t\\ s\T~ *: vxx^• 

—Entra da de agua y /7 Cámara de flotación 


* ó . < 4 


Figura 2.18. Compuerta de segmento sobre 
un cimacio. 
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bajo de la compuerta. Las componentes 
del empuje hidrostático que actúan sobre 
la compuerta, por cada metro de ancho 
de la misma, valen 

P n = % (3.5) 2 Y = 6.125 ton 

El empuje P n es el peso del volumen 
de agua del triángulo a o b; 

y V 2 abao — 0.5 X 1.672 X 3.5 = 2.926ton 
menos el del segmento ob (tabla 2.1). 

Y Vi (n 2 0! — r* sen 0 t ) = 1-146 ton 
siendo entonces 
P n = 2.926 — 1.146 = 1.78 ton 

P -2 = y(3.5 + 3.96 ) 0.46 - 1.716 ton 
P*2 = y (3.5 + 3.96) 3.318 = 12.376 ton 


La localización de estas fuerzas es como 
sigue: 

Zl = -^-= 1.167 m 


0.46 2 X 3.96 + 3.5 
T" 3.5 + 3.96 


0.235 m 


En el cálculo de Xi el peso del volumen 
de agua del triángulo a o b tiene un bra¬ 
zo de palanca respecto de o que vale 


x 1-672 = 0.557 m 
3 


y el del segmento ob (tabla 2.1): 


ri-[ri-rx (: 


4 sen 8 (9i/2) ' 
3 0!—3 sen ■ 


/ 4sen 3 (0i/2)\ 0 t , 

=’-.p-[i-( 1 - 3 ei -w, )l C0S T^ 

,+ 4 x 0.43104;* _. - Q 90m l = 

~ C 1 “ 3 X 0.891-3 X 0.7778 > J / 

= 0.6698 m 

Por tanto, 

_ 2.926 x 0557—1.146 X0.6698 _ Q 4g4 m 
— i 1.78. .r 


Finalmente, ¡i 

, 335 2x3.96+3.5 

' 3 35+3.96 

Tomando momentos con respectó a la ar¬ 
ticulación: 

W 

1.78 X 0.484 + 6.125X1.167+—Xl.92= 

= 1.716 X 0.235 + 12.376 X 1-709 
. W = 84.653 ton 


2.6 Principio de Arquímedes 

En el caso de ün cuerpo sólido cual¬ 
quiera flotando en un líquido (Fig. 2.19) 
existe un estado de equilibrio debido a que 



Figura 2.19. Flotación de un cuerpo. 
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el líquido ejerce sobre el cuerpo una pre¬ 
sión ascendente de igual magnitud que el 
peso propio del cuerpo, que se puede calcu¬ 
lar a partir de los resultados del subca¬ 
pítulo 2.5. 

En efecto, se observa que las compo¬ 
nentes horizontales de las fuerzas de pre¬ 
sión hidrostática se eliminan sin existir 
resultante horizontal alguna. Sólo existe 
la componente vertical Pe, la que se de¬ 
termina del equilibrio del cilindro vertical 
de sección transversal horizontal dA z , li¬ 
mitado por la superficie A que encierra 
al cuerpo. Sobre el punto í actúa la fuerza 
elemental p a dA z ; y sobre el punto 2 la 
fuerza elemental (p a + y z) ¿A La resul¬ 
tante de las fuerzas verticales ascenden¬ 
tes es: 

P z = // [(*?» + Yz) ¿A* — p„dAj = 

) • A Z • 

~ y// zdAe 

A z 

La integral es igual al volumen u» de la 
parte del cuerpo en flotación que se en¬ 
cuentra debajo de la superficie libre del 
líquido; esto es: 

Pe = Y Ve (2.22) 

La Ec. (2.22) es la interpretación ma¬ 
temática del conocido principio de Arquí¬ 
medes : “Todo cuerpo sumergido en un 
líquido experimenta un empuje vertical 
ascendente igual al peso del volumen de 
líquido desalojado.” El punto de aplica¬ 
ción de dicho empuje coincide con el cen¬ 
tro de gravedad del volumen desalojado 
y se conoce con el nombre de centro de 
flotación o de carena. 

Problema 2.8. Una pieza de oro y plata, 
aleados en cierta ley, pesa 53.96 g fuera 
del agua y 50.7 g dentro de ella. Si el peso 
específico del oro puro es 19.25 g/cm a 


y el de la plata 10.3 g/cm 3 , determinar 
los porcentajes a que se han ligado dichos 
metales. 

Solución. El peso específico del agua a 
4°C es 1 g/cm 3 y, de acuerdo con la 
Ec. (2.22), el volumen de la pieza es 
v - 53.96 — 50.70 = 3.26 cm 3 ; su peso 
específico y„ = 53.96/3.26 = 16.55 g/cra 8 . 
El porcentaje x, de oro puro de la pieza 
resulta de plantear la ecuación 

19.25 x + 10.3(1—-*) = 16.55 

Se; obtiene * = 0.70, es decir, 70 % de oro 
y 30% de plata. 

Él principio de flotación es la base del 
hidrómetro, aparato utilizado para medir 
el peso específico de un líquido (Fig. 2.20). 
Consiste en un tubo de vidrio cuya sec¬ 
ción transversal tiene una área a, cerrada 
en su extremo superior y que en su extre¬ 
mo inferior remata en un bulbo lastrado 
de volumen o 0 con objeto de que su cen¬ 
tro de gravedad sea lo más bajo posible 
y el hidrómetro flote verticalmente. 



Figura 2.20. Hidrómetro. 


Conocida la profundidad (hasta el ni¬ 
vel O) a que se sumerge el hidrómetro 
dentro de un líquido de peso específico 
conocido y, para otro líquido dicha pro- 
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fundidad será diferente si su peso especí¬ 
fico Yi, es también distinto. Si el peso total 
del hidrómetro es G, se cumple que 

G — Yi (fo + a 0 

G 

Para el primer líquido u 0 ~ ~r~' enton " 
ces resulta que . 



Así, con esta ecuación se puede graduar 
una escala de longitudes 1, sobre el tubo 
de vidrio, para una relación conocida 
Y/Yi y usarla después para otros líquidos. 

Problema 2.9. El orificio rectangular de 
dimensiones b X b (Fig. 2.21), practica¬ 
do en la pared vertical de un recipiente, se 
cierra con una compuerta de iguales di¬ 
mensiones; dicha compuerta está conec¬ 
tada a una palanca y unida rígidamente 
por otra a un tambor cilindrico hueco de 
diámetro D, longitud L y peso W, de tal 
manera que al subir éí nivel del agua en 
el recipiente se abre la compuerta giran¬ 
do el sistema alrededor de O. ¿Cuál debe 
ser la distancia OOj = x, de modo que ello 
ocurra para za — 25 cm; D — 39 cm; 
L = 60 cm; h = 40 cm; b_= 30 cm; W - 
= 25 kg? 



Figura 2.21. Compuerta automática. 


Solución. Despreciando el peso corres¬ 
pondiente a la palanca 00^ el empuje ver¬ 
tical sobre el tambor es 


1 nD 2 

P, = T —yL 

Según la Ec. (2.15) la presión total so¬ 
bre la compuerta es: P = Y bhzo‘, la pro¬ 
fundidad de su punto de aplicación, según 
la Ec. (2.17), será: 

' A 2 

Zk — Za + —r — 

■12 Za 

Para el equilibrio de momentos alrededor 
de O se tiene que 


(ft- W)X = PZk 


Esto es, 


b h I z<? + 


jc DP W 

8 Y 


Substituyendo los datos del problema, se 
tiene x — 0.84 m 


2.7 Condiciones de equilibrio de los cuer¬ 
pos en flotación 

El equilibrio de un cuerpo flotante se 
clasifica en tres tipos. 

Estable. Una fuerza actuante —por ejem¬ 
plo el empuje del oleaje o del viento— 
origina una inclinación lateral, pero cuan¬ 
do aquélla cesa el cuerpo vuelve a su posi¬ 
ción original. Este tipo de equilibrio lo 
tienen los cuerpos de centro de gravedad 
bajo.. 

Inestable. La fuerza actuante origina el 
volteo brusco del cuerpo (zozobra), ¿1 cual 
después recupera una posición más o me¬ 
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nos estable. Este equilibrio lo tienen aque¬ 
llos cuerpos cuyo centro de gravedad es 
alto. 

Indiferente. La fuerza actuante origina 
un movimiento de rotación continuá del 
cuerpo, cuya velocidad es directamente 
proporcional a la magnitud de la fuerza 
y cuya duración es la misma que la de 
dicha fuerza. Este tipo de equilibrio lo po¬ 
seen cuerpos cuya distribución de la masa 
es uniforme (por ejemplo, la esfera con 
posición de flotación indiferente; el cilin¬ 
dro cuya posición de flotación es indife¬ 
rente con su eje longitudinal en la direc¬ 
ción horizontal). 

Las condiciones de equilibrio de un 
cuerpo flotante se explican con claridad 
utilizando como ejemplo un barco (como 
el mostrado en la Fig. 2.22a) cuya super¬ 
ficie de flotación muestra una forma si¬ 
métrica con un eje longitudinal y otro 
transversal. La rotación alrededor del pri¬ 
mer eje se conoce como balanceo y, del 
segundo, cabeceo. 

En la posición de equilibrio (sin fuer¬ 
zas ocasionales) sobre el barco actúa el 
peso W ejercido en el centro de grave¬ 
dad G, además del empuje ascendente del 
líquido B que actúa en el centro de flota¬ 
ción o de carena, G t . Ambas fuerzas son 
iguales, colineales y de sentido contrario. 


Al producirse una fuerza ocasional el 
barco se inclina un ángulo 6 y pasa a ocu¬ 
par la posición mostrada en la Fig. 2.22b; 
el punto G x pasa ahora a la posición G/. 

Por efecto de las cuñas sombreadas 
—una que se sumerge y otra que emerge 
por encima de la línea de flotación— se 
origina un movimiento producido por las 
fuerzas F x y F 2 . El empuje ascendente to¬ 
tal B, en su nuevá posición G/, es la resul¬ 
tante de B en su posición original y las 
fuerzas F x — F 2 por efecto de las cuñas. 
El momento de la fuerza resultante con 
respecto a G x será igual a la suma alge¬ 
braica de los momentos de sus componen¬ 
tes, por lo cual se cumple que 

n = EÚ- (2.23) 

Al elemento de volumen: y dA — x tan QdA, 
corresponde un momento de desequili¬ 
brio dM - y x 2 dA tan 0; el momento de 
la fuerza B con respecto, a 0 es entonces: 

. F t f = YtánO/j* X a dA - Y tan 0 J* (2.24) 

donde I, representa el momento de iner¬ 
cia. del área de la sección del barco a nivel 
de la superficie de flotación ab con res- 



F t / 

j£w/l 


* ssrss- T 




fble- - 


Figura 2.22. Estabilidad de un barco. 


.V t- 


/ “ 
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pecto al eje longitudinal z del mismo que 

pasa por 0. _ , „ 

Substituyendo la Ec. (2.24) en la Ec. 

(2.23) resulta que 

y tan 6 J» 
n = ~ B 

además, siendo B = Y> donde v 0 es el 
volumen desplazado por el barco, se ob 
tiene 


tan 9 J« 


(2.25) 


Las alturas metacéntricas empleadas, en 
el diseño de barcos son: para barcos de 
vela, 0.90 a 1.50 m; para barcos de guerra 
0.75 a 1.30 m; para barcos cargueros, 0.60 
a 0 90 m; y para barcos de pasajeros, 
0 45 a 0.60 m (Ref. 7). El área de la super¬ 
ficie a nivel de la línea de flotación vale: 


A = $ LB■ 


donde • u- 


El par de fuerzas B y W producen un mo¬ 
mento M í = W/isen0, que tratara de vol¬ 
ver ál barco a su posición original o de 
voltearlo más, hasta hacerlo zozobrar.^ 
Para predecir el comportamiento del 
barco es importante conocer la posición 
dél punto m, dé intersección de B en o*. 

con el eje y del barco inclinado; punto que 
sé denomina metacentro y la altura meta- 
céntrica se indica con h. A medida que h 
aumenta es mía estable, k H°tad6ndd 
cuerpo, es decir, más rápidamente tratara 
de recobrar su posición original. ^ 

El equilibrio es estable si el punto m 
queda arriba del punto G(h > 0) y es mes- 
table si m queda abajo' de G; por tanto, 
la estabilidad del barco exige que sea 
h > 0, esto es: 

._ * _ h ( 2 . 26 ) 

n S en0 sen 0uo 

Siendo 0 pequeño, sen 0 « tan 6 y en¬ 
tonces - . /' ■ , \ . ' , 

(2.27a) 


(2.27b) 


B ancho máximo del barco 
L longitud máxima del barco 
P coeficiente que para pontones varía 
entre 0.80 y 0.95; y, para la mayo¬ 
ría de los barcos cargueros, entre 
0:75 y 0.85. 

Cuando la inclinación del barco se debe 
a una carga asimétrica Q, como se indica 
en la Fig. 2.22c cuya condicióri de equili¬ 
brio es con 0 pequeña, se tiene que 

BH = Qx¡ 

y la altura metacéntrica vale j 


Problema 2.10. Estimar las condiciones 
de estabilidad del cajón cuyas dimensio¬ 
nes se indican en la Fig. 2.23: peso W - 
2 88 ton; altura del centro de gravedad, 
medida desde la base del cajón, 0.30 m. 

Solución. Estabilidad respecto del eje A-A. 

El momento de inercia del área de flo¬ 
tación respecto del eje A-A es: 


1.8 X 4* 


as 9.6 m 4 
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r 

_v_1 .2m 


\W = 2.88 ton 


'/Gf/A 0.3 m/ 




Figura 2.23. Cajón flotante. 


y la profundidad de flotación: 


W 2.88 

c —-=-- 0.4 m 

Y A lx 1.8 x4 


La distancia entre el centro de grave¬ 
dad G (del cajón) y el centro de flotación, 
vale h 0 — 0.3 — 0.2 = 0.10 m. 

La altura metacéntrica, según la Ec. 
(2.26), es 


h = ~ —0.10 = 3.23 m > 0 

2.88 


Esto es, el cajón es estable por lo qué se 
refiere al volteo alrededor del eje trans¬ 
versal. 

v Estabilidad respecto del eje B-B. 


1.94 

= — -0.1 = 0.57m>0 
(también estable) 


2.8 Equilibrio del movimiento 

Como se ha mencionado, en ausencia 
de movimiento relativo entre las partícu¬ 
las líquidas o entre partículas líquidas y 
sus fronteras, los líquidos no están suje¬ 
tos a esfuerzo cortante. Esto es cierto 
cuando el líquido está en reposo, pero tam¬ 
bién cuando está sujeto a un movimiento 
uniformemente acelerado después que se 
ha establecido el equilibrio relativo ; En 
el último caso, ei líquido se comporta 
como un cuerpo rígido en movimiento; 
esto es, en equilibrio estático. 

Por ejemplo, sea un recipiente Heno de 
un líquido de peso total W, que mediante 
un cable que se desliza sobre una polea sin 
fricción es levantado por un peso W x > ty 
(Fig. 2.24). Si se desprecia el peso del ca¬ 
ble y el efecto de fricción, y se satisface 
la segunda ley de Newton, entonces 

W 1 — W = - a 

S 

donde (Wj + W)/g representa la masa de 
las partes que se mueven y a la aceleración 
de las mismas, la que vale 


a-g 


Wl-W 
W 1 + W 


4xl.í 


1.94 m 4 


y si ft-representa el tirante del líquido den¬ 
tro (del recipiente, la presión sobre el fon¬ 
do es 

XV' ' f y h /W 1 ~W\ 

Í p ” Y + g á l + w) 

( W 1 ~w\. 

p=: n 1+ iñTwr 
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Figura 2.24. 

Se observa que la distribución de presio¬ 
nes sigue siendo lineal y es equivalente a 
que el peso específico del líquido se incre¬ 
mente al valor 

+ Wi + W/ 

Se considera ahora un recipiente cilin¬ 
drico de radio R, lleno de líquido, que gira 
alrededor 1 dé su eje vertical (Fig. 2.25). 


Al principio las partículas del líquido, en 
la proximidad de la pared y del fondo, se 
mueven más lentamente que el recipiente 
hasta que {por viscosidad) el movimiento 
se transmite a la totalidad de las partículas 
y todo el líquido gira alrededor del eje del 
cilindro como sí fuera un cuerpo rígido. 
Esto significa que a la distancia r del eje 
cada partícula posee una velocidad tan¬ 
gencial v = cor, donde 0 representa la ve¬ 
locidad angular (de rotación) del recipien¬ 
te. Dicho movimiento tiene las caracterís¬ 
ticas de un vórtice forzado (Cap. 10). 

Las fuerzas de cuerpo corresponden a 
las reacciones r co 2 eos 0 = x «r, así como 
reo 2 sen0 = y® 2 , en las direcciones x y y, 
respectivamente, de tal modo que dichas 
fuerzas son : X — X0 > , Y = yór, 2 = — g. 
Por tanto, las ecuaciones estáticas de Eu- 
ler (Ec. 2.1), se escriben así: 


_J— H!L + x<iP = 0 

pdx 



IS 

wm 

§j¡g|£ 

!í 

Éltñ 

Hl 

M 




_ [±zr.S- 


2 » 


Y = y<¡? 


Figura 2.25. Recipiente en rotación. 


equilibrio del movimiento 


65 


1 3 p 


y<jp =¡ 0 


- -S - g ~ 0 

p dz 

Si se multiplica la primera ecuación por 
dx, la segunda por dy, la tercera por dz y, 
se suman, resulta 

P (o 2 xdx + poP y dy — y dz = dp 

La integración conduce a 


p— (x? + y 2 ) —yz = p + C 

•j ' , 2 

o bien, con r 2 = xr + y 2 


• yz = p + C 


■ Entonces, tanto las superficies equipre- 
sionales como la superficie libre del líqui¬ 
do, son paraboloides de revolución. La 
constante C resulta de la condición de que, 
para el punto de altura z=Zo y radio r—0 
que se halla sobre la Superficie libre del 
líquido, p-Po- Entonces, se obtiene 


<o 2 r 2 . , 

P — Po + P —2 -b Y (Zo — z) 


y con z = H; r = R; p ~ p<>, resulta: 


H-z 0 = - 


(; 229 ) 


Cuando el recipiente no se mueve, la al¬ 
tura alcanzada por el líquido en el mismo 
vale h. El volumen del líquido permanece¬ 
rá constante antes y después de iniciarse 
el movimiento de rotación, lo que expre¬ 
sado matemáticamente da: 


ji R* h = xR 2 H~i*R? (H - zo) 

Donde, 4 xR 2 (H — Zo) corresponde al vo¬ 
lumen obtenido por la rotación de la su¬ 
perficie parabólica meridiana. Se tiene, 
finalmente 


—(2.30) 

y de aquí, H = 2 h — Zo, que substituida en 
la Ec. (2.29), al despejar z 0 , se obtiene 


Esta ecuación se aplica en los dispositivos 
utilizados para medir la velocidad angu¬ 
lar de cuerpos en movimiento de rotación; 
en general, las propiedades de este movi¬ 
miento tienen diferentes aplicaciones en 
la industria y en la agricultura. 


Problema 2.11. El movimiento del agua 
en determinada curva de un río origina 
una sobreelevación h de su nivel en la 
orilla exterior, como se muestra en la fi¬ 
gura 2.26. Determinar la sobreelevación h 
de la superficie libre transversal del agua 
considerando que la velocidad V de las 
partículas es la misma en todos los pun¬ 
tos (Ref. 8). 



Figura 2.26. Sobreelevación del nivel en la curva 
de un río. 


Solución. En la dirección x la fuerza de 
cuerpo es la producida por la fuerza cen¬ 
trífuga que vale 



x 
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En la dirección z la fuerza de cuerpo es 
la del peso propio y vale Z = — g. 

El sistema de Ecs. (2.1) se escribe en¬ 
tonces •' ' • 

_i^ + Z! = o 

(0 . dx X 


1 dp 
p dz 


■g = 0 


Multiplicando la primera ecuación por dx 
y la segunda por dy, al sumar se obtiene 

i ya 

- -dp-\ - dx—gdz ~ 0 

p x . . . 

Páran la superficie libre p == constante; 
dp — 0 , por lo que resulta 

-;í • ' y2 / 

gdz = - - dx 

...... . X . 

Al integrar, tomando en cuenta la condi¬ 
ción de frontera de que para x - R v z = (>, 
se.obtiene. , .... ,-¡ 

?... v 2 , • x 

■ ;;; ío í ■ ■ g Ri ' '■ 

La elevación es entonces: í : 


v 2 ]n R* 

g Ri 

o bien, si se mide la elevación h se puede 
calcular V como sigue: 


I ¿h 


Para Ri -5 m; Rs =25 m y V= 1:69 m/seg; 
h — 0.47m. ... 

2.9 Fuerzas capilares 

En las zonas de la superficie libre de un 
líquido con curvatura, las tensiones su¬ 
perficiales que sobre ella actúan tienen 
tina resultante en la dirección normal a la 
superficie, la cual se designa como fuerza 


Para obtener esa resultante, en la figu¬ 
ra 2.27 se presenta de manera esquemática 
un elemento de superficie dA, limitado 
por los elementos de línea ds y dn, da¬ 
dos por los ángulos d9 x y d% así como los 
radios de curvatura r x y r¡¡ . 

,. Suponiendo que los ángulos son peque¬ 
ños, la, fuerza resultante en la dirección 
radial vale 



ads 

40, 


Figura 2.27. Presión capilar sobre un elemento 
de superficie. 
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pdsdn = o ds d0, + a dn dQ 2 

y con 


resulta 

p = o(— + —) (2.31) 

V r x r 2 / 

donde p es la presión, de curvatura cuyas 
dimensiones son ÍF L~ 2 ] y el término 



es la curvatura media del elemento de 
superficie. i ó 

Problema 2.12. Determinar la altura z 0 a 
lá que asciende el agüa dentro de un tubo 
capilar de radio 0.05 era, por efecto de la 
tensión superficial del líquido (Fig. 2.28). 



Figura 2.28. Líquido dentro de un tubo capilar. 


Solución. Si un tubo capilar cilindrico 
de radio R sé introduce en un liquidó que 
moja sus paredes, el nivel dentro del tubo 
sé elevará por encima de la superficie libre 
del líquido una cierta distancia, para for¬ 


mar el llamado menisco cuya forma es 
cóncava hacia arriba, como se muestra en 
la Fig. 2.28. Sobre el menisco un punto 
cualquiera A queda a la distancia r del eje 
del tubo y, a la altura z, sobre el nivel de 
la superficie del líquido. Si Yi es el peso 
específico del aire y Ya el del líquido, en el 
punto A’ localizado en la intersección de 
la vertical que pasa por A con el nivel 
de la superficie original del. líquido, se¬ 
gún la Ec. (2.31) y la ley de Pascal se ten¬ 
drá la presión dada por la ecuación 

p / = Ts2 = .(-i- + -L) ■■ 

Si se considera que z ~ zn y se hace 
r x — r 2 = r, con r = 2í/cos 0, se obtiene 

* ■ r _ Ya Zo & ' 

. 2 2 eos a 

De esta ecuación se puede calcular a si se 
mide Zo, pues 0 se obtiene de la condición 
geométrica 

R 

Az = r (1 —- sen 0) ---r- (1 — sen 0) 

eos O 

De la misma ecuación se tiene también > 

20 A 

Zo =-—eos o 

Ya# 

donde se observa que z 0 os inversamente 
proporcional al radio del tubo. 

Aproximadamente, el menisco adquiere 
la forma de una semiesfera para un tubo 
capilar de radio pequeño; entonces 0 = 0 
y, de la ecuación anterior, resulta 


2 a 



que es la expresión buscada. 
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Para agua- vidrio, a - 

l g/cm 3 y R - 0-05 


0.077 g/cm; y 2 = 
era, resulta z 0 = 


— J.1UU. 

Cuando el líquido no moja la pared del 
tubo (el mercurio) se produce entonces 
una depresión, pues queda el menisco 
(convexo) debajo del nivel de la superfi¬ 
cie del líquido y su concavidad es ahora 
hacia abajo. En esa situación el ángulo 6 
es mayor que it/2 y- los resultados ante¬ 
riores pueden ser igualmente aplicados. 

Cuando se introducen en él agua dos 


placas paralelas separadas se demuestra 
que la separación a (enera) se puede ob- 

0.15 

tener con suficiente exactitud: z<¡ - - > 


t 0.05 

para aire y alcohol, Zo = ■ 


Problema 2.13. Determinar la altura h a 
la que asciende un líquido por encima 
de la cresta de un vertedor de pared del¬ 
gada,, por efecto de la tensión superficial 
(Fig. 2.29 y Ref. 9). 



Figura 2.29. Corrección capilar en una pared 
vertical. 


Solución. AI introducir una placa plana 
vertical dentro de un líquido de peso es¬ 
pecífico y, la superficie libre ádoptá una 
forma cilindrica cóncava hacia arriba, en 
la proximidad de la placa. De acuerdo 
con la Ec. (2.31) para r 2 = °° y de la ley 
de Pascal, la presión en un punto del li¬ 
quido cerca de la placa, sobre la horizon- 
tal que coincide con el nivel original del 
líquido, vale 


YZ = _ 


o bien, 


Por otra parte, si r t d<f> = ds - dz/sen </>, 
de aquí resulta dz/r x = sen <f> d<j> y se 
puede escribir y zdz — <* sen <6 d<t>, cuya in¬ 
tegración conduce a yz*/2 = - o eos ó + C. 
Siendo <t> = 0 para z = 0, la constante de 
integración vale C = o y, asimismo para 
Z = h, 4> - 90° — <i>o, se obtiene 

J^1 = 0[1 —cos(90 o ~-<¿ 0 )) = 

2 . , , : 

= a (1 — sen <p 0 ) : 

De este modo la altura h sobre la cresta 
del vertedor-(Fig. 2.29b) que alcanza la 
superficie libre del líquido por efecto de 
la tensión superficial, antes de producir¬ 
se el vertido, resulta de considerar que 
¿ = o en la ecuación anterior, a saber: 



Para los medios agua-aire, «=0.077 g/cm; 
Y=1 g/cm 8 , h vale 

■1h = ^ 2 X y —- = 0.392 cm 


PROBLEMAS 


1. Determinar: 

a) la altura h que se alcanzará en :el. baró¬ 
metro de la Fig. 2.6 (al utilizar agua en 
lugar de mercurio) si se encuentra a una 
presión atmosférica de 736 mm de Hg y 
a la temperatura de 4°C. ■ 
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b) la altura barométrica, si la temperatura 
del agua se eleva a 20' 1 C y 80°C. 

Las magnitudes del peso especifico y la pre¬ 
sión absoluta de vaporización del agua para 
las diferentes temperaturas son: 

4’C 20“G 80°C 


Y, en kg/m 8 '1000 998.2 971.8 

pabs, en kg/m 2 63 236 4830 



2. La presión dentro de un conducto se mide 
con un manómetro de mercurio abierto en 
forma de U, como se muestra en la figura. 
Calcular la variación A h (en mm) que se 
presenta en el manómetro si éste se mueve 
hacia abajo la distancia a (en mm). 



Problema 2 


3. Un recipiente abierto en ambos lados se en¬ 
cuentra en equilibrio estático sobre un ém¬ 
bolo inmóvil; el recipiente tiene un peso de 
16 kg y se compone de dos partes cilindricas 
con diámetros D = 0.50 m y d ■ ■ 0.30 m. De¬ 
terminar el volumen mínimo de agua que 
debe verterse sobre la parte superior del 
recipiente para que éste flote, sobre el ém¬ 
bolo. La fricción entre ambos es despre¬ 
ciable. 



4. Determinar el trabajo VP efectuado para 
mover un émbolo, de superficie a, sobre una 
distancia l de un tubo que une dos recipien¬ 
tes de superficies A 1 y A¿, llenos de un 
líquido de peso específico y hasta el mismo 
nivel antes de mover el émbolo. Es despre¬ 
ciable la fricción entre las paredes del ém¬ 
bolo y del tubo. * 



Problema 4 


5. La compuerta plana que se muestra en la figu¬ 
ra tiene las dimensiones L=25m; S = 10m 
y eleva el nivel aguas arriba hasta H- 2.3 m. 
Determinar: 

a) la resultante T de las fuerzas de tensión 
y del cable que mantienen la compuerta en 

la posición indicada; u- , - i 

b) el momento máximo de flexión M so- 

r bre la compuerta; :«¡ - 
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c) la fuerza de reacción R A sobre el apoyo 
inferior. 



Problema 5 


6. La compuerta rectangular giratoria de di¬ 
mensiones L = 2 jn y B = 3 m, obtura la 
salida de agua del recipiente cuyo nivel es 
íf = 4m. 


a) Determinar a qué distancia x desde el 
borde inferior de la compuerta debe lo¬ 
calizarse su eje de giro, para que al abrir¬ 
se tenga que vencerse únicamente el 

momento por la fuerza de fricción en 

el perno o. , 

b) Calcular el momento Aí r debido a la fuer¬ 
za de fricción si el diámetro del perno es 
d = 150 mm y el coeficiente de fricción 
es f = 0.2. 



Problema 6 


7. La compuerta de la figura tiene por di¬ 
mensiones 9.3 x 31 m y se encuentra articu¬ 
lada en el punto O, además de estar apo¬ 
yada en A. Se piensa estructurar -como 
se muestra en la figura— formando table¬ 


ros de ancho a = 1.8 m, apoyados sobre las 
viguetas B. Determinar: 

a) el empuje total P del agua sobre toda la 
compuerta: 

b) la magnitud de la reacción R 2 en el pun¬ 
to d; 

C ) el momento flexionante sobre las vigue¬ 
tas B. 



Problema 7 


8. La compuerta rectangular —de la figura- 
tiene las dimensiones .::h = 1.8m; b =:2.4m: 
c = 0.4 m; pesa 2 ton. Se desliza sobre un 
plano de inclinación 9 = 70° y sirve para 
obturar el conducto de una presa. Conside¬ 
rando que el coeficiente de fricción es 035, 
determinar la: magnitud de la tensión T ne¬ 
cesaria para mover la compuerta cuando el 
nivel del agua alcanza la elevación de 62 m. 
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9. La compuerta rectangular —mostrada en la 
figura— tiene las dimensiones íí = 4m y 
B = 6m (ancho) y sirve para contener el 
agua en un recipiente. Determinar la mag¬ 
nitud P del empuje total debido al agua; la 
profundidad x a que deben colocarse las 
viguetas para que soporten el empuje de 
manera que se distribuya con la misma in¬ 
tensidad ; por último, el momento flexionan¬ 
te M de cada vigueta suponiendo que se 
encuentran sólo apoyadas en sus extremos. 



Problema 9 


10. Una válvula de mariposa, de diámetro 
D= 1 m, obtura un tubo con un ángulo 0=45° 
respecto de la horizontal, para cerrar el 
.paso del agua del recipiente A al B. Calcu¬ 
lar el momento necesario para abrir la vál- 
oi vula (en el sentido contrario al de las 
manecillas del reloj), considerando que el 
.coeficiente de fricción es 02 en el pivote. 
I de diámetro d — 0.15 m al centro de la 
válvula. El cálculo será para cada una de | 
las dos condiciones siguientes: 

i*- a) el tubo debajo de la válvula está lleno 
: r... de aire a la presión atmosférica; 
ío'rb) el mismo tubo está Heno de agua con 
las alturas H 1 ~ I2m y H 2 = 2m. 






7 / 

I 


i 

0 T 


J 

• h 2 

j 



Problema 10 


11. Un ducto rectangular dé dimensiones H xC 
se proyecta construir en una presa para ali- 


TabJero Núm. 1 





Problema 11 
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mentar una turbina. Para posibles repara¬ 
ciones del propio ducto o de la turbina es 
necesario obturar el ducto con una serie 
de viguetas especiales de medidas h x B ~ 
= 12 x 3.4 m, cada una de ellas provistas 
de 2 pares de rodillos en sus extremos. 

a) Determinar las fuerzas de empuje hidros- 
tático del agua, P 1 y P-¡, sobre la primera 
y séptima vigueta, así como el momento 
flexionante en las mismas. 
bJ Determinar las distancias Ah 1 y t\h-¡ entre 
el centro de presiones y el centro de gra¬ 
vedad para la primera y séptima viguetas. 


12. Calcular la magnitud y posición del empuje 
hidrostático sobre la compuerta circular 
mostrada en la figura. 



Problema 12 


13. La compuerta que controla las descargas 
sobre un cimacio tiene una altura H = 6 m 
y ancho B = 30 m. En la parte superior tiene 
una compuerta giratoria superior que puede 
incrementar el nivel del agua en AH = 1.5 m. 
Determinar: 

a) los empujes hidrostáticos horizontales P t 

y P 2 sobre la compuerta plana cuando se 
baje la compuerta giratoria y cuando ésta 
se levante; . 

b) la distancia x entre los dos sistemas de 
rodillos, de tal manera que sea igual 
la fuerza sobre ellos cuando se baje la 
compuerta giratoria, siendo la distancia 
a = 0.2 m; 


c) la fuerza T necesaria para levantar la 
compuerta cuando el nivel sea H + AH. 
El peso total de la compuerta es 150 ton; 
el diámetro, D = 0.6 m, de los rodillos, 
d = 0.3 m; el coeficiente de fricción interna 
de los rodillos f = 0.01, el diámetro de los 
pernos d = 0Jm; b = 0.1m y el ángulo 

a = 120». 

T 

* 


f 

t 



Problema 13 


14. Una compuerta debe girar automáticamente 
para dar paso al agua cuando su nivel es 
El eje de giro es O y el diámetro 
del rodillo d = 0.4 m, con un coeficiente de 
. fricción f - 0.2. El ancho de la compuerta 
es B => 8 m y su ángulo de inclinación a=60°. 
Determinar: 

a) la distancia x a la cual debe estar situa¬ 
do el eje de giro de la compuerta, si 
aguas abajo existe un nivel H<¡ = 3 m; 

b) la fuerza P transmitida a los soportes 
en el momento del volteo. 
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Problema 14 


15. La compuerta articulada (ver la figura) tie¬ 
ne las dimensiones L xB =3 x 4 m y so¬ 
porta los tirantes de agua H 1 *=5m; H<¡=2m. 
Determinar: 

, a) la reacción R¿ que se produce sobre el 
apoyo A; 

, b) la magnitud de la tensión T necesaria 
para mover la compuerta, considerando 
despreciable la fricción en la articulación. 



Problema 15 


16. La compuerta mostrada tiene por dimensio¬ 
nes B x B => 1 x lm, se articula en A y 
está conectada a un brazo rígido que sopor¬ 
ta un peso Gala distancia r - 1.4 m. ; 


a) Calcular la magnitud del peso G nece¬ 
sario para mantener cerrada la compuer¬ 
ta,, siendo H = 2m y h = 03m. ’ 

b) Determinar ia magnitud de la fiierza R 
que se produce en la articulación A. 


■ A -i - 

’ T H 


Problema 16 


17. La tapa A está sujeta a presión contra 
un tubo cilindrico horizontal de diámetro 
D = 1.20 m, con la ayuda de un gato B co¬ 
locado en su centro. El tubo está lleno de 
agua hasta la mitad. Determinar: 

a) La fuerza P de presión que debe ejer¬ 
cer el gato para detener la tapa; 

b) la posición x del gato para la cual dicha 
fuerza sería mínima y calcular también 

f, la magnitud P x de dicha fuerza; 
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19. La compuerta de sector (mostrada) tiene un 
radio R = 45 m, soporta un tirante de agua 
H = 3 m y gira alrededor del punto O. Su 
peso es W= 1 ton/m localizado a la distancia 
c = 0.6 m; además, a = 4 m y b = 03 m. 
Calcular la fuerza T de reacción sobre el 
punto A en la compuerta por metro de lon- 


c) la presión de vacío P v en el recipiente, 


Problema 17 


necesaria para sostener la tapa si se de¬ 
seara eliminar el gato. 


18. En ocasiones se utilizan compuertas, como 
las mostradas en las figuras, para mante¬ 
ner un nivel constante de la superficie del 

agua. Para calcular .'sil equilibrio, aquí se 
desprecia la influencia de la caída de pre¬ 
sión en la proximidad del canto superior 
de lá compuerta, así como la fricción origi¬ 
nada en su movimiento. Determinar las 
condiciones de equilibrio en el instante en 
que se inicia el movimiento. 


Problema 19 


20. a) Determinar las componentes horizontal 
y vertical del empuje debido a la presión 
hidrostática que actúa sobre la compuer¬ 
ta radial de la figura, así como el valor 


Problema 18 
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de la resultante y su inclinación respec¬ 
to de la horizontal. 

b) Determinar la fuerza F necesaria para 
abrir la compuerta, despreciando su peso. 
El radio de la compuerta es R = 2 m y su 
ancho b = 3 m. 



Problema 20 


21. Una compuerta radial cierra la apertura la¬ 
teral A del recipiente; consta de dos partes 
que tienen un radio R 1 = i?¡¡ » 1 m y un an¬ 
cho b = 1 m. Determinar: 


f 




; A .* 


£§ 


'R»~ — — 


Problema 21 


4 a) la fuerza total P de la presión del agua 
Jeb . sobre la compuerta y el momento Ai de 
3 so; ., esta fuerza con respecto al'eje de la com- 
Jlgri; puerta, el cual se encuentra localizado a 
¡pí' t. la profundidad H = 2.5 m desde la super- 
jei'f;- ficie libre; 

jghnFj el radio para que el momento respecto 
82 L. al centro de la compuerta fuese cero 
“ (manteniendo - 1 m). 


22. La compuerta horizontal mostrada en la fi¬ 
gura tiene las dimensiones D = 0.8 m y an¬ 
cho B=3m. 

a) Calcular el empuje total P sobre la super¬ 
ficie de la compuerta expuesta a la pre¬ 
sión hidrostática, así como el momento 
respecto al centro de la misma, para 
H = 1 m. 

b) Calcular las mismas magnitudes si la 
compuerta gira un ángulo de 180°. 



Problema 22 ’ 


23. La compuerta cilindrica mostrada tiene un 
diámetro D = 1.2 m, una longitud L = 16 m, 
pesa 40 ton y . desliza sobre un plano incli¬ 
nado a 70°. Calcular el empuje total P so¬ 
bre la compuerta y el ángulo de inclinación 
del mismo respecto de la horizontal, así 
como la magnitud de la tensión T necesaria 
para izar la compuerta cuando el nivel aguas 
. abajo adquiere las elevaciones Ay. B. 


T 



Problema 23 


24. Determinar la fuerza F que presiona a una 
esfera de acero (y - 8 ton/m*) cuyo radio 
es R = 100 mm y que obtura a una tubería de 
succión a través de un orificio cuyo diáme¬ 
tro d = 125 mm. El 'émbolo tiene un diá- 
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metro D = 350 mm y la fuerza con que em¬ 
puja es P = 400 kg. El asiento de la esfera 
está colocado abajo del eje del cilindro a la 
distancia h, = 0.5 m y, por arriba de ^ su¬ 
perficie libre del depósito, a la distancia 
\ = 65 m; la tubería de succión está Uena 

de agua. 



25. Una compuerta radial de radio R — 5 ■ ni y 
longitud L = 4.5 m soporta un; tirante de 
agua H = 3.5 m. Para permitir el paso 
dd agua la compuerta se Avante por medio 
de una cadena girando alrededor de un 
cojinete horizontal de diámetro d =150 mm. 
El peso de la compuerta es<?-3 ton y s 
centro de gravedad está colocado a «n ia 
d¡0 r = o.7S R. Cuando la compuerta está 
cerrada, el eje de giro y el borde superior 



del sector se encuentran en el mismo jilano 
horizontal colocado a la distancia h lm 
sobre la superficie libre del agua. Determi¬ 
nar: 

a) la fuerza P que actúa sobre los cojinetes 
del eje de rotación cuando está cerrada 
la compuerta y el ángulo de inclinación 
respecto de la horizontal. 

b) la fuerza N con que presiona la com¬ 
puerta sobre el fondo; 

c) la fuerza T necesaria en la cadena para 
levantar la compuerta (el coeficiente de 
fricción en el eje es 0.3). 

26. Determinar el ancho de la base S f el ® Ur ° 
de contención del problema 22, el cual se 
construirá de concreto de peso específico 
v = 2.4 ton/m 3 , de manera que se satisfagan 
las siguientes condiciones: a) la resultante 
de los empujes hidrostáticos y del peso ?» 
pió debe caer dentro de la base B, b) dicha 
resultante, descompuesta en una fuerza nor¬ 
mal N y una tangencial T, debe producir 
esfuerzos de compresión obtenidos de la 
fórmula de la escuadría: 


N 

*>— + ; 
N 


Ne 

B 2 /6 

Ne 

B 2 !¿ 


ambos positivos e inferiores a 20 kg/cm?¡| 
(esto es, no debe haber tensiones). En estas * 
ecuaciones e es la excentricidad de la ñor-; 
mal N, o sea la distancia entre el centro: 
de gravedad G de la base y el punto de apli- i 
cación de N; c) No debe haber deslizarmen-| 
to para lo cual T<v-N, donde a coeficiente| 
de fricción de valor 0.75. ' 

27. En la compuerta radial del problema 2¿| 
calcular la magnitud de las fuerzas que d . 
ben soportar los brazos de apoyo superior ^J 
inferior (Fig. 2.17a), de modo q^soporten| 
la misma carga (existen 4 brazos, dos ej 
cada extremo de la compuerta). Calcula^ 
también la inclinación necesaria en el brazo 

inferior para dichas condiciones, si la del suj 
perior es 0 = 45°. 



Problema 28 


29. Determinar el empuje hidrostático, por me¬ 
tro de ancho, sobre la superficie parabólica 
í t, del muro mostrado en la figura cuya ecua- 
I Sciónes z = 4x 2 . 


bajo de la cortina se construyó una panta¬ 
lla impermeable. Calcular el momento de 
volteo de la cortina respecto del punto O, 
considerando las subpresiones sobre la base 
de la cortina, de acuerdo con los valores 
que se indican en la figura. Hacer los 
cálculos por metro de longitud de cor¬ 
tina. 


9mFgp~ p i- 

i t / 


—*1 b b - 


Problema 29 


?0. Una cortina de concreto tiene las siguientes 
dimensiones: )7j=12 m; H 0 ~3 m; ¡z=l m; 
Ib- m 2 m; el tirante, aguas abajo, H s => 
3ói:= 3 m. Considerando que el terreno es per- 
«¡tneable, para prevenir la infiltración por de¬ 




~TTmTrnp u 

__ * ¡Pantalla y(H t + H t ) 

r(H l + H 0 ) 

Problema 30 
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31. Determinar la resultante de los empujes ver¬ 
ticales sobre la esfera mostrada en la figura 
para los datos : d - 0.6 m; R = 0.5 m; h - 
= 4 m. 



Problema 31 


32. Las descargas de agua desde un estuario 
están controladas por una compuerta cu-cu- 
lar de 0.90 m de diámetro, articulada en su 
tope superior. Cuando la compuerta está 
cerrada tiene usa inclinación de 80“ respecto 
de la horizontal. El peso de la compuerta 



Problema 32 
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Densidad relativa = 0.85 

Problema 34 


35. El peso específico de un iceberg es de 915 se utiliza para soportar flotadores en el 

kg/m 8 y el del agua del océano es de agua y realizar estudios de comentes; tie- 

1028 kg/m 8 ; si de la superficie libre del océa- ne sección cuadrada 75 cm de lado y 1.50 m 

no emerge un volumen del iceberg de 30000 de longitud. ¿Cuántos kilogramos de plomo 

m 8 , ¿cuál es su volumen total? (peso específico 11200 kg/m 8 ) deben unir . 

, se a uno de los extremos de la pieza para 

que flote verticalmente con 30 cní fuera 
']*" del agua?. ~ ’ v 


38. ¿Cuántos m 8 de concreto (y = 2.4 ton/m 8 ) 
deben cargarse sobre un bloque de madera 
(y = 0.6 ton/m 8 ) de 10 x 1 x 1.5 m para que 
se hunda en el agua? 


39. Determinar la posición del centro de grave¬ 
dad que debe tener un cajón cilindrico cu¬ 
yas dimensiones se muestran en la figura 
% _ (peso 24 ton) y que requiere para su es- 

37. Una pieza de madera (y •* 0.651 ton/m 8 ) tabilidad una altura metacéntrica h = 1.5 m. 


36. Determinar la profundidad c a que se su¬ 
merge el cajón rectangular sólido de la figu¬ 
ra, cuya superficie horizontal es de 4 x 6 m, 
su altura a = 3 m y su peso W = 45 ton. 



Problema 36 

















Problema 39 


por debajo de la superficie superior. ¿Es 
objeto estable? 


40. En el agua, tal como aparece en la figura, 
está situada una pieza de madera que pesa 
500 kg y tiene el centro de gravedad 0-5 u m 


Problema 40 


de flotación indicadas, 


Calcular la altura metacéntrica del cuerpo 
mostrado en la figura para las condiciones 
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42. Un pontón se va a construir con tambores 
de gasolina de 0.5 m de diámetro en los 
ejes verticales. Los tambores tienen sus ejes 
distantes 1.8 m a lo largo de cada borde del 
puente y se sumergen 0.75 m cuando el 


puente está cargado. ¿Qué distancia s se 
requiere para una altura metacéntrica de 
0.9 m, cuando GG t = 1.2 m? G representa 
el centro de gravedad del cuerpo y G 1 su 
centro de carena. 


Problema 42 


43. Un lanchón tiene forma de un paralelepípedo 
rectangular de 92 X 24.5 x 2.45 m; pesa 500 
ton cargado y tiene su centro de gravedad 
a 3 m del fondo. Hallar la altura meta- 


céntrica para la rotación alrededor del eje 
x, así como determinar si es estable. Cuan¬ 
do el lanchón gire 5° alrededor de este eje, 
¿cuál será el par de equilibrio? 


-~-"i 2.45 m 


Problema 43 


44. Un barco pesa 4000 ton y en agua salada 
| (y = 1025 kg/m 3 ) tiene un calado de 6.60 m. 
| Al descargar 200 ton la profundidad de in¬ 


mersión disminuye a 6.30 m. ¿Cuál será el 
calado d del barco en agua dulce? 
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49. Dos recipientes unidos,por el cable, según 
; muestra la- figura, se mueve uno hacia arri¬ 
ba y el otro hacia abajo. El que sube con¬ 
tiene 81 de agua con un tirante de 20 cm; 
el que baja contiene 13 l de agua con un 
tirante de 30 cm. 

¿Qué presión actúa en el fondo de los reci¬ 
pientes, si se desprecia el peso de los mis¬ 
mos y el del cable? 



50. El tubo de mercurio en U de la figura, gira 
alrededor de un eje vertical que pasa por 
O; a) calcular la velocidad angular cuando 
la diferencia de niveles entre los tubos es 
0.20 m; b) ¿Cuál es la altura original de 
la columna de mercurio? 


^' 
¡ 


i 


? 1 


0.20ra : -I 


--- 

-i— 






.. . 1 



- ' ■■ I i 

f--0.40 m--- 

' • 0.20 ra 


Problema 50 


51. Un tanque cilindrico tiene 1.83 m de altura, 




Problema 51 































84 


hidrostática 


0.91 m de diámetro y un tirante de agua de 

1.4 m. 

a) Si gira con una velocidad angular cons¬ 

tante de 20 rad/seg alrededor de su eje, 
calcular la superficie del fondo que se 
descubrirá. . 

b) ¿Qué velocidad angular se necesitaría 
para que no derrame agua? 

c) ¿Cuál es la presión en el fondo del tan¬ 
que, en C y B, si gira con to = 6 rad/seg? 


52. Un recipiente cilindrico cerrado de radio R 
lleno de líquido, de peso especifico y» si ra 
alrededor de su eje (horizontal) con velo¬ 
cidad angular to constante. Determinar las 
superficies de presión constante y dibujar 
el diagrama de presiones para la sección 
vertical del cilindro. 


53. El mismo cilindro del problema 52 se en¬ 
cuentra con su eje vertical y tiene una al¬ 
tura h. Se halla lleno de líquido hasta la 
altura 3/4 h. ¿Con qué velocidad angular a> 
debe girar alrededor del eje vertical,. de 
modo que el punto más bajo de la superficie 
libre del agua quede a la altura h¡ 4? De¬ 
terminar la distribución de presiones en las 
paredes, a partir de p a , en la superficie libre. 


54. Un recipiente cónico con eje vertical y vér¬ 
tice hacia abajo, radio de la base a y altu¬ 
ra h, se encuentra lleno de agua. Al girar 
alrededor del eje del cono con una velo¬ 
cidad angular ca, ¿qué volumen del liquido 
se tira si la superficie libre tiene como lí¬ 
mite los puntos A y B y para que esto 
suceda cuanto debe valer cu? 



Problema 54 


55. Un recipiente que tiene la forma de un pa¬ 
raboloide de revolución está lleno de agua. 
¿Con qué velocidad anguiar to debe girar al¬ 
rededor de su eje, de modo que se tire la 
mitad de su contenido? 


to I 

■ 

¡“O—1 




Problema 55 


56. ¿Con qué velocidad angular máxima to pue¬ 
de girar un recipiente semicónico de altura 
2a (lleno hasta la mitad de líquido) sin que 
se derrame? 



Problema 56 


>7. Un recipiente cilindrico cerrado tiene un 
tubo piezométrico conectado, está lleno de 
un líquido de peso específico y y además 


Í J.l 

”í r~j 


Problema 57 
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alcanza el nivel h en el tubo piezométrico. 
Si el recipiente gira alrededor del eje ver¬ 
tical, determinar la velocidad angular to 
para la cual se presenta cavitación en el 
cilindro, o sea cuando la presión p - p„(p„ 
presión de vaporización del líquido). 


58. ¿Cuál es la presión en el interior de una 
gota de agua de 0.05 mm de diámetro a 20°C, 
si en su interior existe la presión atmosféri¬ 
ca estándar de 1.033 kg/cm 3 ? 


59. Qué diámetro de tubo de vidrio se necesita 
para que el nivel del agua en su interior no 
se vea afectado por la acción de capilari- 
dad, en un valor superior a 0.5 mm. 


60. Una burbuja de aire asciende verticalmen¬ 
te en el agua. A una profundidad de 122 m 
su diámetro es de 5.1 mm. ¿Cuál es el diá¬ 
metro que tendrá cuando alcance la super¬ 
ficie del agua, sobre la cual ejerce la pre¬ 
sión atmosférica estándar? 
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CINEMATICA DE LOS LIQUIDOS 


3.1 Introducción 

Antes de presentar los métodos de análisis en la dinámica de líquidos, 
para su comprensión es necesario estudiar algunos conceptos y ecuacio¬ 
nes importantes en la cinemática de los mismos. 

La cinemática de los líquidos t rata del movimiento de. sus partículas, 
sin considerar la masa ni las fuerzas que actúan, en base al conocimiento 
de las magnitudes cinemáticas: velocidad, aceleración y rotación.., 

3.2 Los campos de un flujo 

Un campo de flujo es cualquier región en el espacio donde hay un flui¬ 
do en movimiento, a condición de que la región o subregión del flujo 
quede ocupada por el fluido. 

En cada punto del campo de flujo es posible determinar o especificar 
una serie de magnitudes físicas, ya sean escalares, vectoriales o tensoria- 
les, que forman a su vez campos independientes o dependientes dentro 
del flujo. 

Un campo escalar se define exclusivamente por la magnitud que ad¬ 
quiere la cantidad física a la cual corresponde; ejemplos; presión, densi¬ 
dad y temperatura. 

En un campo vectorial, además de la magnitud, se necesita definir una 
dirección y un sentido para la cantidad física a la que corresponde; esto 
es, tres valores escalares. La velocidad, la aceleración y la rotación son 
ejemplos de campos vectoriales. Finalmente, para definir un campo tenso- 
rial se requieren nueve o más componentes escalares; ejemplos; esfuerzo, 
deformación unitaria, y momento de inercia. 

Las magnitudes físicas de los campos escalares y vectoriales de un cam¬ 
po de flujo son —en general— funciones de punto y del tiempo, ya que 
su magnitud puede variar no sólo de un punto a otro sino también (en 
un punto fijo) de un instante a otro. 
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3.3 Los campos vectoriales de velocidad, 
aceleración y rotacional 

3.3.1 El campo de velocidades 

El análisis del movimiento de una par¬ 
tícula deí fluido que recorre una curva 
se puede hacer de dos maneras distintas 
(Ref. 10): 

a) por el conocimiento del vector de po¬ 
sición r, de la partícula, como una fun¬ 
ción vectorial del tiempo t (Fig. 3.1). 

r= r(f) = xi + yj + zk 

donde i, j, k representan los vectores uni¬ 
tarios según tres ejes de coordenadas or¬ 
togonales cualesquiera y (x, y, z) las pro¬ 
yecciones de r según dichos ejes. Estas 
proyecciones son cantidades escalares y 
funciones del tiempo: 

x-x(t); y = y (t); z = z(t). 

b) Por el conocimiento de la curva que 
recorre la partícula y la función camino 
recorrido-tiempo. En este caso la posición 
de la partícula se determina por la longi¬ 
tud del camino recorrido, siguiendo la 
curva (a partir de un punto origen A), 



* 

Figura 3.1. Representación del movimiento de 
una partícula según la curva r = r(í). 


como una función escalar del tiempo (Fig. 
3.2); esto es: 

s = s(í) 

El vector velocidad de una partícula 
fluida se define como la rapidez temporal 
del cambio en su posición. Si la partícu¬ 
la P 0 de la Fig. 3.3 se desplaza siguiendo la 
trayectoria C, descrita en cada instante 
por el vector de posición de la partícula 
r = xi -{- y j + zk, la velocidad queda de¬ 
finida por la expresión: 



donde dr representa el vector diferencial 
de arco, sobre la curva C, que recorre la 
partícula en el tiempo dt. 

La velocidad es, entonces, un campo vec¬ 
torial dentro de un flujo y, al desplazarse 
la partícula según la curva C, es un vector 
tangente en cada punto a la misma que, 
en general, depende de la posición de la 
partícula y del tiempo: 

v “ v(r, f) 


Í>0 



1<0 


Figura 3.2. Representación del movimiento de 
una partícula según la curva s = s (í). 
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Figura 3.3. Posición y velocidad de una partícula 
referidas a un sistema cartesiano de coordenadas 
rectangulares. 

La velocidad, en términos de sus com¬ 
ponentes según los tres ejes coordenados 
elegidos, se puede escribir: 

V = i + V v j + Vz k 

Entonces, dichas componentes son funcio¬ 
nes de la posición de la partícula y del 
tiempo, a saber: 


v» = v»(x,y,z, t) = —— (3.1a) 
dt 


v v = v„ {x,y,z, t) = ~-j— (3.1b) 


i = v* (x, y, Zi t) - -jp (3.1c) 

Puesto que la magnitud del vector dr es 


dr — 


dt — ds. 


'¡donde ds es el elemento diferencial de 
arco sobre la trayectoria, resulta, que la 
¡magnitud de la velocidad es 




Si s representa un vector unitario, tan¬ 
gente en cada punto a la trayectoria de la 
partícula y, además es función de s, la ve¬ 
locidad también se puede expresar así: 


-vs =T s, T (3.2) 

donde ds se conoce como vector diferen¬ 
cial de arco y vale ds = ds s, 

3.3.2 El campo de aceleraciones 

El campo vectorial de aceleraciones es 
derivado del de velocidades pues el vec¬ 
tor aceleración de una partícula en un 
punto se define como la variación tempo¬ 
ral de la velocidad en ese punto; esto es: 


La aceleración no tiene una orientación 
coincidente con la trayectoria de la par¬ 
tícula, como resulta con la velocidad; de 
acuerdo con la definición de derivada to¬ 
tal y en base a las ecuaciones (3.1), sus 
componentes, según los tres ejes de coor¬ 
denadas cartesianas, son: 


dv w ( Zv„ 

°~~dT~ l 


(-S0 

dv v / 
~dF = V v ‘ 


3 Ví 3 Vi 3Vi \ 

— + v„-~—+ v*—— I 
dx dy dz / 


r) + 

(3.3a) 


dv v dv„ dv, 

r +v '^ 


2ü) + 

dZ ) 
(3.3b) 
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dv z ( 3v, 3*.. 20l\ + 

dt \ 3 * vy ° z; 

^ 3v* ^ (3.3c) 


las cuales son función de punto y tiempo. 
La aceleración de las partículas del fluido 
se puede considerar como la superposi¬ 
ción de dos efectos: 

1 En el instante t se supone que el cam¬ 
po es independiente del tiempo; en estas 
circunstancias la partícula cambiara de 

posición en ese campo y su velocidad su¬ 
frirá variaciones en los diferentes p 
del mismo. Esta aceleración, debida a 
cambio de posición, se llama convectiva 
y está dada por las expresiones conteni¬ 
das en los primeros paréntesis de las ecua¬ 
ciones (3.3a), (3.3b) y (3.3c). 

2. El término de los segundos parénte¬ 
sis no proviene del cambio de posición de 
la partícula, sino de la variación de la ve¬ 
locidad en la posición ocupada por la par¬ 
tícula al transcurrir el tiempo. Se llama 
aceleración local. 


Es interesante conocer también la mag¬ 
nitud de las componentes de la acelera¬ 
ción en cualquier punto de una trayecto¬ 
ria. La distancia s, medida desde un origen 
arbitrario, siguiendo la trayectoria, corres¬ 
ponde a una coordenada curvilínea lo¬ 
cal, a lo largo de la cual se pueden de¬ 
terminar las propiedades del flujo. E 
cada punto de la trayectoria hay una 
dirección n, normal a la tangente local, 
que define la dirección de una coordena¬ 
da independiente llamada coordenada nor¬ 
mal principal. Ésta es colineal con el radio 
instantáneo de curvatura local de la tra¬ 
yectoria, cuya dirección positiva es del 
centro de curvatura hacia el punto en con 
sideración. Una tercera dirección de otra 
coordenada se defíne como la dirección 
binormal local (o conormaV)b, que es 
normal, tanto a s como a n. En relación 
al sistema cartesiano, estas tres coorde 
nadas también se pueden representar por 
el sistema de vectores unitarios ortogo¬ 
nales S, n, b; el primero tangencial a la 

curva en cada punto; el segundo en la di 




- Trayectoria 


b i 



Centro instantáneo de curvatura 


Figura 3.4a. Correspondencia entre el sistema 
cartesiano de coordenadas y el sistema de vec¬ 
tores unitarios; distribución y gradiente de ve- 
coHrf» la normal principal* 


ir 
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rección de la normal principal local de la 
trayectoria; y, el tercero, según la binor¬ 
mal de la misma (Fig. 3.4a). 

De este modo, los vectores unitarios s, n 
y b definen un triedro regular en cada 
punto de la trayectoria; y cualquier vec¬ 
tor asociado a un punto de la curva puede 
referirse a este sistema local de coorde¬ 
nadas curvilíneas, escribiéndolo como una 
combinación lineal de los tres vectores 
unitarios. Los tres planos fundamentales 
(definidos por el triedro) se conocen 
como: plano osculador (aquel cuya nor¬ 
mal es b), plano normal (cuya normal es 
s) y plano rectificador (cuya normal es n). 
Los vectores s y n se encuentran en el 
plano osculador, el cual contiene también 
al radio de curvatura. Esto significa que el 
movimiento en el punto considerado está 
en dicho plano y, además^ el radio de cur¬ 
vatura en la dirección de b es infinito. 

La velocidad expresada en términos de s 
á través de la Ec. (3.2), es función de la 
distancia recorrida s y del tiempo t ; la ace¬ 
leración entonces es; 


(vs)=- 


, ds ds . 
■ S+( ds 'di 0 


Al pasar de un punto P a otro P' (Fig. 3.4b), 
el vector unitario s será s + As; conserva 
su magnitud, pero modifica su dirección. 
En el intervalo Ai la partícula habrá re¬ 
corrido la distancia As sobre la curva. La 
variación de s a lo largo de s es 

ds As 

•— = Iim — 
ds As-> 0 As 

de donde resulta que, en el límite, As (y 

Aft 

¿también —) queda dirigido según la nor- 
As 


áiS. p 


f / s + As'y /As 


Figura 3.4 b. Cambio en s al producirse 
el recorrido As. 

mal principal de la curva y hacia el in¬ 
terior de la misma. Por tanto, los vecto¬ 
res ds/ds y irás/ds tendrán idéntica 
dirección, pero sentido contrario al consi¬ 
derado positivo para n. Resulta entonces: 

n , %ds ds • •!> 


Por lo que respecta a —— (Fig. 3.4b) ?: con 

;■ •: dS 


|s| — 1, resulta también 


ÍÍLltaiM, ton 

ds As->0 As A s->0 


— lím - 
As-* 0 


2 |s¡ sen- 


Iím —- 
As-*0 As 


En el límite, sen (A0/2)/(A0/2) = 1; en¬ 


tonces : 


ds As->0 As ds 
Además, siendo ds = rdQ, donde r es el 
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radio de curvatura en el punto P, se tiene 
que 


La Ec. (3.4) se convierte entonces en 

dv v 2 ,, _ v 

a = a. + a„ = —-—s- n (¿.Da; 

dt r 

Esto muestra que el vector aceleración se 
encuentra en el plano osculador y sólo 
tiene componentes en las direcciones tan¬ 
gencial y normal. Por tanto, la compo¬ 
nente de la aceleración, en la dirección del 
tercer vector unitario b, vale cero. Esto 
implica que en la inmediata vecindad del 
punto P existe variación de la velocidad 
únicamente en las direcciones syn, más 
no a lo largo de b. Ello se debe a que n 
se ha escogido en la dirección de la nor¬ 
mal principal. 

La magnitud de la componente de la ace¬ 
leración tangencial es entonces 

dv dv ds dv 

a3=z ~dr = ~di~dr + ~dF~ 


dv dv 
~ds~ v + 1 ñ~ 


O bien, con 


d , v 2 . dv 

-(-) — v- 

ds 2 ds 


la componente tangencial resulta 

y la componente normal: 


(3.5b) 


a„ --n (3.5c) 

r 

El signo menos para la componente nor¬ 
mal en la Ec. (3.5c) significa que dicha 
componente tiene sentido contrario al con¬ 
siderado como positivo para n. El plan¬ 
teamiento de muchos problemas en la 
práctica se hace suponiendo el flujo como 
unidimensional, para el cual es muy con¬ 
veniente el empleo del sistema de coorde¬ 
nadas y de componentes de la aceleración 
aquí planteado (Reís. 10, 11 y 12). Final¬ 
mente, la componente en la dirección de la 
binormal es: 

a», = 0 (3.5d) 

Suele convenirse en expresar la ecuación 
vectorial (3.5a) en otra forma: sumando 
y restando el término 

di v 2 \ 3v 

"sítI “27 v dn ' 

en la componente a n (Ec. 3.5c), resulta: 

entonces, la forma vectorial de las ecua¬ 
ciones 3.5b, c y d también es 


a = grad 


donde 


(-rMv+-rJ i t 


-<( 4 )=-Í 7 ( 4 H 

—(—V 

dn \ 2 ) 
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no existe componente de este vector en la 
dirección b. 

3.3.3 El campo rotacional 

Además del campo de aceleraciones existe 
otro campo vectorial derivado del de velo¬ 
cidades : el rotacional que evalúa la rota¬ 
ción local de una partícula y se define ma¬ 
temáticamente por el determinante 


* J 

d d 

dx dy 

v„ v„ 


(3.7a) 


cuyo desarrollo es 


/ dv. 

_ 3±n i + i 

/ dv x 

dvz \ 

l Hy “ 

/ + ( 

l 3z 

‘ dx) 


/ dv„ 

\ 

V dx 

w) 


(3.7b) 


que también es función, tanto de punto 
como de tiempo y es una medida de la ro¬ 
tación o vorticidad de la partícula dentro 


del flujo; por esta razón se le conoce tam¬ 
bién como campo vorticoso. 

Resulta conveniente intentar una repre¬ 
sentación física del vector rot v, semejan¬ 
te a la presentada en la Ref. 13. Como en 
el caso del cuerpo rígido, el movimiento 
de la partícula puede producir rotación 
local en la misma, además del movimiento 
de traslación. La rotación pura se puede 
estudiar localmente —prescindiendo de la 
traslación— a través del movimiento de 
giro alrededor de un eje instantáneo que 
pasa por el centro de gravedad de la par¬ 
tícula y con base en el movimiento de dos 
líneas ortogonales en forma de cruz, defi¬ 
nidas por los puntos PQRS, que giran 
como un cuerpo rígido. El punto P 0 se lo¬ 
caliza mediante el vector de posición r 0 
referido a un sistema de coordenadas con 
cualquier orientación, pero cuyo origen, 
por comodidad, se encuentra en el eje ins¬ 
tantáneo de rotación. El punto P se halla 
en el extremo de uno de los brazos de la 
cruz y en la infinita vecindad de P 0 y se 
localiza mediante el vector de posición r, 
de tal manera que el vector que los une 
es (r — r 0 ) = dv. 

La velocidad v, tangencial a la trayec- 



y" 

W 


Figura 3.5. Rotación de una partícula. 
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toña circular que siguen los extremos de 
esas líneas ortogonales (y, por consiguien¬ 
te, en el punto P), corresponde a la de 
traslación propia de ese punto; y en gene¬ 
ral, es distinta de la que corresponde a P 0 - 
Al producirse la rotación el vector v se pue¬ 
de calcular en términos de la velocidad an¬ 
gular w = dO/dt (variación del ángulo de 
rotación 6 con el tiempo) y de un vector 
unitario w paralelo al eje instantáneo de 
rotación con el sentido indicado en la 
Fie. 3.5 (de acuerdo con la convención 
normal para la variación de 6), como el 
producto vectorial; a saber: 

v ; i. ;.v = <o w X dr = « X dr 

donde « = ww se conoce como vector tor¬ 
bellino .'!'■ •• 

Por tanto, resulta que 

■ i i. rot v = rot m X dr 

cuyo desarrollo conduce a 

rot v = rot i j k 

<Dj, <1>» <>>* 

dx dy dz 

= rot [(co v dz — <¿‘dy) i + (“» dx — <&.dz) j 
+ (w»dy — <o v dx ) k) 

De ahí que, de acuerdo con su definición 
rot v es igual al determinante: 


(o>„dz-® a dy) (a.dx—íoM) {.v>»dy—®ydx) \ 

Desarrollando el determinante en la mis¬ 
ma forma y, tomando en cuenta que «es 
independiente de dr, al desarrollar las de¬ 
rivadas parciales indicadas se obtiene que. 


rot v=(2®«i + 2®i/j + 2®*k) —2« 

Esto es, el vector rot v es paralelo a © y 
perpendicular en cada punto a v. Resulta 
conveniente insistir en que los campos de 
aceleración y rotación se derivan del cam¬ 
po de velocidad y, conocido éste, se pue¬ 
den determinar los otros dos. Además, es 
factible expresar al vector aceleración en 
función del vector rotacional. Con refe¬ 
rencia al sistema de coordenadas ortogo¬ 
nales s, n, b, el movimiento se produce 
sobre el plano que contiene a s y n; y la 
velocidad v. se distribuye a lo largo de n 
de acuerdo con un movimiento instantá¬ 
neo de rotación, según la ley: 

v = to r 

El vector rotacional se obtendría a partir 
del determinante 


rot v = i 


s n b 

_9_9_9__ 

0s dn 9 b 

®r o o 


(car) b 


donde = 0, puesto que no hay varia¬ 
ción de v a lo largo de b. Desarrollando 
la derivada y tomando en cuenta que 
co = v/r y dr/dn - 1, resulta 


rotv = 


Y & , 9w li. 

-(“■^- + r a5"r 

\ r dn J 


Esto significa que el vector rot v tiene 
una sola componente en la dirección de la 
binormal; además, el producto vectorial 
rotv x v es: 
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( v 9v_\ 

rt " x ’ = - v l7 t 'íj" 


Por tanto, la Ec. (3.6) también se escribe 
en la forma 


= ^("t) 


+ rotv x v + -—(3.8) 
ót 


La aceleración en un punto está formada 
por la componente grad (vV2) que corres¬ 
ponde al movimiento de traslación pura; 
la componente rot v x v que equivale al 
movimiento de rotación (llamada acelera¬ 
ción de Coriolis ); y la componente 9v/9¿ 
que corresponde a la aceleración local. 


Problema 3.1. El viento sopla horizon¬ 
talmente con velocidad uniforme v 0 y, de 
modo independiente del tiempo, contra 
una chimenea vertical de radio R. Supues¬ 
to el flujo irrotacional, la variación de la 
velocidad sobre el eje x, en la proximidad 
punto de estancamiento (Fig. 3.6), que¬ 
da determinada por la expresión: v* = v 0 

^1-) (Ec. 10.65a con y = 0). 


(Ref. 14). 

y 


Figura 3.6. Esquema aclaratorio del 
problema 3.1. 


s 

rot v x v = o 

v 


La velocidad v alrededor de la super¬ 
ficie del cilindro es v 0 = — 2 v 0 sen 0. 

a) Obtener la ecuación de la aceleración 
del aire, para puntos que quedan sobre el 
eje x = — 3R, x — —2R y x = — R. 

b) Si v 0 — 1.8 m/seg; R = 0.25 m, calcu¬ 
lar la aceleración para x — —2 R. 

c) Determinar las componentes tangen¬ 
cial y normal de la aceleración para 0 = Jt, 
0 — 3a/4 y 0 = Jt/2. 

Solución a) De acuerdo con,la Ec. (3.3a) 
la componente a„ de la aceleración (dado 
que la velocidad sólo depende de x, (no 
del tiempo ni de y) vale: ' 

dv a _ 9v* dx _ 9v* 
a * dt dx dt dx 



Para x = —3R: 


„ R *■ 

a ’~ 2v °\ 27 R? 

R 4 > 
” 243 R r y 

» : : 

2vl( 1 

j_ 

16 vo 

“ 2Vo V243R 

243 R / 

243 R 

Para x — — 2R: 



a 2vt( R ’ 

+ * 4 V 

”1 

1 

1 

a *~ 2 °\ 8 R 3 

32 R s ) 

16 R 


Para x = — R (punto de estancamiento): 


z ( R 2 R* \- 

a I = 2vo[—^- + - ¡ ^)-0 

Solución b) De acuerdo con los datos 
para x — —2 R, a* vale• * 
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3 1.8 2 _ _ 3 X 3.24 _ 
a ° = ~ 16 0.25 “ 16x0.25 ~ 

a* = — 2.43 m/seg 2 


Solución c) De acuerdo con la Ec. (3.5b) 
la aceleración tangencial es 




= 2 v 0 2 (2 sen 0 eos 0 ) 


y, puesto que ds - RdQ, 


a, = 4 -=-sen 8 cos 8 

XV 


En la misma forma, de la Ec. (3.5c), 

_4V_ n 2 0 

substituyendo los valores para v 0 y e, re¬ 
sulta que 

a — 4 ^ ^ sen 6 eos e = 51.84 sen 8 eos 8 
* , 0.25 

a, = 4 X l ' 82 -sen 2 9=51.84 sen 2 6 
^ 0.25 

Para 6 = a; sen 6 = 0 y eos 0 = — 1; 
a, — Oya» = 0 

Para 0 = —; sen 9 = 0.707 y eos 6 =-0.707 

4 

a,, = —51.84 X 0.707X 0.707=-25.92 m/seg 2 
a„ = 5i.84 ( 0.707) 2 = 25.92 m/seg 2 

Para 8 = jt/2, sen 8 = 1 y eos 8 = 0; 
a¡ = 0; a n = 51.84 m/seg 2 . 


Problema 3.2. A partir de la Ec. (3.7b) 
encontrar las componentes del vector ro¬ 
tacional para los flujos permanentes cuyos 
campos de velocidad son: 

a) v a -A(x + y); v„ = — A (x + y); 

b) v* = 2 Axz; v„ = A(c 2 + x z ~z í ); 


o 

II 

v* = 

: 0 


: 0 


/ 3v„ 


V 3, 

HT/ 


— (—A — A) = -2 A 
Solución b) (rotv)® = — ~~— 


= 2 Az 


i (rotv)„ =-^¿-= 2 Ax 

az 

(rot v)„ = = 2A x 

qX 

Solucione) (rot v) a = 0 

(rot v)„ = 0 

\ “ÓVa 

(rotv) , = -_ = 

= -(2 Ay+ 5) 

3.4 Clasificación de los flujos 

Existen diferentes criterios para clasifi¬ 
car un flujo. Éste puede ser permanente o 
no permanente; uniforme o no uniforme; 
tridimensional, bidimensional o unidi - 
mensional; laminar o turbulento; incom¬ 
presible o compresible ; rotacional o írro- 
tacional ; etcétera. Aunque no los únicos, 
sí son los flujos más importantes que cla¬ 
sifica la ingeniería. 
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En general, las propiedades de un fluido 
y las características mecánicas del mismo 
serán diferentes de un punto a otro den¬ 
tro de su campo; además, si las caracte¬ 
rísticas en un punto determinado varían 
de un instante a otro, el flujo es no per¬ 
manente. Por el contrario, será un flujo 
permanente si las características en un 
punto permanecen constantes para cual¬ 
quier instante; o bien, si las variaciones 
en ellas son muy pequeñas con respecto 
/ a sus valores medios y éstos no varían 
?: con el tiempo. '' «, 

Un flujo dado puede ser permanente 
i o no, de acuerdo con el observador. Por 
l ejemplo, el flujo alrededor de la porción 
/ aguas arriba de una pila de puente será 
permanente para un observador colocado 
| [ sobre lá pila, pero no permanente para un 
' observador que flote sobre el agua. : lr 
El flujo permanente es más simple de 
|' analizar que el no permanente, por la com- 
/ plejidad que adiciona el tiempo como va- 
í riable independiente. Sin embargo, en la 
|¡. práctica el flujo permanente es la excep- 
ción más que la regla; no obstante, mu- 
t; chos problemas se pueden estudiar súpo¬ 
se niendo que el flujo es permanente, aun 
cuando existan pequeñas fluctuaciones de 
| velocidad o de otras características con el 


tiempo, siempre que el valor medio de 
cualquier característica permanezca cons- 
íítante sobre un intervalo razonable. 


Si en un instante particular el vector 
velocidad es idéntico en cualquier punto 
: del flujo, se dice que el flujo es uniforme. 
Esto se expresa por 3 v/ 0 s = 0, donde ds 
es un desplazamiento en una dirección 
t cualquiera. En caso contrario, el flujo es 
no uniforme y los cambios en el vector 
velocidad pueden ser en la dirección del 
mismo ; o en direcciones transversales. 
Este último tipo de —no uniformidad— 
Siempre se encuentra cerca de fronteras 
• Sólidas por efecto de la viscosidad; sin 
.embargo, en hidráulica suele aceptarse la 


uniformidad o no uniformidad del flujo 
cuando se refiere a la variación de la velo¬ 
cidad media en la dirección general del 
movimiento. 

El hecho de que un flujo sea permanen¬ 
te no significa necesariamente que éste 
sea uniforme; pueden así ocurrir las cua¬ 
tro diferentes combinaciones posibles. 

El flujo puede clasificarse en tridimen¬ 
sional, bidimensional y unidimensional. 
Es tridimensional cuando sus característi¬ 
cas varían en el espacio, o sea que los 
gradientes del flujo existen en las tres 
direcciones; éste es el caso más general 
de flujo. Es bidimensional cuando sus ca¬ 
racterísticas son idénticas sobre una fa¬ 
milia de planos paralelos, no habiendo 
componentes en dirección perpendicular 
a dichos planos, o bien ellas permanecen 
constantes; es decir, que el flujo tiene 
gradiente de velocidad o de presión (o 
tiene ambos) en dos direcciones exclusi¬ 
vamente. Es unidimensional cuando sus 
características varían como funciones del 
tiempo y de una coordenada curvilínea en 
el espacio, usualmente la distancia medi¬ 
da a lo largo del eje de la conducción. 
El flujo de un fluido real no puede ser 
completamente unidimensional debido al 
efecto de la viscosidad, ya que la veloci¬ 
dad en una frontera sólida es igual a cero, 
pero en otro punto es distinta de cero; 
sin embargo, bajo la consideración de va¬ 
lores medios de las características en cada 
sección, se puede'considerar unidimensio¬ 
nal. Esta hipótesis es la más importante 
en hidráulica, por las simplificaciones que 
trae consigo. 

La clasificación de los flujos en laminar 
y turbulento es un resultado propiamente 
de la viscosidad del fluido; y no habría 
distinción entre ambos en ausencia de la 
misma. El flujo laminar se caracteriza 
porque el movimiento de las partículas se 
produce siguiendo trayectorias separadas 
perfectamente definidas —no necesaria- 
















98 


cinemática de los líquidos 



Figura 3.7a. Esquema del flujo laminar. 


mente paralelas—sin existir mezcla ma¬ 
croscópica o intercambio transversal en¬ 
tre ellas. Si se inyecta colorante (de la 
misma densidad que el líquido) dentro 
de un flujo laminar, éste se mueve como 
un filamento delgado que sigue las trayec¬ 
torias del flujo (Fig. 3.7a). 

En un flujo turbulento, las partículas 
se mueven sobre trayectorias completa¬ 
mente erráticas, sin seguir un orden esta¬ 
blecido (Fig. 3.7b). Existen pequeñas com¬ 
ponentes de la velocidad en direcciones 
transversales a la del movimiento general, 
las cuales no son constantes sino que fluc¬ 
túan con el tiempo, de acuerdo con una 
ley aleatoria, aun cuando el flujo general 
sea permanente. Esto se explica por el he¬ 
cho de que la permanencia respecto del 
tiempo se" refiere a los valores medios de 
dichas componentes en un intervalo gran¬ 
de. Las componentes transversales de la 
velocidad en cada punto origina un mez¬ 
clado intenso de las partículas que consu¬ 
me parte de la energía del movimiento por 
efecto de fricción interna y que también, 
en cierto modo, es resultado de los efec¬ 
tos viscosos del fluido. 

Un flujo se considera incompresible si 
los cambios de densidad de un punto^ a 
otro son despreciables; en caso contrario, 
el flujo es compresible. Los líquidos y ga¬ 
ses a bajas velocidades pueden ser consi¬ 
derados incompresibles. El flujo de un 
gas con velocidades entre 60 y 90 m/seg 
se puede considerar incompresible siem¬ 
pre que no exista intercambio de calor con 



Figura 3.7b. Esquema del flujo turbulento. 


el exterior. En la práctica, sólo en los pro¬ 
blemas de golpe de ariete es necesario 
considerar que el flujo de un líquido es 
compresible. 

Cuando en un flujo el campo rot v ad¬ 
quiere en alguno de sus puntos valores 
distintos de cero, para cualquier instante 
el flujo se denomina rotacional. Por el 
contrario, si dentro de un campo de flujo 
el vector rot v es igual a cero para cual¬ 
quier punto e,instante, el flujo es irrota¬ 
cional. Si se exceptúa la presencia de sin¬ 
gularidades vorticosas, en el caso general, 
el movimiento de un fluido ideal se pue¬ 
de suponer irrotacional. Los efectos de la 
viscosidad del fluido constituyen la causa 
principal de la presencia de dichas singu¬ 
laridades. Sin embargo, el flujo irrotacio¬ 
nal ocurre con bastante frecuencia en los 
problemas de la práctica; y sólo será ne¬ 
cesario entender con claridad el concepto 
físico de irrotacionalidad. 

Si bien el término rotación implica un 
giro de partículas, esto no significa que 
es rotacional todo movimiento efectuado 
de acuerdo a una trayectoria curva o bien 
que todo movimiento rectilíneo es irrota¬ 
cional. : ¡ ' ” J ' 

Ciertos escurrimientos se pueden , con¬ 
siderar macroscópicamente como irrota¬ 
cionales. En otros casos, a pesar de exis¬ 
tir trayectorias curvas, la distribución de 
velocidades puede ser de forma tal que.laS 
líneas medianas o las diagonales de una 
partícula, de forma rectangular, no modi¬ 
fican su orientación durante el movimien- 


métodos para describir un flujo 
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Figura 3.8a. Flujo lineal irrotacional. 


to; el flujo es, obviamente, irrotacional. 
Esto se representa esquemáticamente en 
i las Figs. 3.8 y 3.9 en las cuales el vector 
rot v sería normal al plano del papel (Ref. 
; 15). •... 

En el capítulo 10 se demuestra que el 
movimiento de un fluido ideal (incompre¬ 
sible y no viscoso) se considera irrotacio- 
naí. El movimiento a bajas velocidades, 
de un fluido viscoso, es generalmente ro¬ 
tacional. 

Problema 3.3. Demostrar que el flujo, 
cuyo campo de velocidades se indica en 
seguida, es irrotacional 

y„=(2 x + y + z)t 

v„ = (x —2 y + z) t 

v» = (x + y) t 

; Solución. Para que el flujo sea irrótacio- 
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Figura 3.9a. Flujo curvilíneo irrotacional. 
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Figura 3.8b., Flujo lineal rotacional. 


nal se debe satisfacer que: rot v = 0; y 
por tanto, resulta 


/ dv. 


f ZVm 

\ Zy ■ . 

Ifr) + 

l dz 


\dx , dy ) 

rotv= (t—t) i +. (í— t) j 4- (f— f)k = 0 

lo cual demuestra que el Alijo es, efecti¬ 
vamente, irrotacional. 

3.5 Métodos para describir un flujo 

Con el fin de obtener la representación 
completa de un flujo, es necesario deter¬ 
minar la posición de cada partícula- en 
cada instante y después encontrar la velo¬ 
cidad en cada posición, a medida que el 
tiempo transcurre. 



Figura 3.9b. Flujo curvilíneo rotacional. 
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Es posible estudiar el movimiento de 
las partículas mediante dos métodos: el 
euleriano o local y el lagrangiano o mo¬ 
lecular. 

Método euleriano. Consiste en determi¬ 
nar las características cinemáticas en cada 
punto de un flujo y en cada instante, sin 
considerar el destino que tenga cada 
partícula individual. Elegida la posición 
de una partícula en el espacio, sus carac¬ 
terísticas cinemáticas son funciones del 
tiempo, a saber: 

v = v(r ,f) 

Método lagrangiano. Consiste en deter¬ 
minar las características cinemáticas del 
movimiento de cada partícula, en cada 
instante, siguiendo su recorrido. Identi¬ 
ficada una partícula por su posición un¬ 
cial r 0 (* 0 , y 0 > z«), en el instante t = t 0 , en 
otro instante cualquiera t, la misma par¬ 
tícula se encuentra en la posición r (x, y, 
z). Entonces la posición de la partícula se 
tiene conocida en cualquier instante si el 
vector de posición r se determina como 
función del tiempo f y la posición inicial 
r 0 ;osea ! \ 

r = r(r 0 ,í) 

Las componentes de la velocidad de la 
partícula, identificada en el instante ini¬ 
cial por el vector de posición r 0 , se obtie¬ 
nen de las Ecs. (3.1), donde obviamente 
la diferenciación debe hacerse consideran¬ 
do a r„ constante. 

Aparentemente el método lagrangiano, 
tiene aspectos muy convenientes; sin em¬ 
bargo, las ecuaciones generales del movi¬ 
miento, deducidas con este método, son 
difíciles de resolver por su naturaleza no 
lineal; es pues más sencillo utilizar el mé¬ 
todo euleriano y será preferido en el des¬ 
arrollo de los siguientes capítulos. 


3.6 Línea de corriente, trayectoria y tubo 
de flujo 

Se supone que en un instante t 0 se 
conoce el campo de velocidades v, de un 
flujo. 

z 

t Línea de corriente para 

el instante t=t n 


0 °, .y? t'— t c + 2A t 

. ■¿- Trayectoria de una partícula 


Figura 3.10. Concepto de línea de comente 
y trayectoria. /• ’ 

Se define como línea de flujo o de comen¬ 
te toda línea trazada idealmente en el J 
interior de un campo de flujo, de manera 
que la tangente en cada uno de sus pun- 
tos proporcione la dirección del vector ,gj 
velocidad correspondiente al punto mis; - 
mo (Fig. 3.10). Con la excepción de even- ; 
tuales puntos singulares, no existe posibi- | 
íidad de que dos líneas de corriente sej 
intersequen, pues ello significaría que en | 
el punto de intersección existieran dos J 
vectores v distintos. - 

Se observa que esta definición se refiere | 
a las condiciones de un flujo no perma- 
nente en un instante particular. Al cam- •, 
biar de un instante a otro la configuración ! 
de las líneas de corriente será, por su-| 
puesto, distinta; con el punto de vistal 
euleriano se obtiene una serie de lineas J 
de comente dentro del flujo para diferen-1 


línea de corriente, trayectoria y tubo de flujo 
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tes instantes. De la definición de línea de 
corriente, el vector diferencial de arco de 
y el vector velocidad son paralelos, de ma¬ 
nera que de la Ec. (3.2) se puede escribir: 

de = v dt 

que representa la ecuación diferencial de 
la línea de corriente. Esta ecuación, en tér¬ 
minos de sus componentes, es 

dx = v® dt 
dy = v» dt 
dz = v* dt 

o bien, para el instante t ü considerado, se 
pueden escribir de la manera siguiente: 

■ dx _ dy _ ■ 

Va (.x, y, z, ¿o) Vj, (r, y, z, to) 

= dz - (3.9) 

Va (x f y/ Zj to") 

que forman un sistema de tres ecuaciones 
diferenciales. 



min a superficie de flujo o de corriente. 
Si la curva C es cerrada, la superficie de 
corriente formada adquiere el nombre 
de tubo de flujo y, el volumen encerrado 
por esta superficie, el de vena fluida. 

La trayectoria de una partícula es la 
línea que une los puntos de posición suce¬ 
sivamente ocupados por dicha partícula 
en el transcurrir del tiempo (Fig. 3.10). 
Las ecuaciones diferenciales de la trayec¬ 
toria son: 


dx _ dy 
v,{x,y,z,t) v v (x,y,z,t) 
dz 

v»{x,y,z,t) 


(3.10) 


Este concepto corresponde al tratamiento 
bajo el punto de vista lagrangiano; si el 
flujo es permanente, las líneas de corrien¬ 
te coinciden con las trayectorias. 

Problema 3.4, Determinar la ecuación de 
las líneas de comente de un flujo perma¬ 
nente, bidimensional, simétrico respecto 
del eje y, dirigido en sentido contrario al 
positivo del mismo (Fig. 3.12), que choca 
contra una placa horizontal contenida en 
el plano x-z, cuyo campo de velocidades 
está definido por las componentes 

Va = 3 x 
V» - - 3 y 

Va = 0 


Figura 3.11. Concepto de tubo de flujo. 

Se considera ahora, dentro del flujo, la 
curva C cualquiera de la Fig. 3.11 (que 
no sea línea de corriente) y las líneas de 
corriente que pasan por cada punto de esa 
curva. La totalidad de estas líneas están 
contenidas en una superficie que se deno- 


Solución. De acuerdo con las Ecs. (3.9), 
la ecuación diferencial de las líneas de 
corriente es 

dx dy 
~x -3 y 

Cuya integración conduce a la ecuación 
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y 



Figura 3.12. Flujo bidimensional contra 
una placa. 


ln x = — In y + In c 

o bien 

xy - C 

que es la ecuación de las líneas , de corrien¬ 
te y corresponde a una familia de . hi¬ 
pérbolas rectangulares, asintóticas a los 
ejes x y y. ••• r:,-'. • . 

Problema 3.5. El campo de .velocidades 
del movimiento de un fluido está definido 
por las componentes . ; 

V„ — X + t 

v v = —y + t ' J 

Vs = 0 

Determinar: 

a ) la ecuación de las líneas de corrien¬ 
te y, en particular, aquella que en el ins¬ 
tante t — 0 pasa por el punto A(—l, —1). 

b) La trayectoria de la partícula P, que 

en el instante t — 0 se encuentra en el 
punto A(-—l, — 1) (Ref. 16). * 

Solución a) Debido a que la componen¬ 
te Va = 0 y, a que en v„ y v„, interviene el 
tiempo t, el flujo es bidimensional y no 
permanente. Las Ecs. (3.9) de las líneas 
de corriente, para t = t 0 constante, se sim¬ 
plifican a la forma siguiente: 


dx _ dy 
x + t 0 ~ -y + t 0 

Al integrar se obtiene la ecuación 

In (x + t 0 ) - — l n (— y + lo) + k * c 


o bien 


(x + í 0 ) (íq y) — C 


Esto es, la familia dé líneas de corriente 
queda representada por una familia de hi¬ 
pérbolas. Para determinar la línea de 
corriente, que en el instante t 0 = 0 pasa 
por. el punto A(—1,-1), es suficiente 
substituir en la ecuación anterior las coor¬ 
denadas del punto y la condición t— í 0 =0 
con lo cual se obtiene 

(— 1 ) ( + 1 ) — c 


esto es, 


C = -1 


La ecuación de la línea de corriente bus¬ 
cada es 

xy = 1 

Solución b) Para determinar la ecua 
cíón de las trayectorias se utilizan las 
Ecs. (3.10) pero substituyendo a las com 
ponentes: 


■ = x + t 


= —y + t 


Este sistema de ecuaciones se puede tam-Jj 
bien escribir como 
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el cual es un sistema de ecuaciones linea¬ 
les no homogéneo, con coeficientes cons¬ 
tantes, cuya solución es 

x = C t e* — t — 1 
y = C 2 e~* + t— 1 

Para determinar la ecuación de la trayec¬ 
toria del punto P, que en el instante t = 0 
se encuentra en el punto A(—1, —1), es 
necesario determinar la magnitud de las 
constantes Cj y C 2 . Para ello, es suficien¬ 
te substituir en las ecuaciones anteriores 
t = 0, x = — 1 y y — — 1, con lo cual 
se obtiene C 1 — C 2 — 0. Para la trayectoria 
buscada resulta 

x =— t —1 ; 

y - t — l 

Eliminando a t, la ecuación de la trayec¬ 
toria buscada es 

x + y - — 2 

que corresponde a la ecuación de una rec¬ 
ta, distinta de la hipérbola encontrada 
para las líneas de corriente. 

V. - i 1 ;'’ -! • 

’ 

3.7 Concepto de gasto o caudal 

En la Fig. 3.13, un elemento dA, de la 
superficie S (limitada por la curva C) y 
que contiene al punto cualquiera P, se 
.puede representar por el vector diferenciál 
,de superficie: 

’f ,... dA = dA n 


donde n se define como un vector unitario 
normal a la superficie en el punto P, cuyo 
sentido positivo se establece por con¬ 
vención. 



Figura 3.13. Concepto de gasto. 


La velocidad v que corresponde al pun¬ 
to P tiene en general una dirección dis¬ 
tinta a la de dA. 

En un intervalo dt, el volumen de fluido 
que atraviesa el elemento de superficie dA 
queda determinado por el producto esca¬ 
lar de los vectores: el diferencial de arco 
da sobre la línea dé corriente que pasa por 
P y el vector diferencial de superficie dA. 

Entonces, considerando que da = v dt, 
el volumen de fluido que pasa a través del 
elemento dA vale: 

dv — da • dA = v - dA dt 

, El flujo de volumen a través de toda 
la superficie S... queda definido por la 
ecuación ■ 

Q = -^ = //vdA (3.11) 

cuyas dimensiones son [L 3 r~(l Este flu¬ 
jo de volumen se. conoce como gasto o 
caudal. 

Si en un flujo la superficie S se escoge 
de modo qué las líneas de corriente sean 
normales a ella en cada purito, de la 
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Ec. (3.11) el gasto se puede calcular de 
la manera siguiente: 


Q-SS A vdA 


(3.12) 


Se llama velocidad media, a través de 
la superficie S de área A, al promedio 
calculado así: 


Sf v ' dA 


(3.13) 


y equivale a suponer que la velocidad se 
distribuye uniformemente sobre toda la 
superficie, con un valor constante V y en 
dirección perpendicular a la misma. 

Problema 3.6. En el flujo mencionado 
en el problema 3.4, determinar el gasto, 
por unidad de ancho, del chorro que pasa 
a través de una superficie horizontal lo¬ 
calizada a y = 1-5 m y limitada por las 
abscisas x — — 0.50 m y x = 0.50 na. 

Solución. El vector velocidad para el flu¬ 
jo es 

v = 3 jcí — 3yj 

y el vector diferencial de superficie es 
dA = — dx i 

Haciendo el producto escalar indicado en 
la Ec. (3.11), ésta se escribe cómo 

0.50 

Q - f 3 y dx 

•- 0.50 

donde los límites de integración corres¬ 
ponden a las abscisas. La integración efec¬ 
tuada con y = cte, conduce al siguiente 
resultado: 

0.50 

Q = 3 y f*3 = 3 y 

_(1 W) 


y para y — 1.5 m vale 

O = 4.5 m 3 /seg 

Problema 3.7. En la descarga de la com¬ 
puerta, mostrada en la Fig. 3.14, las velo¬ 
cidades del agua medidas en la sección 
de la misma tienen las magnitudes y 
direcciones indicadas. La compuerta tiene 
3 m de ancho y su abertura es de 1.50 m. 
Calcular en forma aproximada el gasto 
total, en m a /seg (Ref. 17). 

Solución. El gasto puede calcularse, como 
primera aproximación, multiplicando cada 
velocidad por la distancia normal Án~Ay 
eos 0, y sumando los valores resultantes 
de A q. Por tanto, el gasto por unidad de 
ancho de compuerta es 

q = 2A? = S(v A n) = 3 X 0.30 X eos 28° + 
+ 3.6 X 0.30 X eos 22° + 3.3 X 0.30 X ' 
X eos 16° + 3 X 0.30 X eos 8° 4- 
+ 2.4 X 0.30 eos 2° 

q- 4.3585 mVseg/m 

Q = 3 X 4.3585 = 13.076 m 3 /seg 

Puesto que v(Ay eos 0) = (v eos 0) Ay = 
= Ay, el cálculo anterior no es más 
que una aproximación de la integral 
Q = 3 JV» dy. Por lo cual, si se dibujan, 
las componentes horizontales de los vec¬ 
tores, según se indica en la Fig. 3.14, el 
área limitada, por la curva obtenida, muh 
tiplicada por el ancho de 3 m de la com¬ 
puerta, representará un valor más preci¬ 
so de Q. ■ :lZ 

De la Ec. (3.13), la velocidad media en 
la sección vale • • !fi l 




13.076 
3 X 1.5 


- 2.906 m/seg 
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Figura 3.14. Descarga de la compuerta del problema 3.7. 


[ 3.8 Función de corriente 

I 

| ...Se considera, en un instante determina- 
I do, un flujo no permanente, tridimensio- 
! nal incompresible, viscoso o no viscoso, 
| rotacional o irrotacionál; asimismo, un 
i tubo de flujo formado por dos sistemas 
idiferentes de superficies de flujo cuyas 
Iintersecciones coinciden obviamente con 
| lineas de corriente, como se muestra en 
lia Fig. 3.15. Evidentemente esta misma 
| consideración es válida para un flujo per- 
| manente en cualquier instante. 

I- La solución de las ecuaciones diferen- 
|ciales (3.9) de las líneas de corriente, per- 

1 K, mite determinar la geometría de éstas y se 
puede expresar a través de dos relaciones 
independientes de la forma: 


y(x,y,z) = F 
X (x, y,z) = G 


(3.14a) 

(3.14b) 


§;en que F y G representan dos funciones 
Iniferentes que adquieren un valor cons- 
Kjh'te cuando se desea definir la geome- 
jgtría de una línea de corriente en particu¬ 


lar. Estas dos ecuaciones definen una 
doble familia de superficies de flujo a tra¬ 
vés de las funciones y x, llamadas de 
corriente, escogidas ; de tal manera que 
sean mutuamente ortogonales. En el pun¬ 
to P de la Fig. 3.15, sobre una línea de 
corriente, los vectores grad i|> y grad % son 
normales a las superficies = constante, 
X — constante, respectivamente. Puesto 
que v es tangente a ambas superficie en P 
y, por lo mismo, perpendicular á ambos 
vectores, se debe satisfacer que 

V == gradnp x grad % (3.15) 

o bien, por definición de gradiente y de 
producto vectorial (Ref. 18). 


(3.15a) 



dx 

0^ 

dx 

dy 

dz 

dz 

dy 

dV 

dx 

dn> 

dx 

dz 

dx 

dx 

dz 

&P 

dx 

dty 

dx 

dx 

-dy 

dy 

dx 


(3.15b) 


(3.15c) 


La substitución de estas componentes en 
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i|j = constante 



ip = constante 


Figura 3.15. Superficies de corriente. 


las ecuaciones diferenciales de la línea de 
corriente 3.9 y las superficies de frontera, 
permiten determinar las funciones y X 
para cada flujo. 

En el caso de un flujo bidimensional, la 
familia de planos paralelos (sobre los cua¬ 
les la configuración del flujo es idéntica) 
se hace coincidir con el sistema de super¬ 
ficies x = constante, donde el eje z es per¬ 
pendicular a dicha familia. Con esa dispo¬ 
sición, el vector grad x es el mismo vector 
unitario k y la Ec. (3.15) sería: 


Para el flujo bidimensional la ecuación di : 
ferencial de la línea de corriente, según 
el sistema de Ecs. (3.9), es 

v* dy — Vy dx - 0 

Substituyendo las Ecs. (3.16) en esta ecua¬ 
ción, se obtiene 


v = grad X k 


cuyas componentes son: 


Vti = — ■ 


(3.16a) 


(3.16b) 


y en coordenadas polares (Fig. 3.16) 


1 0* 



Figura 3.16. Componentes de la velocidad para 
(3 17a) 1111 ^ U Í° pl 3110 en coordenadas cartesianas -y 

' * ' Dolares. 
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dx dy 

O bien, por definición de gradiente 
drp = grad ip • da = 0 

Así, obviamente, el vector diferencial de 
arco sobre una línea de corriente es per¬ 
pendicular a grad y, la ecuación de la 
línea será i|> (x, y) = constante, cuya re¬ 
presentación es una familia de líneas de 
corriente como se muestra en la Fig. 3.17. 
Cada línea de corriente no es más que la 
intersección de la superficie tp que corres¬ 
ponde con el plano coordenado x-y .' 

Por otra parte, si n es un vector unita¬ 
rio en la dirección normal a las líneas de 
corriente, por definición de derivada di- 
reccional se tiene que: 

3V 

grad • n =— 
dn 

f. Pero, toda vez que grad t|> y n son para- 
; lelos, grad • n es igual al módulo de 
i grad ; el cual, de acuerdo con las ecua¬ 
ciones (3.16), vale 


2 2 
Vil + V* : 




: Entonces: 


(3.18) 


í.cSin embargo, de esta ecuación, v dn es 
í el gasto que pasa entre dos líneas de 
.corriente op y tp + d ip (Fig. 3.17) por uni¬ 
dad de ancho normal al plano del flujo; 
(esto es 


dQ = dM? = v dn 

por lo cual el gasto entre dos líneas de 
corriente ^ y t|> 2 es: 

2 

q = O] = % - % (3.19) 

1 

La Ec. (3.19) indica que el gasto que 
circula entre dos líneas de corriente es 
igual a la diferencia de los valores que ad¬ 
quiere la función de corriente en esas lí¬ 
neas. 


y 



Figura 3.17. Familia de líneas de corriente. 


Problema 3.8. Determinar la función de 
corriente del flujo bidimensional del pro¬ 
blema 3.4; ver, además, si éste es rotacio¬ 
nal. Calcular también el gasto por unidad 
de ancho que fluye entre las líneas de 
corriente que pasan por los puntos A(l, 1) 

y B(2, 2). 

Solución. De la misma manera que el pro¬ 
blema 3.7, se tiene: ’■ 





y ~ 3 xy + f(x) + C 
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= 3xy + f(y) + c 

/(*) = /(y) = o 

y, finalmente: 

ijj = 3 xy + C 

que es la ecuación de la familia de líneas 
de comente que corresponde a una fami¬ 
lia de hipérbolas rectangulares, xy- cons¬ 
tante. Asimismo, [rot v]„ = 0, por lo que el 
flujo es irrotacional. La línea de comente 
que pasa por el punto A es: = 3 + C; 

y por el punto B : = 12 + C ; entonces 

el gasto entre las dos líneas de comente 
por unidad de ancho, según la Ec. (3.19;, 


y, asimismo, /(*) = constante; entonces 
v„ = — 3 A x 2 y 

Solución b) . La componente única de rot v | 


_ . ., 3 v » 3v»_ ¿ A _ 

-2By¥=V 

se concluye que eí flujo es rotacional. 


q = — ií>a = 9 

Problema 3.9. La componente v» de la ve¬ 
locidad en un flujo incompresible bich- 
mensional, está dada por v„ — Axr + B y. 

a) Encontrar la ecuación para la com¬ 
ponente v„ de la velocidad, suponiendo 
que en y = 0, v v = 0 para cualquier valor 
de x. 

b) ¿Es el flujo irrotacional? 

Solución a). De la Ec. (3.16a) se tiene que 

= Ax> + By* 

dy 

integrando resulta: 


i ¡> = Ax*y + yBy 3 -h f(x) + C x 


De la Ec. (3.16b) se tiene 


Vv — ‘ 


-3 Ax?y + 


3 f(x) 


Para y = 0, v» = 0 ; esto es: 


PROBLEMAS 

1. El campo de velocidades de un flujo está 
definido a través del vector v = -«yi + 

+ axy, en <jue a es una constante. Se desea ■ 

determinar: 

a) la función de comente y la ecuación de 

las líneas de corriente; ■ j 

b) si el flujo es rotacional. 


2. El campo de velocidades de un flujo está | 

dado por v = 6xí + 6y j — 71k. 

a ) Determinar la velocidad en un punto J 

x - 10m; y = 6m; cuando t = lOseg. Di¬ 
bujar, aproximadamente, un conjunto de j 
líneas de corriente para el flujo en el j 
instante t = 0. _ | 

b) Determinar el campo de aceleraciones^ 

del flujo y la aceleración de la partícula ^ 
en el punto e instante antes especifi-| 
cados. | 

.. J 

3 . a ) Dado el campo de velocidades: v = 10i +| 

+ (x 2 + y 2 )} — 2yxk; determinar la| 
aceleración y su magnitud en el punto| 

(3, i, °). Á é M 

b) Dado el campo de velocidades: v = (6+f 

+ 2xy + í 2 )i - (xy 2 + I0t)) + 25 £jj 
determinar la aceleración del punto (|¿§ 
0, 2) y en el instante t = 1. 


problemas 


109 


4. a) En los campos de flujo de los problemas 
1 y 2, determinar si son rotacionales o 
irrotacionales. 

b) Demostrar que las siguientes componen¬ 
tes de velocidad representan un flujo 
irrotacional. 

v w ~ (2x + y + z)t 
v v -(x — 2 y + z)t 
y, = (x + y)f 


5. Clasificar los siguientes flujos como perma¬ 
nente o no permanente, uniforme o no, uni¬ 
forme. Donde haya, duda, especificar las 
condiciones para que . el flujo sea como el 
lector lo establezca. 

a) Agua en una manguera de jardín. 

b) Agua fluyendo a través de los chiflones 
de un rociador de jardín. 

c) Flujo a lo largo del chiflón colocado en 
el extremo de una manguera de jardín. 

d) Flujo de gases en la descarga de la to¬ 
bera de un cohete. 

e) Flujo del agua sobre un vertedor de cres¬ 
ta ancha en un río. 

f) Líquido descargado por un orificio en un 
tanque pequeño. 

g) Gasolina en la línea de Combustible de 
un automóvil: 1) que corre en la ciu¬ 
dad; 2) en una autopista. 


6. Clasificar los siguientes flujos como uni, bi 

o tridimensionales: 

a) Flujo de agua sobre un vertedor ancho 
de un río. 

b) Flujo en la curva de un río. 

c) ¿Qué flujo se aproxima más al unidimen¬ 
sional: el de un fluido no viscoso a tra¬ 
vés de una curva en un tubo rectangular 
o de un fluido viscoso a través de una 
curva en un tubo cilindrico? 


7. Clasificar los siguientes flujos como lami¬ 
nar o turbulento: 


a) Agua saliendo desde una manguera de 
incendio. 

b) Flujo en un río. 

c) Flujo en una aguja hipodérmica. 

d) Vientos atmosféricos. 

ej Flujo de un líquido viscoso a poca velo¬ 
cidad, dentro de un tubo pequeño. 
j) Flujo de un líquido de poca viscosidad, 
a velocidad relativamente grande, en un 
tubo de gran diámetro. 

8. Las componentes de velocidad en un campo 
de flujo tridimensional incompresible están 
dadas por = 2x; v y = —y; v„ = —z. De¬ 
terminarla ecuación de la línea de corriente 
que pasa por el punto (1,1, 1). 

9. Un campo de velocidades está dado por 
v = —;c¡ + 2y j.+ (5—z)k. Encontrar la 
ecuación de la línea de corriente que pasa 
por (2,1,1). 

10. Encontrar la ecuación dé las líneas de 
corriente para el flujo v=— 3y 2 i — 6xj, 
así como la de la línea que pasa por el 
punto (1,1). 

11. El campo de velocidades de un flujo bidimen- 
sional está dado por v„ - —y/6 2 , v„ = x/a 2 . 
Comprobar que la elipse (x 2 /a 2 ) + (y 2 /lfi) = 
= 1 es una línea de corriente. 


12. El campo de velocidades de un flujo está 
dado por v = 6xi + 6yj — 7fk. ¿Cuál es 
la velocidad en el punto x = 10m; y = 6m; 
cuando t = 10 seg? Dibujar, aproximadamen¬ 
te, un conjunto de líneas de corriente para 
el flujo en el instante f — 10 seg. 


13. Determinar el gasto (por metro, en la direc¬ 
ción z) a través del cuadrado de vértices 
en (0,0), (0,1), (1,1), (1,0), debido al cam¬ 
po de velocidades v = (16 y — 12 x)i + 
+ (12 y — 9 x) j. 


14. La distribución de velocidades entre dos 
placas planas, separadas una distancia a = 
- 0.60 m, está dada por v = 3 (a 2 /4 — y 2 ) 
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(en m/seg), donde v es la velocidad a una 
distancia y, desde un plano que queda a la 
mitad de la distancia entre las dos placas. 
Encontrar una expresión para la función de 
corriente y dibujar las lineas de corriente. 


15. En un flujo bidimensional alrededor de un 
cilindro circular (Fig. 10.40), el gasto entre 
líneas de comente es de 0.31/seg. A una 
gran distancia desde el cilindro las líneas 
de corriente están separadas 5 mm y, en un 
punto próximo al cilindro, están separadas 
3 mm. Calcular la magnitud de la velocidad 
en esos dos puntos. - 


16. Si la distribución de velocidades en un duc- 
to cilindrico está dada por v/v 0 = 1 — (r/r<))*, 
donde r 0 es el radio del ducto y v 0 la velo¬ 
cidad enelcentro, encontrar el gasto y la ve¬ 
locidad media V, como funciones de v 0 y n. 

17. Describir el flujo dado por las siguientes 
funciones de corriente: 

á) q> = —20 y 

b) ij) = lOx 

c) qi = 5x — 8.66 y 

d) = x 2 

18. Dada la función de corriente: 4 1 = y — de¬ 
terminar 


los líquidos 

a) Las componentes v„, v„ de la velocidad 
en (0,0) y (2,1); 

b) el gasto entre las líneas de corriente que 
pasan por esos puntos. 

19. Dado el caimpo v m = 2y; v v = 2; determi¬ 
nar la función de corriente para este flujo 
y esquematizar el aspecto de las líneas de 
corriente, en el semiplano superior, haciendo 
que la constante en la función de corriente 
sea igual al cero. 


20. La distribución de velocidades en la des¬ 
carga de una hilera de álabes se muestra 
en la figura. Suponiendo que la velocidad es 
uniforme en la dirección perpendicular al 
plano ilustrado, calcular la velocidad media 
y el gasto por unidad de ancho. 
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ECUACIONES FUNDAMENTALES DE 
LA HIDRAULICA 

c " 4.1 Aspectos generales ; 

4.1.1 Principios básicos én el análisis. 

En la mecánica de fluidos los métodos de análisis consideran la capa- 
: l IA . cidad de un flujo para transportar materia y el mecanismo por el que 

cambia sus propiedades de un lugar a otro, para lo cual se establece como 
axioma que en los fluidos se satisfagan los principios básicos de la me- 
; K cánica del medio continuo, a saber: ,r • 

a) Conservación de la materia (principio, de continuidad). _ 

.... b) Segunda ley de Newton (impulso y cantidad de movimiento), 

y-. c) Conservación de la energía (primera ley de la termodinámica). 

di Segunda ley de la termodinámica. 

El principio de la conservación de la materia o del transporte de masa 
.j, permite derivar la primera ecuación fundamental o de continuidad, que 

admite diferentes simplificaciones de acuerdo con el tipo dé flujo de 
que se trate o de las hipótesis que se deseen considerar, 

La segunda ley de Newton establece la relación fundamental entre la 
resultante de las fuerzas que actúan sobre una partícula y la variación en 
el tiempo de la cantidad de movimiento. De acuerdo con la forma en que 
L. se aplique, puede conducir a dos ecuaciones: la primera (componente es¬ 

calar según el flujo) llamada de la energía, permite calcular las diferentes 
transformaciones de la energía mecánica dentro del flujo y las cantidades 
disipadas en energía calorífica que, en el caso de los líquidos, no se apro- 
: vecha. La segunda, de tipo vectorial llamada del impulso y cantidad de 

movimiento, permite determinar alguna de las fuerzas que producen el 
flujo si se conoce el cambio en la cantidad de movimiento y las restantes 
fuerzas. 

En la dinámica de fluidos (especialmente en el flujo de gases) el aná¬ 
lisis requiere, además, la inclusión de leyes termodinámicas referentes 
al transporte de calor debido al flujo y, para ello, el principio de la con¬ 
servación de la energía permite derivar una ecuación que relaciona la 
presión, densidad, temperatura, velocidad, elevación, trabajo mecánico y 
-■ la cantidad de calor comunicado al flujo (o el que éste cede). Esta ecua- 


111 
















112 


ecuaciones fundamentales de la hidráulica 


ción admite simplificaciones importantes 
al analizar el flujo de líquidos,.al punto en 
que se obtiene la misma ecuación de ener¬ 
gía que resulta de la ecuación componen¬ 
te de la cantidad de movimiento en la 
dirección del flujo. La segunda ley de 
la termodinámica tiene menos interés en 
el flujo de líquidos. 

Puesto que el interés principal de este 
libro es estudiar el escurrimiento de líqui¬ 
dos, se considera suficiente la obtención 
de las tres ecuaciones fundamentales de 
la hidráulica a partir de los dos primeros 
principios y es el objeto de este capitulo. 

4.1.2 Flujo con potencial 

Otro método aplicado a la solución de 
problemas en la dinámica de fluidos y 
que se presenta en el capítulo 10, consiste 
en la elaboración de un modelo matemá¬ 
tico basado en considerar la existencia de 
un flujo con potencial Para este tipo 
de flujo la hipótesis consiste en tratarlo 
como irrotacional, lo que constituye la 
base de la hidrodinámica clásica, una rama 
dé la mecánica de fluidos que. ocupó la 
atención de eminentes matemáticos como 
Stokes, Rayleigh, Rankine, Kelvin V Lamb. 
En una gran cantidad de problemas prác¬ 
ticos de interés en la hidráulica, esta su¬ 
posición puede ser aceptada debido a que 
el agua posee una viscosidad muy pequeña 
y se acerca a la condición de fluido ideal. 
En otros problemas, es necesario consi¬ 
derar los efectos viscosos y estudiar las 
fuerzas de fricción originadas por la tur¬ 
bulencia que acompaña al movimiento. 
Una parte de la energía de la comente 
se Utiliza para vencer las fuerzas de re¬ 
sistencia originadas por estos efectos o 
las debidas a cambios en la geometría de 
la conducción (cambios de dirección, am¬ 
pliaciones, reducciones, etc.); también se 
utiliza en órganos de cierre (válvulas, 
compuertas, etc.) para regular el gasto. 


Esa parte de la energía de la corriente se 
transforma en otro tipo de energía que 
en los problemas de hidráulica se consi¬ 
dera como energía perdida en el movi¬ 
miento y, por supuesto, es necesario de¬ 
terminar. 

4.1.3 Método experimental 

El tratamiento de un flujo con base 
exclusivamente en el análisis matemático 
es insuficiente para resolver todos los pro¬ 
blemas, si no es con el auxilio de métodos 
experimentales. El planteamiento racio¬ 
nal de un experimento permite continuar, 
complementar o substituir el análisis en | 
aquellos puntos en que la solución mate- | 
mática se toma imposible o muy comple- | 
ja, a tal grado que para obtenerla, sea | 
necesario conceder hipótesis simplifícate- | 
rías ; éstas, además de restar generalidad | 
a la misma, pueden llegar a falsear resul- 
tados al punto en que ellos no tengan | 
semblanza alguna con la situación real | 

del problema. . , -§ 

Debido a su importancia, la teoría de ^ 
la semejanza, básica para el método ex- 
perimental, se presenta en el capitulo 5. ;ñ¡r 


4.2 Métodos de análisis || 

Los métodos de análisis en la mecáni- ^ 
ca de fluidos se basan en una extensión 
de los puntos de vista lagrangiano y eu- J 
leriano, para describir un flujo, referidos || 
ahora a regiones dentro del mismo sobre jj 
las cuales se satisfacen los principios fun-|gj 
damentales enunciados en el inciso 4.1.1, 
En el análisis lagrangiano los principios, 
básicos se aplican a una cantidad definida^ 
de materia que ocupa cierta región e ^ 
flujo y que recibe el nombre de sistema 
Éste puede cambiar de forma, posición y| 
condición térmica dentro del flujo perol 
debe contener siempre la misma cantidaci! 


frr- 

fr- 

|í; 
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de masa en cualquier instante que se con¬ 
sidere. La finalidad de tal análisis será 
predecir el estado del sistema, esto es, 
determinar sus propiedades siguiendo su 
movimiento en el espacio dentro del flujo. 
Se utiliza invariablemente en la mecánica 
del cuerpo rígido donde el sistema se co¬ 
noce como cuerpo libre y en la termodiná¬ 
mica donde se le llama sistema cerrado. 
Aunque a primera vista parece razonable 
utilizar el análisis lagrangiano, éste se 
aplica sólo en casos especiales debido a la 
dificultad física y matemática para iden¬ 
tificar los sistemas de fluidos, a medida 
que pasan por las distintas configuracio¬ 
nes de frontera. Además, el tipo de infor¬ 
mación suministrada por esta forma de 
análisis no siempre es el que se necesita. 

, El segundo método de análisis tiene 
aquí mayor aplicación; se llama euleriano 
y. estudia el flujo con base en el análisis 
. de un volumen adecuado de fluido lla¬ 
mado volumen de control fijo respecto de 
.un sistema coordenado y de forma y mag¬ 
nitud constantes. El contorno de dicho 
volumen se llama superficie de control. 

En el análisis se considera el intercam¬ 
bio de masa, energía y cantidad de movi¬ 
miento, a través de las fronteras del vo¬ 
lumen de control que puede ser de tamaño 
diferencial o de magnitud finita. El pri¬ 
mer tipo ha sido tradicional en la mecáni¬ 
ca de fluidos cuando se aplica a volúme¬ 
nes de control de tamaño muy pequeño 
—de dimensiones Ax, Ay, Az — que en el 
límite expresan las condiciones en el pun¬ 
to de coordenadas ( x,y,z ) encerrado por 
dicho volumen. Este tratamiento equivale 
a describir las características del flujo en 
pn punto fijo (x, y, z), observando el mo¬ 
vimiento instantáneo de una partícula del 
fluido de masa diferencial representada 
or el punto considerado. 

1 Al aplicar la ley de la conservación de 
Ja materia, al volumen de control diferen¬ 
cial, se obtiene la ecuación diferencial de 


continuidad; si se aplica la segunda ley 
de Newton, se obtiene la ecuación diferen¬ 
cial de Navier-Stokes, cuya derivación 
puede consultarse en la Ref. 18. En este 
capítulo se presentan la ecuación diferen¬ 
cial de continuidad y las ecuaciones del 
movimiento para un volumen de control 
diferencial orientado según una línea de 
corriente; tienen utilidad posterior en la 
solución de algunos problemas locales de 
flujo. Sin embargo, el intento de una inte¬ 
gración general toma las soluciones muy 
complejas y, por lo mismo, de poca uti¬ 
lidad práctica. Por otra parte, de acuerdo 
con la naturaleza del problema la infor¬ 
mación requerida con frecuencia se refiere 
a resultados gruesos de las características 
en el conjunto, más que a las variaciones 
de un punto a otro. 

La integración aproximada de las ecua¬ 
ciones del movimiento dentro de una vena 
líquida, simplifica la solución y equivale 
a utilizar volúmenes finitos de control. El 
procedimiento consiste en suponer que 
el movimiento de un líquido —en cual¬ 
quier conducción— se estudie como si 
fuera una vena líquida limitada, tanto en 
el caso de conducciones forzadas o a pre¬ 
sión (tuberías) por las paredes rígidas de 
frontera, como en el caso de conducciones 
abiertas (canales): en parte por paredes 
rígidas y en parte por la superficie libre 
del líquido en contacto con la atmósfera. 
En estas condiciones, la frontera de la 
vena líquida admite cierta deformación 
parcial o totalmente y el problema se re¬ 
duce a estudiar el movimiento a lo largo 
de una sola dimensión (unidimensional), 
que corresponde a la dirección en que se 
produce el flujo, eliminando con ello las 
complejidades del tratamiento tridimen¬ 
sional. De este modo, las variables carac¬ 
terísticas del flujo (velocidad, gasto, pre¬ 
sión) se representan a través de la media 
de los valores que hay en los puntos de 
una misma sección transversal de la con- 
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ducción y las magnitudes de dichos pro¬ 
medios concentrados en el centro de gra¬ 
vedad de la sección. De este modo, hay 
variación de los mismos sólo en la direc¬ 
ción del movimiento general y en el tiem- 
po, aun cuando existan cambios en el 
área de una sección a otra (que pueden 
también depender del tiempo). La direc¬ 
ción en que ocurre la variación no es ne¬ 
cesariamente rectilínea sino a lo largo del 
eje del conducto. Esto equivale a estudiar 
el escurrimiento sobre la línea de corrien¬ 
te hipotética que coincide con dicho eje, y 
los valores medios de las características 
en un punto sobre el mismo serán repre¬ 
sentativos de la sección que contiene al 
punto tratado, mediante términos correc¬ 
tivos que tomen en consideración la dis¬ 
tribución real de velocidades en toda la 
sección. 

En este capítulo se establecen las ecua¬ 
ciones fundamentales de la hidráulica, re¬ 
feridas al flujo unidimensional; ellas son: 
la de continuidad, la de energía y la de 
itnpulso y cantidad de movimiento. Para 
el establecimiento de estas ecuaciones no 
se hace distinción entre flujo laminar y 
flujo turbulento, pues en ambos casos son 
válidas. En el capítulo 8 correspondiente 
a la teoría de la resistencia al flujo se dará 
mayor importancia a esta manera de cla¬ 
sificar los flujos. Análogamente, puesto 
que las ecuaciones obtenidas para el flujo 
unidimensional se refieren al movimiento 
de un líquido real dentro de la vena lí¬ 
quida, la clasificación en flujos —rotacio¬ 
nal e irrotacional— basada en el tipo de 
deformación de cada partícula, carece 
de aplicación en estas ecuaciones. 

En la deducción de las mismas, las 
pérdidas de energía antes mencionadas 
se tomarán en consideración empleando 
una fuerza de resistencia, que comprende 
las fuerzas viscosas y de fricción, sujeta 
a una valuación empírica o semiempíri- 
ca. Su importancia y efectos se exponen 


en los subsiguientes capítulos.. En las 
ecuaciones se incluyen los coeficientes de 
corrección necesarios para tomar en cuen¬ 
ta la distribución real de velocidades en 
una sección y se evalúan sus efectos. 

4.3 Ecuación de continuidad 

4.3.1 Principio de conservación de la ma¬ 
teria 

De acuerdo con éste, de la masa de flui¬ 
do que en la unidad de tiempo entra a un 
volumen especificado dentro del flujo, una 
parte se queda almacenada en su interior 
y el resto sale deLvolumen. Si el volumen 
que se estudia es de forma y magnitud 
constantes (volumen de control), el alma¬ 
cenaje no puede ser indefinido. 

Matemáticamente es preferible tratar 
con la cantidad neta de masa que sale y 

que entra, sumadas algebraicamente; así, 

el'principio de la conservación de la mate¬ 
ria, aplicado a un volumen de control fijó; 
completamente arbitrario dentro del flu¬ 
jo, se expresa en la forma siguiente: 


Cantidad neta de masa 
que atraviesa la superficie 
. de frontera del volumen, 
L en la unidad de tiempo. 

r Rapidez de variación 1 


lpiuwz> «V V 

de la masa contenida 
en el volumen 


■ .;tá 

: :kl 

<i?Í 


= O 


Este principio se aplica lo mismo ai;® 
volumen de control de tamaño diferencial 
que a uno finito, de lo cual se deriva. 1| 
llamada ecuación de continuidad. 


m 


4.3.2 Ecuación diferencial de continuidad 

Si bien esta ecuación no tiene múéh| 
aplicación en los problemas de flujo ur" 


ecuación de continuidad 

dy 
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1 dpv* , , 

(pV *~T~zx dx) 


Figura 4.1. Derivación de la ecuación diferen¬ 
cial de continuidad. 


dimensional en hidráulica, aquí se presen¬ 
ta su derivación para ser utilizada en los 
problemas de flujo con potencial. Para 
obtenerla se aplica el principio de conser¬ 
vación de la materia al volumen de con¬ 
trol diferencial, mostrado en la Fig. 4.1 
(de lados dx, dy, dz). 

En el centro de masa P del volumen 
considerado corresponden los valores p y 
v como funciones de punto y del tiempo, 
o bien, el producto pv como función vec¬ 
torial. 

Al pasar a las caras normales al eje x, 
que limitan al elemento de fluido, la fun¬ 
ción pv se incrementa y decrementa en la 
misma cantidad: 


— (pv* — i 


dpv a 


dx 

dpvt, 


■dx) dy dz — 


d>x 


dx dy dz 


Por un razonamiento semejante, la can¬ 
tidad neta de masa que atraviesa las ca¬ 
ras normales al eje y es: 

dpv v , , , 

~dx dy dz; 


dy 


y, la que atraviesa a las normales al eje z : 
dpvz 


dpVg 

dx 


dz 


-dx dy dz. 


■dx. 


•donde el subíndice x indica la componente 
de la función pv según x. De este modo, 
(¿considerando positiva la masa que sale del 
( volumen y negativa la que entra, la canti- 
| dad neta de masa que atraviesa estas ca¬ 
iras es: 


Finalmente, la rapidez de variación de la 
masa contenida en el volumen elemental 
es 

d 


d t 


(pdx dy dz); 


(pv* + Í 


dpv* 

~dx 


■dx)dy dz- 


de tal manera que el principio de conser¬ 
vación de la masa establece lo siguiente: 

* -dx dy dz + -^~^-dx dy dz + 


dx 


dy 
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+ Z ^dxdy dz + ~Ápdx dy dz) = O 
dz & 

y puesto que el volumen elemental esco¬ 
gido no cambia con el tiempo, la ecuación 
anterior se puede simplificar y resulta: 


dpv* Zpvy dpv* + . 

dx + -dy Sz 

O bien, recordando que 


(4.1a) 


div(pv) 


dpv* ’dpVy dpv* 

dx + dy dz 


la ecuación anterior también se expresa 
en la forma 

div pv + = 0 (4.1b) 

OI 

Las Ecs. (4.1a y b) son dos formas de 
expresar la ecuación diferencial de conti¬ 
nuidad, que es la más general para un flu¬ 
jo compresible no permanente; admite las 
siguientes simplificaciones: 

a) Flujo compresible permanente 

(dp/dt =-. 0) ■ 

div(pv) = 0 (4-2) 

b) Flujo incompresible no permanente 
(p - constante) 

div v — 0 (4.3) 

c) Flujo incompresible permanente 

(p = constante, = 0) 

div v = 0 

igual que la Ec. (4.3) para un flujo 
incompresible, sea o no permanente. 


Problema 4.1. Un flujo incompresible per¬ 
manente, con simetría axial respecto del 
eje z (Fig. 4.2), está limitado por una su¬ 
perficie sólida (con la misma simetría) 
cuya forma está definida por la ecuación 
2 r 2 = b (f> radio medido desde el eje z> y 
b una constante) y tiene un campo de ve¬ 
locidades dado por las componentes^ en 
coordenadas cilindricas: v r = a r; v 0 = 0; 
\?g ~2 & z* 

a) Demostrar que se satisface la ecua 
ción diferencial de continuidad. 

b) Determinar la expresión para el gas^ 
to a través de la sección horizontal A-A 
y de la sección cilindrica B-B. 

c) Determinar la velocidad en el punto 
p(r = z== 1-5 m) cuando (3=10.64 m / 
seg (Ref. 20). 






Figura 4.2. Flujo del problema 4.1. 

Solución a). El campo de velocidades, 
definido en coordenadas cilindricas, equi 
vale a las siguientes expresiones en coo5|| 
denadas cartesianas " 

v x = ax 

v v = ay * 

V z = — 2 a z 


Resulta entonces que 
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div v = a + a — 2<z = 0 

esto es, se satisface la ecuación de conti¬ 
nuidad (4.3) y se verifica que el flujo es 
incompresible. 

Para los restantes puntos conviene más 
utilizar las coordenadas polares. 

Solución b). Para la sección horizontal 
A-A, el gasto es 

Vb/z 

Q — \ 2nr (—2az) dr 


„ y/b/z 

Q = 4itaz|í-j —2 xab 

0 

Para la sección cilindrica B-B se tiene: 
b/t* 


Q = 2xr (ar) dz=2aur 2 [z] 

J 0 

0 i 

0 = 2 Ji a b 

c) Para el punto P: 

& = z r 2 = 1.5 X 2.25 = 3.375 m z 

y, considerando el valor de Q, se tiene en¬ 
tonces que 

a - -= 0.502 seg" 1 

2;t b 2x3.1416x3.375 

por tanto, la magnitud de la velocidad 
en el punto P, es: 

v = VVr 2 + v,, 2 = a Vr 2 + 4 z 2 = 

= 0.502 V2.25 + 4 X 2.25 
v= 1.684m/seg 


Problema 4.2. Determinar, para los si¬ 
guientes campos de flujo incompresible, 
aquellos que satisfagan la ecuación de 
continuidad e indicar cuáles son rotacio¬ 
nales (típicos de ira fluido viscoso) y 
cuáles irrotacionales (típicos de un fluido 
no viscoso). 


a) v a =(x—2y) t; v„=—(2 x+y)t 

b) v*=x?cosy; v v ~— 2 x sen y 

C) v.=x+y; v v =x—y 

y 

d) v„=Inx-|-y; v v —xy -— 

e) El flujo indicado en el problema 3.2a. 


Solución a). En todos los casos la ecua¬ 
ción a satisfacer es la (4.3): 


dVm 3V» 

- = r; -- = — f 

dx dy 

div v = t — t = 0 

^í=-2< : ^- = -2t , 

dx dy 

[rotv]„ = 0; [rotv]„ = 0; [rotv],= 




= — 2 1 


fdv v 

dv* 

\ dx 

dy 


Crot v3* = — 2 f + 2 í = 0 

El flujo es no permanente, incompresible 
e irrotacional. 

Solución b). 

dv * . dv v 


= 2 x eos y; 


dy 

div v = 0 


— — 2x eos y 


dv„ dv„ 

— .-2 S en,;^_ = _«*sen, 

[rotv],, = (x 2 — 2) sen y ^ 0 











El flujo es permanente, incompresible y 
rotacional. 

Solución c). 


3v. _ 

Zv„ _ 

“ " * t 

div v 

= 0 

Zx 

Zy 



O) 

II 

M 

Zv. _ 

rotv 

= 0 

Zx 

3y 




El flujo es permanente, incompresible e 
irrotacional. 


Solución d). 
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Lte incompresible y todas las secciones. Las velocidades en 
cada punto de una misma sección trans¬ 
versal poseen un valor medio V, que se 
considera representativo de toda la sec¬ 
ción y de dirección tangencial al eje de 

la vena. . , ,, 

_ i. j: v v _ o Se considera el volumen elemental ele li- 

' quido —mostrado en la Fig. 4.3— limitado 

lateralmente por la superficie que envuel- 
: 1- rotv = 0 ve a la vena líquida, así como por dos 

secciones transversales normales al eje de 
la vena, separadas la distancia ds, donde 
ite, incompresible e s representa j a coordenada curvilínea si¬ 
guiendo el eje de la vena. 

La cantidad neta de masa que atraviesa 
la superficie de frontera, del volumen ele¬ 
mental en estudio, es: 


_ i 
Zx x 
div v = x 


1_ Zv» _ _ j_ 

x ' Zy x 


no satisface la ecuación de continuidad, 
por lo cual no puede existir un flujo in¬ 
compresible con el campo de velocidades 
propuesto. 

Solución e). En el problema 3.2a se de¬ 
mostró que el flujo es rotacional para el 
campo de velocidades propuesto. Además: 

^L = -A; divv = 0 


— P VA = 


J P VA + 

IklALds 


Z(pVA) 

Zs 


y la rapidez con que varía la masa dentro 
del mismo, es Z (p A ds)/Zt. Por tanto, 
el principio de conservación de la masa 
establece que 


Z(pVA) 

Zs 


■ (p A ds) — 0 (4.4) 


luego, el flujo es permanente, incompre¬ 
sible y rotacional. 

4,3.3 Ecuación de continuidad para una 
vena líquida 

La vena líquida mostrada en la Fig. 4.3 
está limitada por la superficie 3 (que ge¬ 
neralmente coincide con una frontera sóli¬ 
da, o por ésta y una superficie libre) y por 
las secciones transversales 1 y 2, normales 
al eje que une los centros de gravedad de 


7 "<? y 
\[ ^ v 






«ia. ^ r. 


Figura 4.3. Ecuación de continuidad para 
una vena líquida. 
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Sin cometer prácticamente error se pue¬ 
de aceptar, en la mayoría de los proble¬ 
mas, que la longitud ds del elemento 
de volumen considerado, no depende del 
tiempo. Éste puede salir de la derivada 
del segundo término de la ecuación an¬ 
terior y simplificarse con el que aparece 
en el primero, de lo cual resulta: . 


Z(pVA) 

Zs 


Z( P A ) 
Zt 


(4.5a) 


Recordando que p, V, A son funciones 
de s y t, al desarrollar las derivadas par¬ 
ciales indicadas se obtiene : 


r-1 97 | P V dA i YA dp i 
3s Zs Zs 


ZA „ Zp 

+ f sr +A ^r = 0 

o bien, con V = ds/dt : 

, ZV i ZA ds ZA 


(4.5b) 


. dV i ( 


3s dt 


♦*(-§r-£—!-)- «*> 

Dividiendo la Ec. (4.5c) entre p A y recor¬ 
dando el desarrollo de la derivada total, 
resulta entonces: 


ZV 1 dA 1 d P 

-(- ---— 4--- — 0 

Zs A dt p dt 


(4.5d) 


que es la ecuación de continuidad para una 
vena líquida donde se produce un flujo 
no permanente y compresible. Un ejem¬ 
plo clásico de su aplicación lo constituye 
el problema de golpe de ariete. En pro¬ 
blemas de flujo no permanente a super¬ 
ficie libre (tránsito de ondas de avenida 
en canales y de mareas en estuarios), 
donde se considera que el líquido es in¬ 
compresible, desaparece el último término 
de la Ec. (4.5d). 

Si el escurrimiento es permanente las 
derivadas con respecto a t que aparecen 
en la Ec. (4.5a) se eliminan y esta ecua¬ 
ción resulta: 


o bien, 


Z(pVA) 


p V A = constante 


(4.6a) 


(4.6b) 


Si, además, el fluido es incompresible: 


V A — constante 


(4.7a) 


Esto significa que es constante el gasto 
que circula por cada sección de la vena 
líquida en un flujo permanente; o bien, 
que para dos secciones transversales 1 y 2 
de la misma, se cumple lo siguiente: 


Q = V 1 A l = V 2 A 2 


(4.7b) 


Problema 4.3. En la Fig. 4.4 se muestra 
la bifurcación de un tubo circular que tie- 


D Á =0.15 m 


D„ = 0.30 ni' 


7, De, = 0.10 m 
D 

// D„ = 0.05 m 


Figura 4.4. Flujo en la bifurcación del problema 4.3. 
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ne los diámetros indicados. El agua que 
escurre dentro del tubo, entra en A y sale 
enCyJ?. Si la velocidad media en B es de 
0.60 m/seg, y en C es de 2.70 m/seg, calcu¬ 
lar las velocidades medias en A y O; el 
gasto total; y el gasto en cada rama de 
la tubería. 

Solución. La ecuación de continuidad 
(4.7) aplicada a la vena líquida, conside¬ 
rada en la Fig. 4.4, conduce a que: 


de donde 


V A = °- 60 (ífjj=) = 2A0 m/seg 


En forma análoga: 


/0.30\ 2 „„/0.10\ 2 

v ‘ - °- 6< W ~ 27 (¡nos) - 

= 21.6— 10.8 = 10.8 m/seg 


Qj> = Vn- 


10.8 X 0.785 X 


X 0.0025 = 0.021 m 3 /seg 

Esto es, el gasto total vale 

Q = Qo + Qd - 0.021 + 0.021 = 

= 0.042 m 8 /seg 

que comprueba el resultado anterior. 

Problema 4.4 En la contracción del duc- 
to, mostrado en la Fig. 4.5, encontrar la 
relación que debe existir entre d y s para 
proporcionar una aceleración uniforme de 
la sección 1 a la 2. Suponer que el flujo 
es permanente y unidimensional (Ref. 12). 



El gasto total es 


Figura 4.5. Esquema aclaratorio del 
problema 4.4. 


«•‘-'A vr . T7 

Q = Vá — 4 — = Va+ Vd ~4~ 
Q = 2.4 X 0.785 X 0.0225 = 0.042 m 3 /seg 

El gasto por el tubo C es entonces: 


Qo = Vo- 


= 2.70 X 0.785 x 


X 0.01 = 0.021 m 3 /seg 
y, el gasto por el tubo D, el siguiente: 


Solución. Considerando que el flujo es 
unidimensional, las velocidades en cada 
sección transversal, normal al eje del con¬ 
ducto, quedan representadas por la velo¬ 
cidad media V. La aceleración para flujo 
permanente es (Ec. 3.5a): 




y, para ser uniforme a lo largo de la con¬ 
tracción, se requiere que sea constante. 
Integrando resulta 
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!; • 2 " — Cl s + C 2 

donde C 1 y C 2 son dos constantes que se 
obtienen de las condiciones de frontera, 
a saber: 


para 

s = 0; 

V = V x ; 

c 2 = 

v 2 

2 

para 

s — L\ 

11 

Cl - 

vi-vy 

2 L 


Luego: 


V* — (V 2 2 — IV) + Vx 2 


Por otra parte, de la ecuación de conti¬ 
nuidad 

I V-(*.)■* 

i v ^-{^y v ' 

’> que, substituidas en la ecuación anterior, 

? resulta 

^ y 2 _ ( _£l_ v , 2 — y, 2 ')— + v , 2 
y-\ d* 1 U/ 1 7Í 1 

( y, de aquí, la relación buscada es: 

I ¿ = DÍ- + 1 


• 4.4 Ecuación de la energía 

¿ 4.4.1 Ecuaciones del movimiento 

¿¿"'Si no se incluyen los efectos termodiná- 
§micos en el flujo ni la adición o extrac- 
| ción de energía mecánica desde el exte- 
| rior (bomba o turbina), es posible derivar 
|: las ecuaciones del movimiento —aplica¬ 


bles al flujo de líquidos— a partir de la 
segunda ley de Newton. Para ello es ne¬ 
cesario considerar las fuerzas que se opo¬ 
nen al movimiento, las cuales desarrollan 
un trabajo mecánico equivalente a la ener¬ 
gía disipada al vencer dichas fuerzas. 

Cuando se aplica la segunda ley de New¬ 
ton a un elemento diferencial de masa de 
líquido, en la forma dF = dm&, se obtie¬ 
nen las ecuaciones del movimiento —a lo 
largo de una línea de corriente— para el 
flujo de un líquido real, no permanente; 
puede generalizarse para una vena líquida 
en flujo unidimensional. La derivación de 
dicha ecuación corresponde a las condicio¬ 
nes particulares del movimiento según el 
sistema natural de coordenadas explicado 
en el subcapítulo 3.3 al derivar las compo¬ 
nentes de la aceleración dadas por las Ecs. 
(3.5), con las características del movi¬ 
miento en la forma ahí explicada. 

Para el planteo de las ecuaciones es ne¬ 
cesario establecer el equilibrio dinámico 
de las fuerzas en las direcciones tangen¬ 
cial, normal y binormal, que actúan sobre 
el elemento líquido (mostrado en las figu¬ 
ras 4.6), con la fuerza de peso como única 
fuerza de cuerpo. Dicho elemento encierra 
al punto P, en el cual existen los valores 
v, p, p, x (velocidad, presión, densidad, es¬ 
fuerzo de fricción). Las componentes de 
las fuerzas que actúan sobre el elemento 
en la dirección + s son las siguientes : 

a) La fuerza de superficie resultante de 
un gradiente de presiones en la dirección 
del movimiento; para la dirección positiva 
de la coordenada curvilínea s (Fig. 4.6b) 
es: 

O’-y-Ir*)*' a ~ 

“( P + T ik ds ) dnib = 

=-- ds dn db 
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■ (normal principal) 


Distribución de la 
velocidad v (”) a I® largo de n 




r.Radio de curvatura 
en el punto i- 

Centro de curvatura 
/ en el punto p 


■ Nivel de referencia 


Figura 4.6 a). Elemento de líquido en un campo de flujo. 


b) La fuerza de superficie, debida a la 
resistencia al movimiento, se puede eva¬ 
luar en términos del esfuerzo tangencial 
de fricción x, el cual varía únicamente en 
la dirección n dado que en la inmediata 
vecindad del punto P no hay variación de 
la velocidad en la dirección b. Esta fuer¬ 
za es: 

(x + ——dn \ ds db — 

V 2 2>n } 

(,-L*L¿ n \dsdb = 2-d«ásdb 

V 2 dn / dn 

c) La componente de la fuerza de cuer¬ 
po, debida al propio peso del elemento. 
Con eos 6 = dz/ds, vale: 

-Pgds dn dbcos$ = -pgds dndb- |j- 


La segunda ley de Newton —aplicada al 
elemento— establece que la suma de estas 
fuerzas es igual a la masa del elemento, 
multiplicada por la componente a, de la 
aceleración dada por la Ec. (3.5a). Puesto 
que en todos los términos que representan 
fuerzas aparece el volumen del elemento 
ds dn db, resulta entonces: 


Zp 

{ , 

dx 

dz] 

ds dn db ■■ 

ds 

- i 

dn 

pg ds J 


J 

d 

( V 2 


| ds dn db 

= P[- 

ds 

V 2 

/ + dt 



Dado que p ds dn db representa la masa 
del elemento, si los términos de la ecua 
ción anterior se dividen entre aquella 
cada término representará una fuerza pq|j 
unidad de masa. Resulta entonces qué,' 
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( p — i dsdb 

2 5» 


(t+ t 


ib —L ds ) dndb 
' H 2 as 






ds dn db 


. ( p 4- — ds ) dndb 

' V T 2 3í 


(t — — dn) dsdb 
v 2 Zn 


i p —L dn) dsdb 

r 2 Z" 


Nota: Las dimensiones del elemento son ds, dn y db, medidas a través de su centro; v,p, p y -r, los 
valores medidos en P. r • 

Figura 4.6 b). Componentes de las fuerzas que actúan sobre el elemento. 


1 Zp 

1 

4- „ 

dx ' dz 

P ds 

P 

dn S ds 

Z 

/ V 2 


ds 

" vT 

) • dt 


(4.8a) 


■ésta es la primera, ecuación diferencial del 
movimiento. El primer término es debido 
al gradiente de presiones en la dirección 
de la línea de corriente; el segundo, la 
fuerza de resistencia causada por la fric- 
fcióh interna y que induce la disipación de 
(¡energía; el tercero, la fuerza de peso (to¬ 
ldas estas fuerzas son por unidad de masa); 
[finalmente, el cuarto término (segundo 
ímiembro) es el cambio de energía cinética 
^aceleración convectiva) que experimenta 
ja unidad de masa a lo largo de, la Enea 
de corriente; y, el último, la aceleración 
íócal de la misma. 

| La Ec. (4.8a) se há derivado por simpli¬ 
cidad para un elemento de área trans¬ 
versal constante. Sin embargo, el mismo 
resultado se obtiene si el elemento es di- 
prgente (Ref. 12). 

I En la misma forma se establece el equi¬ 


librio dinámico del elemento, ahora en la 
dirección de la normal principal a la línea 
de corriente, sobre la cual la componen¬ 
te de la aceleración está dirigida en sen¬ 
tido negativo de n y está expresada por la 
Ec. (3.5b) y donde, además, no existe fuer¬ 
za de fricción. Resulta: ' • 


dn ds db ~ p g ds dn db 
dn * 2>n 


= — p - ds dn db 

r 


donde r es el radio local de curvatura 
de la línea de corriente. Dividiendo entre 
P ds dn db, se tiene: 




(4.8b) 


La Ec. (4.8b) permite determinar la dis¬ 
tribución de la presión en la dirección de la 
normal principal de la línea de corriente, 
si se conoce la distribución de v sobre la 
misma. Es válida para el flujo compre- 
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sible permanente o no permanente y sus 
diferentes términos representan a las fuer¬ 
zas por unidad de masa. 

En el caso de que la línea de comente 
sea de curvatura despreciable (r = 00 )■ el 
segundo término de la Ec. (4.8b) vale cero. 

Finalmente, del equilibrio dinámico se¬ 
gún la dirección de la binormal, resul¬ 
taría: 

_ 1 JW. - 2 — = 0 (4.8c) 

P db 5 db 

debido a que = 0 Ec. (3.5c). La ecua¬ 
ción (4.8c) es válida para el flujo perma¬ 
nente o no permanente y sus términos 
también representan a fuerzas por unida 

de masa. , c 

Si se trata del flujo de líquidos los efec¬ 
tos térmicos no tienen influencia, su p 
y, además, es común que los cambios de 
pyt, con la posición del punto, sean más 
importantes que los que pueda experimen¬ 
tar p (aun en golpe de ariete). Por tanto, 
las Ecs. (4.8) para el flujo de líquidos se 
pueden escribir en la forma: 

'"sTVV/ 8 ds ^ dn \ p/ 

(4.9a) 

" as \ 2 / dt 

3 — (4.9b) 

Zn V P / dn r 


= grad(^-)+rotvxv+- 


4.4*2 Ecuaciones del movimiento sobre 
una línea de corriente 

Es importante el poder efectuar la in¬ 
tegración de la Ec. (4.9a) a lo largo de 
una línea de corriente. Sin embargo, debi¬ 
do al carácter tensorial del esfuerzo de 
fricción t, dicha integración es compleja 
si no se hacen consideraciones simplifica 

torias. , , _ lA( . N 

Puesto que los términos de la Ec. 14.9a) 
representan fuerzas por unidad de masa 
al dividir la misma entre g dichos térmi 
nos expresarán ahora fuerzas por uni 
dad de peso. Haciendo esta operación con 
y — P g, y ordenando, resulta: 


-(' + f + 

(t) ” 7 


V 2 

*■ 2g . 

i dv 
g dt 


(4.10a) 


Si, además, los términos de la ecuación? 
anterior se multiplican por ds, los resuk» 
tantes expresarán los trabajos mecánicos; 
realizados por las fuerzas (por unidad de, 
peso) a lo largo de la línea de corriente, oj 
bien, las energías equivalentes (también 
por unidad de peso): 


3 (= 0 (4.9c) 

db V p / db 

Todavía más, considerando las ecuacio¬ 
nes (3.6) y (3.8), la forma vectorial de las 
ecuaciones del movimiento (4.9a, b, c) es 
(Ref. 12): 


—|-(z + — ds + 

3s \ Y 2g / 

+ ds (4.10b 

3n V y / S 31 

La integración de esta ecuación sob 
una línea de corriente conduce a que 


z + — + 
Y 


Jsdn \ Y / 


— grad 


•+ gz) + 


-(f)- -fw-fBr* 




I 


ecuación de la energía 


El término j ds se interpreta 

como la energía, por unidad de peso, uti¬ 
lizada para vencer las fuerzas de fricción 
y que se transforma en energía calorífica 
no aprovechable en el movimiento. Por 
esta razón se considera una pérdida de 
energía que se designará por hr. De esta 
manera, la Ec. (4.10) será: 


P v* , 

: ZH-h —r + hr -i 

y 2g g "« dt 

| (4.11) 

donde C(t) es una constante de integra- 
F ción que es función únicamente del tiem¬ 
po. Esta es la ecuación del movimiento 
| para una línea de corriente en un flujo 
de un liquidó real (rotacional) no perma- 
f hente; asimismo, relaciona las diferentes 
transformaciones de la energía por unidad 
de peso a lo largo de una misma línea de 
corriente. Su forma diferencial, equiva¬ 
lente a la Ec. (4.10b), es 

3 / p v 2 \ 1 dv 

i -zr\ z+ i + '2f +hr )-~j^r 

(4.12) 

La Ec. 4.11 admite las siguientes sim¬ 
plificaciones : 

¿z) Si el flujo es permanente, la integral 
: de la Ec. (4.11) desaparece y C(í) = C 1 
(constante). 

F* z + I. + ^- + hr = C 1 (4.13) 
Y 2g 

i; . b) Si en el flujo, además, no hay fric- 
| ción, la Ec. (4.13) toma la expresión: 


1 

= C(í)~- 

g 


. P , v _ r 

Z +-f- -r—• — C -2 

Y 2g 


(4.14) 


que es la ecuación de Bernoulti para una 
línea de corriente. 


Por lo que respecta a la componente 
dada por la Ec. (4.9 b), es interesante la 
integración para el caso en que las líneas 
de corriente fuesen rectas o de curvatura 
despreciable, en un flujo permanente. Para 
este caso, r = *> o muy grande y dicha 
ecuación es: 


<í-)- 


Por tanto, la integración en la direc¬ 
ción de la normal a la línea de corriente 
conduce a: 


— + z — constante 
Y 


(4.15) 


lo cual significa que la presión se distri¬ 
buye de manera hidrostática en la direc¬ 
ción de la normal principal. Un resultado 
análogo se obtiene para la componente en 
la dirección de la binormal. 


4.4.3 Ecuación de la energía para una 
vena líquida 

El considerar que los valores de z, p, p, 
hr y v, sobre una línea de corriente ideal 
que coincidiera con el eje de una vena lí¬ 
quida, fueran representativos de cada sec¬ 
ción, no implicaría un error apreciable y 
la Ec. (4.12) sería igualmente válida 
para la vena líquida de la Fig. 4.3. Esta 
consideración es suficientemente precisa 
por lo que respecta a los términos que 
contienen las cuatro primeras magnitudes, 
pero será menos exacta en lo que se re¬ 
fiere a los que contienen a v. En efecto; 
al existir una distribución de velocidades 
en la sección, que además se aparta del 
valor medio V (Fig. 4.7), se comete un 
error en el cálculo de dicho valor medio. 

Puesto que en las ecuaciones (4.11) y 
(4.12) el término vV2g representa la ener¬ 
gía cinética que posee la unidad de peso, 
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Eje de !a vena- 



Distribución uniforme 
'según la media V 


Distribución real 
~ de velocidades 


Figura 4.7. Distribución de velocidades en una sección. 


la que corresponde al peso del líquido que 
atraviesa el área dA en la unidad de tiem¬ 
po será : y vdA vV2g. En la misma forma, 
la energía cinética que posee todo el peso 
del líquido que fluye a través de una sec¬ 
ción de la vena líquida, en la unidad de 
tiempo, es yVAalP/lg, donde a corrige 
el error de considerar el valor medio de 
la velocidad. Se debe entonces satisfacer 
lo siguiente: 


V 2 

a - -y VA 

2 g 


-U 


• y v dA 


Puesto que y representa el valor medio 
del peso específico en toda la sección, re¬ 
sulta que 

-tJL té)’"' <416) 

Por un razonamiento análogo con el úl¬ 
timo término de la Ec. (4.12), se tiene 

PVpVA = || vpvdA 

p-^ÍUv)’ dA (417) 

Los coeficientes a y P se conocen como 
coeficientes de Coriolis y de Boussinesq, 
respectivamente. Con estas correcciones 
la Ec. (4.12) resulta así: 


-(* + 7 + “ 


2 g 

i apy, 

g 9 1 


(4.18) 


que es la ecuación diferencial de la ener¬ 
gía para una vena líquida, llamada tarn 
bién ecuación dinámica. Si esta ecuación 
se integra entre dos secciones, 1 y 2 de 
la vena líquida, se obtiene:. 


Zl+ íi +ai Zil 

Y 2g 


= z 2 + 


y 2 g 


+ 2hr + — 
X g 


¡ 9(pn 


(4.19) 


es decir, la ecuación general de la energía 

2 

para una vena líquida, donde 2 K repre¬ 
senta la disipación de energía interna del 
flujo, entre las secciones 1 y 2, que ade¬ 
más, incluye la constante de integración 
C(t). 

4,4,4 Interpretación de la ecuación de l» 
energía 

Con el objeto de entender mejor las di-| 
ferentes aplicaciones de la Ec. (4.19), es 
adecuado hacer una interpretación física 
de los diferentes términos que intervienen 
en ella. El análisis de cada uno de suS 
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términos muestra que corresponden a los 
de una longitud o carga. El término z, 
medido desde un plano horizontal de re¬ 
ferencia, se llama carga de posición; p/y 
es la carga de presión; a V^/lg la car- 
2 

ga de velocidad; 2 h r la pérdida de 
i f* m 1 

carga y — 1 - ds la carga corres- 

g Ji 0í 

pondiente al cambio local de la velocidad. 

La Ec. (4.19) establece las relaciones 
entre las diferentes transformaciones de 
la energía mecánica del líquido, por uni¬ 
dad de peso del mismo LF L/Fl. La carga 
de posición es la energía potencial; la 
carga de presión es la energía correspon¬ 
diente al trabajo mecánico ejecutado por 
tas fuerzas debidas a la presión ; lá carga 
de velocidad es la energía cinética de toda 
la vena líquida; la pérdida de carga es la 
energía transformada en otro tipo de ener¬ 
gía (transferencia de calor) que, en el caso 
de los líquidos, no es utilizable en el mo¬ 
vimiento ; y, finalmente, la carga corres¬ 
pondiente al cambio local de la velocidad 
es la energía utilizada para efectuar di¬ 
cho cambio. 

a) Si el flujo es permanente,-= 0 

, 

y la Ec. (4.19) sé reduce a la expresión: . 


, , Px , „ Vi „ , P2 , 

Zx -f-f- a i ~t — = Z 2 H-h 

Y 2g y 


7 , P2 , V 2 2 

Z 2 H-+ —=— 

Y 2g 


(4.21) 


a 2 -h 2 hr 

2 g 1 


b) Si, además, no hay pérdida de ener- 
2 

gía, 2 h r = 0 y los coeficientes cq = ctj = 1, 

la Ec. (4.20) adopta la forma llamada 
ecuación de Bemoulli para una vena lí¬ 
quida, esto es: 

P, V> 2 

Zi H-1—r— = 

Y 2 g 


p V 2 

c) Si H — z + — + a——represéntala 
Y 2 g 

energía por unidad de peso que tiene el lí¬ 
quido en una determinada sección, la cual 
es medida desde el plano horizontal de 
referencia, la Ec. (4.20) se simplifica así: 


Hx - H„ + 2 hr 
i 


(4.22) 


En una determinada sección la energía de 
un volumen v del líquido, respecto del 
plano horizontal de referencia, es: 

E — y H v 

y, por definición de energía y potencia, en 
esa sección esta última vale: 


dt dt 


Además, por definición de gasto, la ener¬ 
gía del líquido en la unidad de tiempo, 
esto es, su potencia, vale 


P = yQH 


(4.23) 


donde: 


(4.20) Y peso específico del líquido, en kg/m 8 ; 

H energía total respecto del plano de re¬ 
ferencia, en m; 

: ener- q g as to en la sección considerada, en 
_ i m 8 /seg; 

imada P potencia del líquido, en kg m/seg. 
na lí- 

Esto es, si se multiplican ambos miembros 
de la Ec. (4.22) por y Q, para el flujo per¬ 
manente, esta ecuación se puede también 
expresar en la forma ■ 
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P 1 = P 2 + 2 P r 

1 


(4.24) 


Una interpretación física de cada uno de 
los términos de la Ec. (4.19) para una con¬ 
ducción forzada con escurrimiento no per¬ 
manente, se muestra en la Fig. 4.8, la cual 
tendría validez para un instante determi¬ 
nado. Con este esquema se pueden hacer 
las siguientes definiciones. 

1. La línea de energía une los puntos 
que indican en cada sección la energía de 
la corriente. 

2. La línea de cargas piezométricas o 
gradiente de cargas de presión, une los 
puntos que marcan en cada sección la 

suma de las cargas z + P or arriba del 

plano de referencia. 

De acuerdo con estas definiciones la lí¬ 
nea de cargas piezométricas está separada 
de la línea de energía, una distancia ver- 

V 2 1 f* d$V , 

tical a —— +. — — — ds, correspon- 

2e g Ji Zt 


diente a cada sección. Al mismo tiempo 
se pueden hacer las siguientes generaliza¬ 
ciones. . 

1. La línea de energía no puede ser hori¬ 
zontal o con inclinación ascendente en la 
dirección del escurrimiento, si el líquido 
es real y no adquiere energía adicional 
desde el exterior. La diferencia de nivel 
de la línea de energía en dos puntos dis¬ 
tintos representa la pérdida de carga o di¬ 
sipación de energía por unidad de peso 
del líquido fluyente. 

2. La línea de energía y la de cargas 
piezométricas coinciden y quedan al nivel 
de la superficie libre para un volumen de 
líquido en reposo (por ejemplo, un depó¬ 
sito o un embalse). 

3. En el caso de que la línea de cargas 
piezométricas quede en algún tramo por 
debajo del eje de la vena líquida, las pre¬ 
siones locales en ese tramo son menores 
que la presión cero de referencia que se 
utilice (comúnmente la presión atmos¬ 
férica). 


* E nergía total en la sección 1 
Línea de energía I 



gí a* 


Figura 4.8. Interpretación de la ecuación de la energía para una conducción forzada. 


ecuación de la energía 


129 



En la Fig. 4.9 se muestra la disposición 
de las líneas de energía, y de cargas piezo¬ 
métricas, de una instalación hidroeléctrica 
donde el flujo es permanente; la turbina 
aprovecha la energía disponible H a , En 
la Fig. 4.10 se muestra el mismo esquema, 
pero en este caso se trata de una insta¬ 
lación de bombeo. Para los dos casos la 
Ec. (4.19) se escribe como sigue: 


Zj = Z 2 4" -h 2 hr + 

2g 1 

+ i hr + Ha, > 
a 


(4.25) 


En la instalación hidroeléctrica la turbina 
queda generalmente muy próxima a la sec- 
2 

ción 2 y el término 2 h r es despreciable. 
& 

Por lo que respecta al término H a ,» éste 
se ha empleado en la Ec. (4.25) como una 
energía cedida o añadida al flujo y tiene 
las dimensiones de una longitud. En efec¬ 
to', por definición de potencia' (Ec. 4.23) 
tenemos que: 

„ _ P 

LÍfl, 5 —— \L-- 


Energía total en la sección 1 


es la energía neta por unidad de peso 
que cede o se transmite al líquido por 
efecto de la máquina; tiene signo positivo 
en la Ec. (4.25) cuando el líquido cede 
energía (turbina) o negativo cuando la 
recibe (bomba). Aún más, si P» es la po¬ 
tencia nominal de la máquina y r\ su efi¬ 
ciencia, entonces 

Ha, s - —(4.26a) 
T) yQ 

si se trata de una turbina; y 

=-- (4.26b) 

si es una bomba. 

En el caso de una conducción a super¬ 
ficie libre en escurrimiento continuo (fi¬ 
gura 4.11), con líneas de corriente de cur¬ 
vatura despreciable y paralelas, es más 
adecuado medir la carga de posición des¬ 
de el plano de referencia hasta el púnto 
más bajo de la sección transversal, esto 
es, hasta la plantilla del canal. La carga 
de presión coincide con el tirante y de la 
sección, es decir, con el desnivel entre 


. Línea de energía 
—» Línea de cargas piezométricas 


I I Turbina . £. 


Nivel de referencia 


Í-. Figura 4.9. Líneas de energía y de cargas piezométricas en una instalación hidroeléctrica. 


















130 


ecuaciones fundamentales de la hidráulica 


Linea de cargas piezométricas - 


- Línea de energía 




~2f T-- a 


- Nivel de referencia 


Figura 4.10. Líneas de energía y de cargas piezométricas en una instalación de bombeo. 


la superficie libre y la plantilla, siempre 
que sea pequeño el ángulo O de inclinación 
de la plantilla, Esto equivale a considerar 
que la distribución de presióneles hidros- 
tática y que no existen componentes de la 
aceleración normales a la dirección del 

flujo- . 


Supeifície libre 


Línea de corriente ■> 


-Línea de energía 
V- 


,(icos8 ' I \ 

J! S 


como — = d eos O, en que d es el tirante 

medido en dirección perpendicular a la 
plantilla del canal; o bien, siendo y eos 0 = 

— d, — = y eos 2 9, donde y es el tirante 
Y 

medido verticalmente. De este modo, la 
suma de las cargas de posición, presión y 
velocidad es 


o bien 


H — z + d eos O + —— (4.27a) 

¿8 


H =. Z + y eos 2 0 + (4.27b) 


Nivel d e referencia r 

Figura 4.11. Cargas de posición, presión y de ve¬ 
locidad en un escurrimiento a superficie libre, 

Finalmente, la carga de velocidad se 
mide desde el nivel de la superficie libre 
del agua hasta la línea de energía. En el 
caso de que sean los ángulos 0 > 10, 
la carga de presión es distinta y se evalúa 


donde V representa la velocidad media en 
la sección perpendicular a la plantilla 
correspondiente al tirante d. 

La pérdida de energía que se produce 
al escurrir un líquido real puede deberse 
no sólo al efecto de fricción entre las par¬ 
tículas del líquido y las fronteras que con¬ 
finan a la vena líquida, sino —además— al 
efecto de separación o turbulencias indu¬ 
cidas en el movimiento al presentarse obs- 
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táculos o cambios bruscos en la geome- lineal cantidad de movimiento de la masa 
tría. El primer tipo de pérdida se conoce de fluido, es decir: 
como pérdida de energía por fricción; 

es proporcional a la longitud de recorrido d(Mv) 

y suele adquirir gran importancia en es- ^ = ¿ t (4.28) 

tructuras largas. El segundo tipo de pér¬ 
dida se conoce como pérdida menor y se fuerzas extemas son de dos tipos: 

concentra en el sitio mismo en que se orí- a) Fuer2 as de superficie que actúan so- 
® ina * bre la masa de fluido y, a su vez, pueden 

ser (subcapítulo 1.2): 

Fuerzas F„, normales a la frontera de la 
4.5 Ecuación de la cantidad de moví- masa, que se pueden evaluar en términos 
miento de las intensidades de presión sobre la 

misma. Conviene aquí observar que la pre- 
La ecuación de la cantidad de movimien- s ión comprende, además de la presión es¬ 
to en un cuerpo libre o volumen de control tática, la dinámica ejercida por el flujo, 
se deriva de la segunda ley de Newton. Se Fuerzas Fr, tangenciales a las fronteras 
conoce como la cantidad de movimiento de la masa, que se püeden medir en tér- 
de un elemento de masa Ai al producto de minos del esfuerzo tangencial sobre la 
ésta por su velocidad. Por tanto, la se- misma. 

gunda ley de Newton establece lo que b) Fuerzas de cuerpo F„, generalmente 
sigue. las de peso propio. 

La suma vectorial de todas Jas fuer- La masa que fluye en la unidad de tiem- 
zas F que actúan sobre una masa de fluido po, a través de un elemento de superficie 
es igual a la rapidez del cambio del vector dA de la que encierra al volumen de coñ- 



Figura 4.12. Derivación de la .ecuación de la cantidad de movimiento para un volumen de control. 
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trol (mostrado en la Fig. 4.12), es pv - dA. 
Se recuerda que la magnitud del vector 
dA es igual al área del elemento de super¬ 
ficie ; su dirección normal al mismo ele¬ 
mento; y —por convención— positivo si 

se dirige hacia afuera del volumen. Por 
tanto, pv • dA es positivo si el fluido sale 
del volumen, dado que el producto escalar 
tendría ese signo, y negativo en caso con- 
trctrxo* 

La variación en el tiempo, de la canti¬ 
dad de movimiento a través del elemento 
dA, será entonces 

pv (v • dA) 

En cualquier instante la masa de un ele¬ 
mento diferencial es pdv, donde la densi¬ 
dad del elemento depende del instante que 
se considere y de la posición del mismo 
dentro del volumen de control. La canti¬ 
dad de movimiento de dicho elemento de 
volumen será entonces: y pdv. 

El cambio total de la cantidad de movi¬ 
miento en el tiempo, en todo el volumen 
de control, será entonces: 


d(Mv) 

dt 


= || pv(v • dA) ■ 

JLfíf y pdv 
3 1 ilivo 


(4.29) 


La Ec (4.29) aplicada al volumen de 
fluido -de la Fig. 4.12- fijo respecto 
de un marco de referencia, conduce a que 

F , + F, + F.= 55,/ ,<WA) + 

(4,30) 


Si en esta ecuación se considera que el 
fluio ocurre únicamente a través de por¬ 
ciones de la superficie SC, siendo los vec¬ 
tores velocidad aproximadamente norma¬ 
les a la sección (con valores medios para 
v y p ), la primera integral de la Ec. (4.30) 
para cada porción de la SC, es de la forma 
siguiente: 

[f vpvdA = fí P^dA = 

donde 6 es el mismo coeficiente de correc¬ 
ción de la Ec. (4.17). De este modo, la 
Ec. (4.30) resulta así: 


F P + Fr + F„ = 2 (p Q P V) + 


(4.31) 




llamada ecuación de la cantidad de moví', 
miento, y es la más general que pueda 
obtenerse para un volumen de control fijo. 
El término 2(pQpV) corresponde a la 
suma de las cantidades de movimiento del 
total de partes de área en que se ha di¬ 
vidido la superficie de control. La última 
integral representa la variación que en el 
tiempo experimenta la cantidad de movi¬ 
miento de la masa contenida en el volu¬ 
men de control. Si el flujo fuese unidi¬ 
mensional el cuerpo libre estudiado sena 
como el que se muestra en la Fig. 4.3 y la 
integral de la Ec. (4.31) se podría calcular 
como sigue: 




vdA = • 


o sea, la ecuación de la cantidad de mo¬ 
vimiento para un volumen de control lijo. 
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y la Ec. (4.31) para el flujo unidimensio¬ 
nal sería 

F, + Fr + F e = 2 (pQPV) + 

(4.32) 

+ f P O ds 

3 1 J B 

Si el flujo es permanente la integral en 
las Ecs. (4.31) y (4.32) vale cero. Si ade¬ 
más de permanente es incompresible, p es 
constante y la Ec. (4.32) resulta: 

Fp + Ft + F„ = p 2 (Q {5 V) (4.33) 

ecuación vectorial que obviamente se pue¬ 
de escribir a través de sus componentes, 
a saber: 

F pi + Fr* + F„ = p 2 (Q p y.) (4.33a) 
Fp„ + Fr v + Fcv = p 2 (Q P V v ) (4.33b) 
F pz -F Fn- + F<a = p 2 (Q p V e ) (4.33c) 

La Ec. (4.33) será la ecuación de la can¬ 
tidad de movimiento de mayor aplicación 
en este libro; para ello conviene observar 
los siguientes pasos: 

a) Se elige el volumen de control con la 
amplitud que tenga interés en el estudio 
y se trata como un cuerpo libre; dicho 
volumen debe estar completamente lleno 
de líquido. 

b) Las fuerzas de superficie Fp y Fr se 
consideran acciones debidas a la presión 
y esfuerzo cortante, respectivamente, que 
se aplican desde el exterior hacia el VC 
(las acciones del líquido sobre sus fron¬ 
teras son iguales pero de sentido opues¬ 
to). Por lo que respecta a las fuerzas de 
presión éstas pueden ser de tipo estático 
y dinámico y, en ocasiones, conviene se¬ 
pararlas en la forma: 

Fp = Fp„ -f- Fpi 


Las fuerzas debidas al esfuerzo cortan¬ 
te se consideran como la acción de la fric¬ 
ción desde la frontera hacia el líquido 
y, en ocasiones, puede ser difícil eva¬ 
luarlas. 

c) Las fuerzas de cuerpo pueden ser 
de cualquier tipo pero, en general, serán 
fuerzas debidas al peso del volumen de 
control y aplicadas en su centro de gra¬ 
vedad. 

d) V representa el vector velocidad me¬ 
dia del gasto Q que atraviesa una cierta 
porción de la superficie de control; se 
considera aplicado en el centro de grave¬ 
dad y en la dirección normal a las porcio¬ 
nes de área de la. SC. De esta manera, cada 
producto QpV que integran el término 
2(Qp V) de las Ecs. (4.31) ó (4.33) será 
un vector con la misma dirección que V 
y con el sentido que lleva el flujo al pasar 
sobre la porción de área analizada. Ade¬ 
más del signo que les corresponda en la 
suma, según la dirección y sentido de V, 
se deberá afectar cada término con un 
signo: positivo si el gasto sale delvolu¬ 
men de control y negativo en caso con¬ 
trario. Finalmente, P representa el coefi¬ 
ciente de Boussinesq para corregir el 
efecto de considerar una velocidad media 
en lugar de la verdadera distribución de 
velocidades sobre la porción de área. 

4.6 Sobre la aplicación de las ecuaciones 
de la energía y de la cantidad de 
movimiento 

Las ecuaciones de la energía y de la can¬ 
tidad de movimiento se aplican de ma¬ 
nera diferente y, si se hace correctamen¬ 
te, ellas describirán un flujo con idénticos 
grados de exactitud. Sus principales di¬ 
ferencias se encuentran en su estructura: 
mientras la ecuación de la cantidad de 
movimiento es vectorial y engloba fuerzas 
totales y condiciones externas —sin tomar 
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en cuenta los cambios internos de ener¬ 
gía— la ecuación de la energía es por él 
contrario escalar y toma en cuenta los 
cambios internos de energía y no las fuer¬ 
zas totales y condiciones externas. 

En muchos casos, una de las dos ecua¬ 
ciones es suficiente para el análisis de un 
problema; la elección entre ellas depende 
que sean las fuerzas totales o la energía 
del flujo la que se necesita en la solución. 
En otros casos, por el contrario, la na¬ 
turaleza del problema es tal que resulta 
necesario usar las dos ecuaciones si¬ 
multáneamente para estudiar la solución 
completa. 

En general, cualquiera que sea el sis¬ 
tema de ecuaciones por usar, éste se de¬ 
berá plantear entre secciones finales con 
condiciones de frontera perfectamente de¬ 
finidas, es decir, entre aquellas secciones 
de la conducción en las que se conozcan 
con, exactitud los valores de la energía de 
posición, de presión y de velocidad y, por 
lo misma, la energía total. 

Estas secciones son las siguientes. 

a) La superficie libre del líquido, en un 
recipiente al cual se conecta el conducto. 

b) La sección final de un chorro des¬ 
cargado por un chiflón a las condiciones 
atmosféricas (o dentro de un espacio lle¬ 
no de gas a presión constante). 

c) Secciones intermedias de una con¬ 
ducción a las cuales confluyen o se bifur¬ 
can ramales, donde la energía sea común 
para todas las ramas. 

También es conveniente conocer la im¬ 
portancia de los coeficientes de Coriolis 
y Boussinesq que afectan, tanto a la ecua¬ 
ción de la energía como a la de la cantidad 
de movimiento. Dada su magnitud, por 
las Ecs. (4.16) y (4.17) se observa que ésta 
depende principalmente de la forma que 
tiene la distribución de velocidades en la 
sección considerada. 

Suponga que la distribución de veloci¬ 
dades en una sección cualquiera de una 


vena líquida es como la mostrada en la 
Fig. 4.13, con un valor medio V, de la ve¬ 
locidad. Si se considera que la velocidad 
en un punto cualquiera de la sección se 
puede determinar con el valor de la me¬ 
dia, más una fracción de la misma, se 
puede escribir que: 

v = V + kV = (1 + k)V 

en que — 1 < k < 1, siendo k una función 
de punto. 


4 - 14 - 

Figura 4.13. Distribución de velocidades 
en una sección. 

Entonces, el coeficiente de Coriolis vale: 

4ÍL <1 + 

= i-jj (l + 3 k + 3 k? + k 3 ) dA l 
o bien, 




(4.34) 
k 5 dA 


Por otra parte: 


* 4 ) 1 ^- 

= || (1 + k ) dA = A -f- j*j* k dA 


sobre la aplicación de las ecuaciones 
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Se deduce que la integral jj kdA debe 

valer cero. Además, para k < 1, k?~ 0; 
así resulta que 

asi + — JJ k? dA . (4.35) 
En la misma forma/ f3 resulta: 

e=4j£(>+ «’<« = 

4|f (1 +2k + k?)dA = 

; ‘ 1+ xíí/^ / 

Si se combina esta ecuación con la (4.35), 
se deduce que 


P.« 1 + 


a- 1 


(4.36) 


| y es suficiente calcular a para conocer de 
¡f inmediato a (3. 

Se observa que por ser k < 1, los coefi- 
|. cientes a y |3 son siempre mayores de 1. 
|-, En el caso de escurrimientos donde la 
I. distribución de velocidades se aproxima 
a la media (escurrimientos turbulentos), 
|; los valores de a y p se aproximan a 1; y 
| : en caso contrario (escurrimientos lami- 
. nares), a y (3 alcanzan los valores máximos 
¿' de 2 y 1.33, respectivamente. Sin embar- 
¡Tgo, en el caso de escurrimientos lami- 
v ’nares, la carga de 'velocidad es pequeña 
s en comparación con las restantes. 

L La evaluación de los coeficientes a y (3 
; requiere, obviamente, el conocimiento pre- 
i vio de la distribución de velocidades en 
, cada sección; en la mayoría de los pro- 
| blemas de hidráulica los escurrimientos 
\ son turbulentos y es común considerar 
i - " que a ~ P ~ 1. Sin embargo, debe tenerse 
¡^presente que es posible inducir con ello 



Figura 4.14. Sección transversal de un río. 

un error de consideración, sobre todo en 
aquellos escurrimientos, aun turbulentos, 
en que existan problemas locales de se¬ 
paración o de otra índole, que modifiquen 
completamente el perfil de velocidades 
respecto del uniforme. 

A menos de ser indispensable, es común 
suponer que ambos coeficientes valen 1 
y que son más importantes otros factores 
—de índole estimativa— que el error que 
por este concepto pueda cometerse. 

Cuando se conoce por medición directa 
la magnitud de la velocidad en diferentes 
puntos de una sección, a cada punto se le 
considera una área de influencia AA ( 
(Fig. 4.14) y, tanto la magnitud de la 
velocidad media como la de los coeficien¬ 
tes, se puede determinar por incrementos 
finitos en la forma aproximada 

F~— 2 Vi A Ai (4.37) 

A <_1 

« ~ —-— 2 vdAAi (4.38) 
A V s 

P~— 2 Vi 2 A Ai (4.39) 

. A V 2 

donde n es el número de elementos AA< 
elegidos. Es más, si los incrementos de 
área AA<, son todos iguales, las ecuaciones 
anteriores se simplifican a la manera si¬ 
guiente : 

1 * 

V~~- 2 v< 

n «-i 


i 


(4.40) 
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<x«_L 2 Vi * (4.41) 

nV 3 4 -' 1 

S^JL 2 v ? . (4.42) 

nV 2 


4.7 Dispositivos de medición y de aforo 

4.7.1 Sondas de presión, tubos de Pitot 
y de Prandtl 

Existe una serie de aparatos y dispo¬ 
sitivos para la medición de las caracterís¬ 
ticas de un flujo, como presión, veloci¬ 
dad, gasto, etcétera, cuyas mediciones se 
interpretan con base en las ecuaciones fun¬ 
damentales. 

Cuando se desea medir la presión o la 
velocidad en un punto del interior de un 
líquido en movimiento, se presenta la di¬ 
ficultad de que la introducción de cual¬ 
quier aparato,. dentro del escurrimiento, 
produce distorsiones del flujo en el sitio 


mismo donde se desea efectuar la medi¬ 
ción. A pesar de esto, mediante un diseño 
adecuado del dispositivo, se pueden re¬ 
ducir dichos problemas al mínimo posible. 

En el inciso 2.3.1 se mostraron algunos 
dispositivos para medir los valores me¬ 
dios de la presión en la pared o en una 
sección del conducto. En el caso de que 
se desee medir la presión en un punto 
dentro de un líquido, se utiliza la sonda 
de presión (Fig. 4.15a), que consiste en un 
tubo doblado en ángulo recto, con orifi¬ 
cios de entrada en la rama horizontal cor¬ 
ta, localizados a una distancia igual a tres 
veces el diámetro del tubo a partir del 
extremo ojival del mismo. 

Un tubo doblado, como el de la figu¬ 
ra 4.15b, se conoce como tubo de Pitot; si 
el extremo abierto del tubo se coloca en 
un punto dentro de un líquido en movi¬ 
miento, en dirección normal a la corrien¬ 
te, la diferencia de niveles A h entre las 
ramas verticales de un manómetro de 
mercurio (o bien directamente de un 



b) Tubo de Pitot c ) Tubo de Prandtl 

Figura 4.1S. Medidores de presión y velocidad. 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 



dispositivos de medición y de aforo 


tubo piezométrico) mide la carga total 
p v 2 

-b -z —, en el punto considerado. 

Y 2g 

Debido a que en el punto extremo del 
tubo (punto 2 de la Fig. 4.15b) el cual se 
coloca dentro del flujo, corresponde a un 
punto de estancamiento (velocidad v 2 =0), 
la carga de presión en dicho punto se 
puede determinar a partir de la ecuación 
de Bemoulli aplicada sobre una línea de 
corriente horizontal, a saber: 


Pí = Pi + Y-r— 

2g 

Para que se satisfaga el equilibrio estático 
con el manómetro de mercurio, se debe 
cumplir: 

p 2 = y m Ah + y h 

donde y m es el peso específico del líquido 
en el manómetro. 

De esta manera se conoce p 2 , midien¬ 
do h y Ah, y se puede determinar v x si se 
mide también la presión estática p t .' ’ 

Un aparato que permite hacer la medi¬ 
ción directa de la velocidad, es el conocido 
tubo de Prandtl (Fig. 4.15c) que combina 
el funcionamiento de la sonda de presión 
y del tubo de Pitot, de manera que se pue¬ 
de medir directamente la carga de velo¬ 
cidad v 2 /2g. Para satisfacer el equilibrio 
estático, entre las columnas del líquido y 
del manómetro, se debe cumplir con lo si¬ 
guiente : 


+ (h + Ah) 


Pero, además, p s = + y m Ah y por un 

proceso de eliminación tenemos que: 


Pl 

.+ 

- P2 

f Y» 

Y 

2 g 

Y ' 

^ Y 


Pi 

,+ Jil 

Y 

2 g 

P2 

Pi 

Y 

Y 


y con p! = p 2 se tiene además 




Por ejemplo, se desea determinar la velo¬ 
cidad del agua en un punto, mediante un 
tubo de Prandtl, donde se ha registrado 
una diferencia de niveles en el manóme¬ 
tro de mercurio (y™ = 13 595 kg/m 3 ), 
Ah = 8,9 cm. 

De la última ecuación se obtiene 

v i = ^19.6 X 0.089 - 1 j = 

= 4.687 m/seg 

4.7.2 Molinete y rotámetro 

Otro dispositivo para medir la veloci¬ 
dad del agua en conductos de grandes di¬ 
mensiones es el molinete hidráulico, que 
consta de una hélice pequeña conectada a 
un cuerpo fuselado. Éste, a su vez, queda 
sujeto a una barra graduada para saber 
la profundidad del punto en que se desea 
hacer la medición (Fig. 4.16). 

Al producirse la rotación de la hélice el 
dispositivo eléctrico contenido en el cuer¬ 
po fuselado envía, una serie de señales: 
luminosas a una lámpara o acústicas a un 
audífono. 

El molinete se calibra previamente en 
un canal de aguas tranquilas de manera 
que se tenga una curva que relacione el 
número de impulsos registrados, con la ve¬ 
locidad del flujo. Este dispositivo es de 
gran utilidad para el aforo en conductos 
forzados de gran diámetro o en corrientes 
naturales. Del conocimiento de la distri¬ 
bución de velocidades en la sección, se 
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puede determinar ía velocidad media, el 
gasto, los coeficientes de corrección a y p, 
etcétera* 

Un medidor de lectura directa de la ve¬ 
locidad es el rotámetro, mostrado en la 
Fig. 4.17. Consiste de un flotador conte- 



Figura 4.17. Rotámetro. 

nido dentro de un .tubo transparente, de 
diámetro variable desde la entrada hasta 
la salida. Por la ecuación de continuidad, 
el gasto que entra al tubo es 


Q = A e V e = AV 

donde A e es el área del tubo a la entrada ; 
V, la velocidad del flujo en la misma; A 
el área variable del tubo transparente, y 
V la velocidad. La velocidad V del flujo 

_dentro del tubo— cambiará con el área 

del mismo al ascender o descender el flo¬ 
tador, estrangulando el área en que se 

encuentre. . 

Conocida la geometría del aparato se 
puede calibrar en la fábrica, de tal manera 
que sobre una escala graduada se lea di¬ 
rectamente el valor de la velocidad V e - £1 
gasto que sale .por el tubo puede regresar¬ 
se nuevamente a la corriente mediante un 
segundo tubo paralelo al primero. Para 
asegurar que el flotador no se adhiera a 
las paredes del tubo transparente se cons¬ 
truye con una serie de muescas que lo 
hacen girar en presencia del flujo, de 
modo que su eje se desliza siempre sobre 
el del tubo transparente. . 

Existen otros dispositivos de tipo eléc¬ 
trico o electrónico para medir la velocidad 
de un flujo. Dentro de ellos se encuentra 
el anemómetro de placa caliente, de gran, 
sensibilidad y precisión. 
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4.8 Pérdida debida a una ampliación 
brusca de sección. Fórmula de Borda- 
Camot 

La ampliación brusca de la sección en 
un tubo trae consigo una pérdida de ener¬ 
gía por efecto de la separación del líquido 
de las paredes y la formación de grandes 
turbulencias, que es de índole diferente 
a la de fricción. Para calcular la pérdida 
se usan las tres ecuaciones fundamentales 
de la hidráulica. 

Para la aplicación de las ecuaciones se 
considera el volumen de control limitado: 
aguas arriba por la sección 1 dentro ya 
de la zona de ampliación; aguas abajo por 
la sección 2 suficientemente alejada de la 
ampliación donde ya el líquido ha recupe¬ 
rado una distribución uniforme de las ve¬ 
locidades; y lateralmente por la pared del 
tubo (Fig. 4.18). 

En la sección 1 actúa la presión p x y la 
velocidad media del líquido es V ± , La pre¬ 
sión total en esta sección está compuesta 
por la suma de las presiones sobre la su¬ 
perficie central de área Al más la corres¬ 
pondiente a la zona de separación. En la 
sección 2 dominan la presión p 2 y la velo¬ 
cidad V 2 . 

Considerando una distribución unifor¬ 
me de velocidades y esfuerzos de fricción 


cero, de la ecuación del impulso y canti¬ 
dad de movimiento resulta: 


p 1 A 2 -p 2 A 2 = -LQ(V 2 -V 1 ) 
g 


o bien 


(4.43) 


Por otra parte, de la ecuación de ener¬ 
gía entre las secciones 1 y 2, se tiene 
que: 


Px , IV 


y 2 g 


+ + A hr 

y 2g 


Podemos escribir que la pérdida de ener¬ 
gía vale 

Ahr = J^ + Yizl£ ( 4 . 44 ) 

Y 2 g 

Substituyendo la Ec. (4.43) en la (4.44) 
se obtiene: 


&h r 


Vo V , 2 — v„~ 

2 ti, rM , '1 ' 2 


-(E.-VJ +■ 


2g 
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Al simplificar, la pérdida de energía resul¬ 
ta finalmente: 

(4.45,) 
2 g 

Esta ecuación se conoce como fórmula de 
Borda. Del principio de continuidad. 


y la Ec. (4.45a) se transforma a 

(4 - 45b) 

En aquellos casos en que no existan datos 
más exactos para calcular una pérdida, de 
energía local* se puede usar, la ecuación 
de Borda para obtener un resultado apro¬ 
ximado. Esto puede hacerse extensivo a 
los flujos a superficie libre. 

Problema 4.5. Considere un flujo lami¬ 
nar bidimensional y permanente, entre 
dos placas paralelas horizontales (Fig. 
4.19), el cual se produce por el movimien¬ 
to de la placa superior —de velocidad U 
en la dirección x — con la placa inferior 
fija y el eje z vertical. 

a) Determinar la distribución del es¬ 
fuerzo tangencial y de velocidades sobre 
el eje vertical; las velocidades máxima y 
media; el gasto por unidad de ancho; 
y los coeficientes a y p, para el caso en que 
U = 0. 



Figura 4.19. Flujo laminar entre placas 
paralelas. 


b) Un amortiguador consiste de un ci¬ 
lindro de 7 cm de diámetro, dentro del 
cual se desliza un émbolo de 8 cm de lar¬ 
go, con un espacio entre ambos de 1 mm. 
El cilindro está lleno de aceite cuya vis¬ 
cosidad es de 1 poise. Calcular la veloci¬ 
dad del pistón y el gasto del aceite cuan¬ 
do actúa sobre el pistón una fuerza de 
18 kg. 

Solución a) Para el flujo permanente 
0v/3í — 0. Por continuidad dv/dx - 0, 
para cualquier valor de x, siendo v = j{z). 
Si las placas son horizontales, dz/dx — 0 
Con estas consideraciones la Ec. (4.9a), 
aplicable en este caso, se simplifica en la 
forma 


2>x 3z 


Por otra parte, de la Ec. (1.1): 


por lo que 


dx 'dzr 


Además, puesto que las líneas de co¬ 
rriente son rectas y, por lo mismo, su ra 
dio de curvatura es infinito, ya que 
dz/Zz = 1, de la Ec. (4.9b) resulta que 


JL ( -I-) = -l 

dz Y 


cuya integración da: 

p = — vz + f(x) 


Esto significa que la distribución de pre¬ 
siones coincide con la presión hidrostática 
en la dirección normal al flujo. Por tanto, 
dp/dx es independiente de z y puede escri¬ 
birse como dp/dx. 

De este modo, al integrar dos veces la 
í Ec. (a) resulta 


dp z s 
dx 2 


= I+ Cj z + C 2 


Con las condiciones de frontera: para 
Z = 0, v = 0 y para z = a, v = V, se obtiene 


Uz 

az dp / 


a 

2p dx \ 

a ) 

definición, la velocidad media e 

U"T Uz _ 

az dp ( 

1--V 

aio I a 

2(i dx { 

a) J' 


_ V a 2 dp 

2 12u dx 

y el gasto por unidad de ancho: 


Va = 


a 3 dp 
12ji dx 


Si dp/dx = 0, el flujo se conoce como 
flujo de Couette, donde, de acuerdo con 
la Ec. (b), la ley de distribución de velo¬ 
cidades es lineal: v — U z¡a, y la veloci¬ 
dad media y el gasto unitario son V — U/2 
y q — Ua/2, respectivamente. 

Cuando dp/dx # 0, pero U = 0, se tiene 
un flujo laminar entre placas fijas cono- 
í cido como flujo bidimensional de Poiseui- 
■ lie, donde la distribución de velocidades 
es parabólica de acuerdo con la Ec. (b): 

I <•> 


La velocidad máxima se presenta para 
Z = a/2 y vale 


a 2 ( dp \ 
8p V dx / 


Por lo cual, la Ec. (e) también se puede 
expresar así: 

v= 4 v -(t~|-) (£> 

De las Ecs. (c) y (d) la velocidad media 
y el gasto por unidad de ancho son 

V = JL(-JL) =— v 

12|i \ dx) 3 mU 
H 12(i \ dx ) 

Para el segundo tipo de flujo, la ley de dis¬ 
tribución de velocidades se escribe tam¬ 
bién en la forma: 


— = 6 {— -—) 

V Va a 2 / 


De la Ec. (4.16) el coeficiente a es 
216 fVz Z 2 \ 3 . 



z 2 : 

Va 

a 2 


=^:kí 

Integrando y tomando límites resulta que 


« = 1.543 

140 . 


En la misma forma, de la Ec. (4.17) se 
puede calcular (5: 
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_2 \ 2 A 

„ / 2.73 X 0.1 \ 

w- 


= 3.1416 X 7 ^- — - J 


Solución b) Debido al movimiento, el acei¬ 
te es forzado a fluir entre las paredes del 
cilindro y del pistón. El espacio entre am¬ 
bas paredes es muy pequeño si se compara 
con el diámetro del pistón, razón por la 
cual el flujo puede ser tratado como si 
las superficies fueran paralelas. 

La presión sobre la superficie del pis¬ 
tón vale 


4 P 4 X 18 000 


n d 2 3.1416 X 49 


= 468 g/cm 2 


y el gradiente de presiones sobre la longi¬ 
tud del pistón de 8 cm es 


= i = -58.2g/cm* 
dx 8, 


Suponiendo —inicialmente— desprecia¬ 
ble la velocidad U del pistón, con p = 1 
poise = 0.00102 gseg/cm 2 , de la Ec. (d) 
resulta: 


/ a? dp \ 

Q = B q - 12(i d ~) ~ 

/ 0.001 X 58.5 \ 

= 3.1416 X 7 12 x 0 0 qiq 2 ) 


Q - 105 cm 3 /seg 


La velocidad aproximada del pistón es 
entonces 


v P =U=—~—=- 


105 


0.785 X 49 


=2.73 cm/seg 


con este valor de U, de la Ec. (d) el incre¬ 
mento de gasto es: 




Q = 3 cm 3 /seg 
y el gasto total de aceite: 

Q = 105 + 3 = 108 cm 3 /seg 

Por último, el valor final de la velocidad 
del pistón será: 

108 


Vp ~ U — 


0.785 X 49 


= 2.81 cm/seg 


Problema 4.6. Determinar la velocidad 
media y los coeficientes a y p en un con¬ 
ducto cilindrico donde se produce : a) un 
escurrimiento laminar cuya distribución 
de velocidades sigue la ley 

..-«vMí)'] 


b) Un escurrimiento turbulento cuya dis¬ 
tribución de velocidades sigue la ley 




1/7 


En ambos casos v míx es la velocidad en 
el eje del tubo; R el radio del mismo; y 
y _ ^ _ r la distancia a la pared de los 
puntos de radio r y velocidad v (Fig. 4.20). 


Solución a) La velocidad media es 


mix 

T~ 


La ley de distribución de velocidades se 
escribe en la forma: ' 


El coeficiente a: 


pérdida debida a una ampliación brusca de sección 



Turbulento 


Figura 4.20. Esquema ilustrativo del problema 4.7. 


De la Ec. (4.36) el valor aproximado de 
(3 es 


p = l + Í_l = 1.33 

Solución b) La velocidad media V, resul¬ 
ta de su definición, a saber: 


XR 2 V = 2 a \ B vrdr 
Jo 

donde r = R — y, dr = — dy. Haciendo 
caso omiso del signo menos, se tiene que: 

* R2 v = 2w b1i J o (r - y)(-) n ¿y = 

C» / 6/7 1A v 8/7 \ 

( R y 

resolviendo la integral resulta así: 


T/ 49 

V --v 

60 aix 


La ecuación para la distribución de veloci¬ 
dades puede expresarse como 


El coeficiente de Coriolis a resulta de la 
Ec. (4.16): 

a = 1.06 

Esto es, un valor próximo a 1. 

De la Ec. (4.36) el valor aproximado de 
P es 

p = T-f 106 3 ~ 1 = 1.02 


Problema 4.7. En una sección de una tu¬ 
bería cilindrica (0.46 m de diámetro) se 
midieron las velocidades que se anotan en 
la segunda columna de la tabla que se 
muestra abajo —contra las relaciones r/R 
en la primera columna— donde r es el ra¬ 
dio del punto en consideración y R el 
radio de la tubería. Determinar la veloci¬ 
dad media y los coeficientes « y p. 
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(xr 

Vt 

m/seg 

Vi 2 

vd 

0.05 

1.615 

2.608 

4.212 

0.15 

1.610 

2.592 

4.173 

0.25 

1.605 

2.576 

4.134 

0.35 

1.590 

2.528 

4.020 

0.45 

1.585 

2.512 

3.982 

0.55 

1.560 

2.434 

3.796 

0.65 

1.545 

2.387 

3.688 

0.75 

1.505 

2.265 

3.409 

0.85 

1.420 

2.016 

2.863 

0.95 

1.280 

1.638 

2.097 

Total 

15.315 

23.556 

36.374 


Solución. Observe en la tabla que iguales 
incrementos de la relación (n/R) 2 , signi¬ 
fican iguales incrementos de áreas AA<; 
así, es posible la aplicación de las Ecs. 
(4.40), (4.41) y (4.42). 

Con n '= 10 la velocidad media es 


Q = VA = 1.53 x 0.1662 - 0.254 m 3 /seg 

Problema 4.8. Una bomba se utiliza para 
abastecer un chiflón que descarga directa¬ 
mente a las condiciones atmosféricas el 
agua tomada desde un depósito (como se 
muestra en la Fig. 4.21); la bomba tiene 
una eficiencia t) = 85 % y una potencia 
de 5 H P cuando descarga un gasto de 
57 lt/seg. Bajo estas condiciones la pre¬ 
sión manométrica leída en el punto 1 es 
p x = 0.05 kg/cm 2 . Determinar la línea de 
energía y la línea de cargas piezométricas, 
así como también indicar los valores nu¬ 
méricos de las elevaciones de las dos lí 
neas, en lugares apropiados, tomando el 
valor de a = 1 (Ref. 17). 

Solución. La velocidad media en la tu 
hería y en el chiflón ; y las correspondan 
tes cargas de velocidad son: 


T7 _ 15.315 . „ . 

V ~ —-- = 1.53. m/seg 

10 '■! 


Los coeficientes a y f3, como sigue: 

36.374 

““TáJTw 5 

M 1.006 

De acuerdo con la Ec. (4.36), ¡3 sería: 

|3 = 1 + L01 ^'~ 1 - = 1.005 

que es prácticamente el mismo valor antes 
obtenido. 

Si el área del tubo es: 

A = 0.7854 X 0.46 2 = 0.1662 m 2 
El gasto en la tubería será: 




Q 0.057 

X ~ 0.785 X 0.04 
Vt 2 (1.814 ) 2 
1 r ~ 19.6 

0.057 

0.785 X 0.0225 
V 0 2 (3.226 Y _ 

HT ~ 19.6 


= 1.814 m/seg; 


= 0.168 m 


= 3.226 m/seg; 


0.531 m 


Si la lectura de la presión manométrica 
en el punto 1 es = 0.05 kg/cm 2 , la carga 
de presión en ese punto (inmediatamente 
antes de la bomba) es: 


0.05 x 10 1 
ÍÓOO 


= 0.5 m 


De acuerdo con la Ec. (4.26b) (1 HP = 76 
kg m/seg), la bomba incrementa la ener¬ 
gía del líquido en la cantidad siguiente: 
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Línea de energía r— Línea de cargas piezométricas 


'/ D = 0.20 m 


yf r- Elev. 13.36 m 
2 S 


Elev. 10.00 m 




Elev. 8.5 m | ^ 

-1 [ Bomba 


D - 0.20 m 


Figura 4.21. Instalación del problema 4.8. 


T|P x 76 0.85 x 5 X 76 

Ht, — -—— = _ _ „ — 5.667 ra 

Y Q 1 000 x 0.057 

La elevación de la línea de energía (Et) 
y de cargas piezométricas (E¡>) en diferen¬ 
tes puntos del conducto es: 

Punto 0, Et = 10 m; 

E p = 10 — 0.168 = 9.832 m. 

Punto 1, Et = 8.5 + 0.5+0.168 = 9.168 m; 
E p = 9.168 - 0.168 = 9m. 

Punto 2, Ét = 9.168 + 5.667= 14.835 m;. 

E f = 14.835 - 0.168 = 14.667 m 


Punto 3, E t = 13.36 + —— = 13.891 m; 

2 S 

E P = 13.891 - 0.168 = 13.723 m. 
Las pérdidas de energía en cada tra¬ 


mo son: 


de 0 a 1,2 hr = 10 — 9.168 = 0.832 ra; 
0 


de 2 a 3,2 h r = 14.835 - 13.891 = 0.944 m. 
s 


Las líneas de energía y de cargas piezo¬ 
métricas se indican en la Fig. 4.21. 

Problema 4.9. Dos tanques de agua (fi¬ 
gura 4.22) están conectados por una tu¬ 
bería de 1220 m de longitud y 0.25 m de 
diámetro. El nivel en el recipiente superior 
está a 37 m por encima del nivel del tan¬ 
que inferior. El gasto que transporta la 
tubería es de 0.128 m 3 /seg. Determinar: 
a) la pérdida de carga total (energía dis¬ 
ponible para ser disipada); b) la presión 
que existe en la sección, a la mitad de la 
tubería, si dicha sección se encuentra a 
la misma elevación que el nivel del tan¬ 
que inferior, siendo que la mitad de la 
energía disponible se pierde desde el tan¬ 
que superior hasta dicha sección. 
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p ¡ = o i atmosférica) 



Solución a) Considerando que = a 2 = 1, 
la Ec. (4.20) de la energía se puede apli¬ 
car entre los tanques 1 y 2, con el plano 
de referericia coincidiendo con la super¬ 
ficie libre del tanque 2: 


37+ 0 + 0 = 04-0 + 0 + 2 
a 

2 h r = 37 m 

i ’ 

Esto es, el desnivel total de 37 m se con¬ 
sume en pérdidas de energía. 

Solución b) Si el área del tubo es: 

A = ^{ 0.25 ) 2 = 0.0491 m 2 

la velocidad media en el mismo vale 

y - ° -1 -— = 2.607 m/seg 
s 0.0491 


En la misma forma, la Ec. (4.20) apli¬ 
cada ahora entre el tanque 1 y la sección 3 
(con A hr = 18.50 m entre ambos), permite 
calcular la presión p 3 , como sigue: 


37 + 0 + 0 = 0 + ^ + 


(2.607) 2 
19.6 


+ 18.50 


Efectuando operaciones y despejando p 3 , 
resulta que 

p 3 = 18 153 kg/m 2 = 1.815 kg/cm 2 

Dicha presión, obviamente, cambia si cam¬ 
bia z 3 . 

Problema 4.10. a) Un chorro de agua es 
descargado desde un chiflón con un diá¬ 
metro efectivo á = 0.075 m y una veloci¬ 
dad V = 23 m/seg. Calcular la potencia 
del chorro. 

b ) Si el chiflón es alimentado por una 
tubería desde un almacenamiento cuyo 
nivel se encuentra 30 m arriba del chiflón, 
calcular la pérdida de energía en la con¬ 
ducción y la eficiencia de la misma (fi¬ 
gura 4.23). 

Solución a) El gasto descargado por el, 
chiflón vale: "-V 


Q = — d 2 V = 0.785 (0.075) 2 X 23 = 




=0.102 m 3 /seg 


y la energía total en la base del chiflón es| 
igual a la carga de velocidad en la bctó 
quilla: ‘ • 


Figura 4.23. Tubería y chiflón. 


y la eficiencia del sistema es entonces 


La potencia del chorro en el chiflón, de 
acuerdo con la Ec. (4.23), vale 

P r - 1 000 X 0.102 x 27 = 2 754 kg m/seg 

y su equivalente en caballos de vapor es: 


p r =2J!L - 36.72 CV 


Solución b) La potencia teórica que debe 
proporcionar el sistema, para H - 30 m, 
y el mismo gasto, es 

Pt = 1000 x 0.102 x 30 = 3 060 kg m/seg 


Pt 3 060 

ti = 90 % 

La pérdida dé energía éS A h = 30 — 
- 27 = 3m. 

Problema 4.11. El ancho de un canal rec¬ 
tangular abierto se reduce de 1.80 m a 
1.50 m y la plantilla se eleva a 0.30 m de 
la primera a la segunda sección (Fig. 4.24 ). 
El tirante en la primera sección es de 
1.20 m y la caída en el nivel de la super¬ 
ficie libre hasta la segunda sección es de 
0.08 m. Determinar el gasto Q, de agua 
en el canal, despreciando las pérdidas de 
energía. 


y. = 0.82 m 


^ 0Mm 
© ® 

Figuro 4.24. Flujo en la contracción de un canal. 
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Solución. El área hidráulica en las sec¬ 
ciones 1 y 2 es: 

A¡ - 1.20 X 1.8 - 2.16 m 3 ; 

Ai = 4.666 m* 

A 2 = 1.50 X 0.82 = 1.23 m 2 ; 

Ai = 1.513 m 4 

De la ecuación de Bemoulli resulta que 

Vi . , . Vi " 

* + _ = Az + y 2 + — 


V — 

1 ¿i ' 2 A, 


entonces 


Q 2 Q 2 


1 19.6xl.513x4.666 
4.666-1.513 


(1.20-0.30-0.82) 


Q =s 1.874 m s /seg 

Problema 4.12. El agua fluye en un ca¬ 
nal rectangular de 3 m de ancho como se 
muestra en la Fig. 4.25. Sin considerar las 
pérdidas de energía, calcular el tirante en 
la sección 2. 

Solución. El área hidráulica, la carga de 
velocidad y el gasto en la sección 1 son: 


A 1 = 3 X 1.20 = 3.6 m 2 

Vi 4.0 2 

—L_ -— 1.23 m 

2g 19.6 

Q = 4.9 X 3.6 = 17.64 m 3 /seg 


De la ecuación de Bernoulli resulta que 

Vi Vi 

z 1 + y 1 + -2 i - = y 2 + -2j- 


Despejando Q 




De acuerdo con los datos 


2.4 + 1.20 + 1-23 = y 2 + 


o bien 


y2+ 2g(3) 3 y 2 3 4-83 m 


K = 4. 9 m/seg ^ ^ _ 1ZQ ^: 


z¡ == 2.4 m 


Figura 4.25. Flujo en la caída de un canal. 
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Con los datos y, ordenados los términos, 
se obtiene la ecuación 

y i — 4.83 y 2 2 4- 1.764 = 0 

la cual, por la regla de signos de Descar¬ 
tes, posee dos raíces reales; es decir, son 
los tirantes representados por: 


to 1 en la descarga del chiflón y otro 
arbitrario 2, sobre la misma línea de 
comente, es 



y de esta ecuación 


y 2 = 0.65 m 
y 2 = 4.75 m 

que satisfacen la ecuación. Sin embargo, 
el valor correcto debe ser y 2 — 0.65 m, 
pues éste es menor que y u lo cual ocurre 
al acelerarse el líquido cuando pasa de la 
sección 1 a la 2. La explicación de la exis¬ 
tencia de dos-tirantes se aclarará debida¬ 
mente en el capítulo 3 correspondiente a 
la energía específica, en el Vol. 2. 

Problema 4.13. Para el chorro de líquido 
que se. muestra en la Fig. 4.26 'se desea 
determinar la ecuación de su trayectoria 
cayendo libremente. Si se desprecian los 
efectos viscosos con la atmósfera, el estu¬ 
dio de la forma del chorro se puede hacer 
con base a la forma de la línea de corrien¬ 
te central. 


Vi=VÍ-2g(z 2 -z 1 )=Vi-2gy (b) 

Además, si x representa la distancia hori¬ 
zontal entre l,y 2; y la distancia vertical 
con los subíndices x y y ; las componentes 
de la velocidad media; y 0 el ángulo de 
inclinación en la salida del chorro respec¬ 
to de la horizontal; entonces para encon¬ 
trar a y en términos de x y 0 se deben 
usar las leyes de la cinemática. Las rela¬ 
ciones entre las componentes de veloci¬ 
dad en los puntos 1 y 2 están dadas por 

: ; , v 2 , = v u • r ", ; 

;'" r v¿¿v h -gt 

Las coordenadas del punto 2 son 

( - ■ \f x = v l9 t 

y — v lv t — i g t 2 


Solución. Debido a que todo el chorro se Eliminando a i de las ecuaciones anterio- 
encuentra en contacto con la atmósfera, res, se obtiene para y la ecuación del 
se tiene que Pi = p 2 y la ecuación de Ber- perfil del chorro que es de forma, para- 
noulli (con hr = 0) aplicada entre el pun- bólica, a saber: 



Figura 4.26. Trayectoria de un chorro libre. 
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y, g y, con estos resultados, la ecuación del 

y = ~rr ~ x ~~2 "y 2 " perfil del chorro es 

5.196 9.8 x 2 

Pero V ly /V u = tan 0; y V¿ = V x 2 eos 2 6. y = — j— x — y 

De este modo, la substitución de la ecua¬ 
ción anterior en la Ec. (b) conduce a: y = 1,732 x - 0.544 x 2 

n / ' g& _\ Para y = — 0.90 m resulta que 

V 2 = yV x z — 2g (xtan9- 2 ^ cos2 T j 

( d) x 2 - 3.184 x- 1.654 = 0 


Cuando 0 = O/las dos ecuaciones anterio¬ 
res se simplifican a la forma siguiente: 



En tales ecuaciones se puede substituir 
V t por Q/A x . Con ello, esios resultados 
se utilizan para aforar el gasto descar¬ 
gado por un tubo o un orificio —si se 
miden directamente las coordenadas del 
eje del chorro— con la aclaración de que 
los gastos sólo son aproximados, pues en 
estos desarrollos no se considera la in¬ 
fluencia de la fricción con el aire que pue¬ 
de llegar a ser muy importante. 

Por ejemplo, si el chorro de agua (fi¬ 
gura 4.26) es descargado por un chiflón 
con un ángulo de inclinación 0 = 60°, a 
una velocidad V x = 6m/seg, calcular la 
ecuación del chorro y la distancia hori¬ 
zontal requerida para que toque el piso 
a 0.90 m abajo del chiflón, así como la 
velocidad del chorro en el punto mismo 
en que alcanza el piso. 

Las componentes vertical y horizontal 
de la velocidad del chorro, en la boquilla 
del chiflón, son respectivamente: 

V u - V x eos 0 = 6 X 0.5 = 3 m/seg 

V Xy = V x sen 0 = 6 X 0.866 - 5.196 m/seg 


La distancia x a la que el chorro toca el 
piso es 


x. = 1.59 + V(l-59) 2 ,+ 1.654 = 3.63iq 

La velocidad del chorro para x .= 3.63 m; 
y = — 0.90 m se puede obtener de la. 
Ec. (b) o de la Ec. (d) (es más sencillo 
utilizar la primera). 

V = vW - 19.6 (— 0.90) = 7.32 m/seg 

Problema 4.14. La Fig. 4.27 muestra la 
descarga de un recipiente cuyo nivel peri 
manece constante. El tubo vertical con él 
cual se efectúa la descarga posee un es- 
trangulamiento a la altura z e - Determinar 
las condiciones necesarias para que exis¬ 
ta flujo del recipiente R a la tubería. " 

Solución. De acuerdo con la ecuación de 
Bemoulli, para el tubo principal la ecua¬ 
ción siguiente vale: 



V/ p a V 2 

2 g y 2g 


(a) 


donde p<¡ representa la presión atmosférica 
del lugar. Esta ecuación se puede también 
escribir en la forma siguiente: 
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Figura 4.27. Instalación del problema 4.14. 


Y 2 g 

Por otra parte, de la ecuación de conti¬ 
nuidad resulta que 

y_H- V -Iá. ' S 

V ° ~ A, ’ V °~ A 0 

con lo cual, la Ec. (b) se transforma a 

Pa-P. __ V 2 (A 2 A 2 \ _ 

Y 2 g W A 0 2 ) ( ° Z>) 

(c) 

Además, de la Ec. (a) se obtiene 


H = z 0 + 


2 g 2 g 


y, por tanto, en la Ec. (c) tenemos: 


y H \ a: ¿ a 0 2 ) (z ° z,) 

(d) 


( A 2 Af \ 

~ÁT~T~2 ) ^ 
A$ Aq / 

> 0; por tanto, para que ——— > 0, 


es necesano que 


/ A 2 A 2 \ 
\AF~~Af) 


> (Zo — Ze) 


El hecho de que ——— > 0 significa 
Y 

Pe . Pa , . , 

que-< -. ; es decir, que en el es- 

Y Y 

trangulamiento se produce una presión 
por debajo de la atmosférica. Si en esta 
sección se conecta un tubo que comuni- 
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que a otro recipiente lleno de agua, hasta 
el nivel Zr, se formará un gradiente por 

efecto de la presión El lí- 

Y Y 

quido alcanzará la sección estrangulada si 

P« — P° 

la diferencia de cargas de presión-- 

es mayor que Az = Ze — Zr, ó sea se debe 
cumplir: 

K, 


Si se substituye esta condición en la ecua¬ 
ción (d), despreciando A 2 / A 0 2 , resulta 

o bien, debe cumplirse que . 


A ^Jhz + (zo ~ 

i. y h 


La ecuación anterior indica la relación 
que debe haber entre las áreas, para que 


se produzca succión en el estrangulamien- 
to. Además, la carga de succión máxima 
Az queda limitada por el hecho de que 
las presiones menores que la presión de 
vaporización (sección 1.7) originan bur¬ 
bujas de vapor de agua que pueden con¬ 
ducir a la separación de la vena líquida 
de las paredes del tubo. Se puede suponer 
en la práctica que esto ocurre con valo¬ 
res de cargas de succión entre 7 y 8 m. 

Con base en este principio funcionan 
varios aparatos de uso común, como los 
atomizadores de líquidos y, dentro del 
campo de la ingeniería, la llamada bomba 
eyectora, cuya instalación se presenta en 
la Fig. 4.28. La bomba se hace funcionar 
antes de abrir la válvula de descarga y, 
una vez que en el manómetro de vacío 
se lee la presión negativa y se alcanza la 
carga de succión necesaria, se procede a 
efectuar dicha maniobra. 

Problema 4.15. Las pilas de un puente 
están separadas una distancia, centro a 
centro, de 6.10 m. Aguas arriba, cerca del 
puente, el tirante es de 3.05 m y la veloci¬ 
dad media de 3.05m/seg; y en una sec¬ 


Orificio de 
llenada 

V 


Manómetro 


Antes de abrir la válvula se arranca 
la bomba y se lee en el manómetro 
de vacio la presión negativa 
necesaria 


A la bamba 



Corte a través del 
dispositivo eyector A 


Figura 4.28. Instalación de una bomba eyectora en un pozo. 
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Figura 4.29. Esquema aclaratorio del flujo 
del problema 4.15. 


ción de aguas abajo, el tirante medido es 
de 2.90 m. Despreciando la pendiente del 
cauce del río y las pérdidas de fricción, 
encontrar el empuje dinámico F r sobre 
cada pila (Fig. 4.29). 




1000 

~9Ü 


56.745 (3.208 - 3.05) 


Solución. Se elige un volumen de con¬ 
trol —con ancho de 6.10 m normal a la 
corriente— y limitado por las secciones 1 
y 2 de la Fig. 4.29. El gasto que entra por 
la sección 1 y sale por lá 2 es: 

Q = 6.1 x 3.05 x 3.05 = 56.745 m 3 /seg 
por lo que la velocidad en 2 será: 

56.745 

V, = -— 3.208 m/seg 

2 6.1 X 2.9 

Suponiendo que en las secciones 1 y 2 
la distribución de presiones es hidrostá- 
tica, de la ecuación de la cantidad de mo¬ 
vimiento (4.33) (Ft = 0) aplicada en la 
dirección de la corriente resulta que 

Y By^ Y By 2 z ^ 

~2 - 2 - F ’ = 

= -¡ r Q(V 2 -V 1 ) 

6 

Substituyendo datos y despejando F v , re¬ 
sulta entonces: 


F„ = 1 807 kg 

En la ecuación anterior se ha consi¬ 
derado la acción de la pila sobre el agua. 
El empuje del agua sobre la pila es de la 
misma magnitud pero en la dirección in¬ 
dicada en la Fig. 4.29. , v. 

Problema 4.16. Como se muestra en la 
Fig. 4.30, los tirantes a una distancia pe¬ 
queña, aguas arriba y aguas abajo, de una 
compuerta deslizante que descarga agua 
a un canal horizontal, son y t = 2.40 m y 


V* 



Figura 4.30. Compuerta del problema 4.16. 
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y, = 0.60 m. El canal es de sección rectan- ^'^¡^^““^volumen de control 

el gasto que descarga la compuerta. además con 8, = 0 2 = 1, se obtiene: 

b) Determinar el empuje total P c , sobre y 2, además con Pl 

la compuerta. Vl « y 2 8 _ p = Y4_ (V . - VA 


Solución a) De la ecuación de Bemoulli 
se tiene que : 

y a c V 2 " 

2.4° + — = 0.60 + — 


yi 2 y* 

y—-Y-^- 


•(V.-V») 


2g . 2g 


■ = 1.80 


De la ecuación de continuidad, por otra 
parte: 


3 x 2.4 V x = 3 X 0.6 y 2 


donde q es el gasto por unidad de anchó; 
esto es, y = y y> Por * ant0 ' da 

Pí_Y \ 2 ) g \y 2 yi/ 

• ; 11.04 _ 

Substituyendo los datos, con q — g — 

= 3.68 m 3 /seg/m entonces: 


y entonces 


1 ^ 16^1 

2g 2g 


p c = 1000 

1000 X (3.68) 

9.8 


^ 5.76 — 0.36 ^ _ 

U— -i—} = 973 kg 

\0.60 2.40/ 


Por tanto, con los resultados de ambas 
ecuaciones, resulta que 


ya 

c 15-11-= 1.80 

2g 


luego entonces 


y el empuje total es 

973 X 3 = 2 919 kg 

En el capítulo correspondiente a orificios 
y compuertas (capítulo 6) se comprueba 
que para una compuerta deslizante, en 
función de la abertura el tirante es . j 


= 0.98 m 


Vl = J 2 g(—) = 1.534 m/seg y 2 = C c a 

Q = A x y x = 3x2.4xl.534 = 11.04 m»/«eg a = -g~ = = °- 98m 

Solución b) De la Ec. (2.15) las fueras gu oniendo que la distribución de pre- 

» erta es hidrostática ' 

ta hidrostática) son: 


1000(2.40 — 0.98)^ 3 = 3()25 k | 
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es decir, mayor que el calculado como 
fuerza hidrodinámica. 

Problema 4.17. Para un chorro de agua 
incidiendo sobre una placa inclinada un 
ángulo 6 respecto de la dirección del 
chorro (Fig. 4.31a), se desea conocer la 
fuerza dinámica ejercida por el chorro 
contra la placa. 

Solución. Para un chorro libre, la presión 
estática es lá misma en todos los puntos 
de contacto con la placa; de este modo, 
las velocidades son: 

V 0 . = V 1 -V 2 (a) 

Por otra parte, se desprecia la fricción 
entre el líquido y la placa, ya que no exis¬ 
ten fuerzas paralelas a la misma. Con un 
volumen de control como'el mostrado en 
la Fig. 4.31a, la fuerza que la placa impo¬ 
ne al flujo, en la dirección normal a la 
misma, se puede determinar de la ecua¬ 
ción de la cantidad de movimiento (4.33), 
para {5 = 1, que es: 

F = pQ 0 V 0 sen 0 = —Q 0 V 0 sen 0. (b) 

Luego, la fuerza del chorro sobre la placa 

: c •' ■ 



a) Incidencia de un chorro contra una placa. 

Figura 


es igual y de sentido contrario. La fuerza 
dinámica en la dirección del chorro con 
Q 0 — A 0 y 0 , será así: 

F„ — F sen 0 = — Q 0 y 0 sen 2 0 = 

8 

= 2 Y A 0 g e n 2 9 (c) 

2g 

Se puede calcular la repartición de los 
gastos Q 2 y Q 2 por la aplicación de la ecua¬ 
ción de la cantidad de movimiento en 
la dirección tangencial a la placa sobre la 
cual no existe fuerza de fricción. Esto es: 

(pQi Vi ~pQ 2 V 2 )- 
— P V 0 Q 0 eos 0 - 0 (d) 

La ecuación de continuidad indica que 

Qo — Qi + Q 2 (e) 

Tomando en consideración las Ecs. (a) y 
(e) en la (d), resulta que: 

Ql = -y-(l + COS0) (f) 

<?2 = -~ (1-COS0) (g) 



b) Incidencia de un chorro normal a la placa. 

1.31. 
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Y Vo 

F = F* = — Q 0 Vo = 2 Y -4o 


2 g 


(h) 


Ql = Qa — 


Qo 

2 


F = —QoCVo-^oCOsO) = 
g 

= 2YAo-ír'-( 1 - cos0 ) 

2g 


F = -Q 0 V 0 (1 
g 


■ eos 0) = 


Figura 4.32a. Incidencia de un chorro contra 
una placa circular. 


Si el chorro incide en dirección normal a 
la placa, 0 = 90° (Fig. 4.31b); de las ecua¬ 
ciones anteriores se obtiene: 


Si la placa es redonda y pequeña, y el 
chorro incide normalmente sobre su cen¬ 
tro de gravedad, todas las partículas de 
agua saldrán con el mismo ángulo (fi¬ 
gura 4.32a). La.fuerza total que la placa 
le impone al chorro vale 


(i) 


Cuando la desviación se haga a un ángu¬ 
lo 0 > 90°, la fuerza dinámica aumenta; 
es el caso del cangilón de una rueda Pelton 
(Fig. 4.32b) donde la fuerza F, de la ecua¬ 
ción (i) vale: 



i 


Figura 4.32b. Incidencia de un chorro contra 
un cangilón. 


= 2yA 0 -^~ (1 -eos 0) (j) 

2g . 

•A 

El valor máximo de F se obtiene para 
0 = 180°, de lo que resulta: ■■ 


F = 2 Q 0 V 0 — 4 y A 0 

g 2 g 


(k) 


-4 
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Figura 4.33. Fuerzas en un cambio de dirección y de sección. 


I 




De las Ecs. (f) y (g) el gasto se reparte en 
la forma siguiente: 


Qi — 


Q 2 = 


1.3 

2 

1.3 


(1 + eos 60°) - 0.975 m 3 /seg 
(1 — eos 60°) = 0.325 m 3 /seg 


Esto es, lo doble de la fuerza para el 
chorro normal a la placa (Ec. h). 

Los valores de F, obtenidos con estas 
ecuaciones, apenas difieren de los medir.^ 
dos experimentalmente. Las diferencias, |jj 
según Reich, son del orden de 4 a 6°/o | 

(Ref. 9). . , xl "1“ 

Por ejemplo, se desea calcular la fuerza 

ejercida por un chorro de agua con velo- P 
cidad de 30m/seg y un gasto de 1.3 m 8 / J 
seg, sobre una placa, con un ángulo de in-1 
cidencia 0 = 60°. Determine la fuerza: 

a) cuando la placa no se mueve; 

b) cuando la placa se mueve en la direc-2 
ción del chorro con uña velocidad de,| 

15 m/seg. 

a) De la Ec. (b) 

p _ x 1.3 x 30 X sen60° = 3446kg¡ 

9.8 


b) Al desplazarse la placa con velocidad 
de 15 m/seg, la velocidad efectiva de im¬ 
pacto es 

V = 30 — 15 = 15 m/seg 
La fuerza normal es entonces: 

F-—X 3446 = 1723kg 


Problema 4.18. El cambio en la cantidad 
de movimiento, de un líquido que se mue¬ 
ve dentro de un tubo, induce fuerzas sobre 
el mismo. En el caso del tramo de tubería 
mostrado en la Fig; 4.33, el líquido llega 
con velocidad V 1 a través del área A x y 
sale con velocidad V¡¡ a través del área A 2 , 
después de cambiar de dirección según el 
|; ángulo 0. Se desea determinar la fuerza F 
| impuesta por el tubo al líquido, para mo- 
| dificar las características del movimiento; 
así como F® y Fj,, sus componentes en las 


P direcciones x y y indicadas. 


Solución. Se pueden aplicar las ecuacio¬ 
nes (4,33a y b) para determinar la magni¬ 
tud de la fuerza F. Considerando despre¬ 
ciable el peso propio del. volumen de 
control, las fuerzas de superficie que obran 
sobre él son los empujes totales en las 
secciones (1) y (2), además de la fuerza F 
repartida sobre la superficie lateral. Así, 
para la dirección x, se tiene que: . . 


— F« + pi A¡, — p 2 A 2 eos 0 = 
= P Q(V 2 eos0-Ri) 

y para la dirección y, será: 


(a) 


— Fv + P2 A 2 sen 0 = pQ (— V 2 sen 0 + 0) 

(b) 

Entonces, la resultante F es: 

F = VFJTF? = ¡ p 2 Q 2 (Vi* + 

+ V 2 2 -2V 1 F 2 cos0) + 

+ Pi A] 2 + p 2 A 2 2 — 

— 2 p x p 2 Ax A 2 eos 0 + 

+ 2pQ £pj Vi Ax + 

+ p 2 V 2 An — (p 2 Vi A 2 + 

+ Pi v 2 Ai) eos 0] | 1/2 (c) 

Pero, de la ecuación de continuidad, re¬ 
sulta : k 
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V, = -±-V> 


que al substituirla en la Ec. (c) se obtiene 
F = | P 2 C? 2 y 1 2 (l-2-—-cos0 + 

+ -~V ) + 2 pQ 2 ^Pi 4- P 2 

-( í ’ , -£ +, ’-^r) cos9 l + 

;; < d > 
Asimismo, se puede determinar la direc¬ 
ción de F en términos de F* y F v . 

Si el tubo es de sección constante, en¬ 
tonces A a = A 2 y la Ec. (d) se reduce a: 


I 

+ Pi 2 A 


2 P Q 2 (1 — eos 0) (p V 2 +pi +p 2 ) + 

j 1/2 

• cosO| 

Pi 


4 + ifj' 


1 

/ 


(e) 


y si, además, 0 = 90°, la fuerza para un 
tubo de área constante es 

F = |2 P Q 2 (pyi 2 + Pi + p 2 ) + 

+ P ,M,<[i + (e)’]} m (o 

Cuando existe contracción en el tubo 
(Ai A 2 ) pero éste es de eje recto (0=0), 
la Ec. (d) se reduce a la forma: 


F = jp 2 Q 2 lv(l-~) +2 pQ : 

-( p 4 + í 4 )] + 


P 1 +P 2 - 


trr <*> 

La fuerza que el líquido impone al tubo 
es igual y de sentido contrario a F, por lo 
cual es de mucha importancia en el aná¬ 
lisis estructural de los apoyos de un con¬ 
ducto a presión. 

Por ejemplo, el tramo de tubería de la 
Fig. 4.33 está contenida en un plano verti¬ 
cal, de diámetros D 1 =1.83m, ¿> 2 = 1.22m; 
el gasto Q=8.5 m 3 /seg; el ángulo 0 = 120°; 
y la presión p!=2.72 kg/cm 2 . La pérdida 
de carga en el codo es 0.5 V 2 2 /2g y el des¬ 
nivel entre las secciones 1 y 2 es de 3 m. 
Determinar la fuerza total impuesta por 
el líquido a la tubería, considerando des¬ 
preciable el peso. 

Las velocidades en las secciones 1 y 2 
son: 




V '=b~ 


8.5 


1 ~ (1.83) 2 

4 


8.5 

2^63 


= 3.232 m/seg ;f 


v.-S- 


8.5 


A2 ~( 1 . 22) 2 

4 


-= —= 7.272 m/seg 
1.17 v 


Aplicando la ecuación de Bemoulli, entre | 
las secciones 1 y 2, resulta que 

„ 2.72x10* (3.23) 2 p* "',*M 

1000 19.6 Y: . m 

+ _^I>l + 0 . 5. (7 - 27)2 


De las Ecs. (a) y (b), para eos 120° = — 
= — 0.5 y sen 120° = 0.867, se tiene: 

F* = p! A x —p 2 A 2 eos 0—p Q(V 2 eos 0— V x ) 

F» = 2.72 x 10 4 X 2.63 + 2.668 X 10 4 X 
1000 

X 1.17 X 0.5 + —— X 8.5 X 

7.0 

X (7.277 X 0.5 + 3.23) 

F x = 93 101 kg 

F„ = p 2 A 2 sen 0 -f - pQV 2 sen 0 = 

= 2.668 (10 4 ) (1.17) (0.867) + 

1000 


+ 


9.8 


(8.5) (7.27) (0.867) 


F y = 32 531 kg 


La fuerza total, que también puede ser 
calculada directamente de la Ec. (d), vale 


19.6 


19.6 
P 2 


3 + 27.2 + 0.533 = — + 2.702 + 1.356, 

y ... -ss 


P2 


= 26.68 m 


::xí.3 


p 2 = 2.668 X 1 o 4 kg/m* - 2.668 kg/cm 2 


| F = y/F x 2 + F„ 2 = 

= V(93 101 ) 2 + (32 531 ) 2 = 98 621 kg 

i El ángulo de inclinación de F, respecto 
I de la fuerza Fy, es: 

|í 0' = áng tan^ = áng tan 32 531 = 19° 16' 
65 F x 93101 

| Su punto de aplicación se encuentra en 
el cruce de las líneas que representan el 
Ü eje de la tubería, antes y después de las 
secciones 1 y 2. 

Problema 4.19. Calcular la fuerza diná¬ 
mica del agua sobre el chiflón mostrado; 
en la Fig. 4.34, cuando la presión mano- 
métrica, en la sección 1, es 2.07 kg/cm 2 . 
Se desprecian las pérdidas de carga en el 
chiflón. 



Figura 4.34. Empuje dinámico sobre el chiflón 
del problema 4.19. 

Solución. De la ecuación de Bemoulli, en¬ 
tre las secciones 1 y 2 colocadas al mismo 
nivel y con descarga a las condiciones at¬ 
mosféricas, resulta: 


P^ + v x 2 


2 g 2 g 

Por otra parte, de la ecuación de conti¬ 
nuidad se tiene: 


V 2 = 4^! = 


— (0.30) 2 

4 J . Vl - °-° 708 Fl 


-( 0 . 10) 2 


0.00785 


V S = 9V 1 

Substituyendo, en la ecuación de Ber¬ 
noulli, nos'da: ; 

(3! — 1) = ■ 2 '° 7 .L 10< = 20.7 


2« 


'■-V 


Í000 


2 X 9.8 X 20.7 
80~ 


= 2.25 m/seg 


V 2 = 9 X 2.25 = 20.25 m/seg 
y el gasto será 

Q = 0.0708 X 2.25 = 0.159 m 3 /seg 

Para calcular F se puede aplicar la Ec. (a) 
del problema 4.18, haciendo p& = 0 (por 
ser la descarga a la atmósfera) y 0 = 0. 
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— F — pQ (y2 — Vi) — Pld-1 — g g X 

X 0.159 (20.25 - 2.25) - 2.07 X 10 4 X 
X 0.0708 

F = 1173.5 kg 

Problema 4.20. Calcular la fuerza diná¬ 
mica del agua ál fluir en la bifurcación 
(Fig. 4.35), la cual está contenida en un 
plano horizontal. Despreciar las pérdidas 
de carga. 

Solución. Las áreas en las tres seccio¬ 
nes son: 


Ai = —■ (0.46) 2 = 0.1662 m 2 
A 2 = —(0.15) 2 = 0.01767 m 2 


A 3 =—(0.30) 2 = 0.0707 m 2 


las velocidades respectivas, las siguientes: 


0-567 ,,, . 

F, =-- 3.41 m/seg 

1 0.1662 


v _ 0226 - = 12.79 m/seg 

2 0.01767 

F, = 0341 - = 4.82 m/seg 

8 0.0707 


Aplicando la ecuación de Bemoulli, en¬ 
tre las secciones 1 y 2, resulta que 

Pi , P > i 

y 2 g y 2 g 

P ' = Pí + y(J¿^L)- 1.7XW- + 

+ 10 »| (3 ' 41 ) 2 ~^ 12 ' —] 

p 2 = 0.925 x 10 4 kg/m 2 

Con la ecuación de Bemoulli, entre las 
secciones 1 y 3, se obtiene p 3 


pi v* . p3 - n 2 
y + 2g y 2g 


p 3 = Pi + y 


^ V 2 — V 8 2 1.7 X 10 4 + 


1 ' ‘V 2g / 

(3.41 ) 2 -(4.82 ) 2 ] 

19.6 i 

p 3 - 1.641 X 10 4 kg/m 2 


(2, = 0.226 ni’/** f = 0.841 m»/*g 


R \ " áKO 

lp 2 =0.15m y_l_ 
l|Oi=0.4SmJ 


' ¡> 1 = 1-7 kg/tm 2 (¿H) 


0 L—•-* 1 £?, = 0.567 m’/seg 

Figura 4.35. Bifurcación referente al problema 420. 
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Proyectando las fuerzas según el eje x + 1.641 x 10 4 (0.0707) 0.707] 

y considerando el cambio de cantidad de 
movimiento, se obtiene: D e donde 


F„ = — (— Q 2 F 2 cos60° + (? 3 F 3 eos 45°) — 
[ S 

— (p 2 A 2 eos 60° — p s A¡¡ eos 45°) 
Substituyendo valores, resulta: 

i: 10* ' 

l. F x = [- 0.226 X 12.79 (0.5) + 

93 ... 

+ 0.341 x 4.82 ( 0.707)]- 
1 - [0.925 X 10 4 (0.01767) 0.5 - 

- 1.641 x 10 4 (0.0707) 0.707] 

! 

| Por tanto: 

t F, = 708.6 kg 

| ■ ...; r; ... 

Análogamente, proyectando las fuerzas 
I según el eje y, además de considerar el 
i cambio en cantidad de movimiento, se 

1 tiene: 

F v = -j [— Q 2 V 2 sen 60° — 

— Q 3 F 3 sen 45° — (— <?i F!)]— 

— (— + p 2 A 2 sen 60° + 

+ p s A 3 sen 45°) 

í Substituyendo valores, se obtiene lo si- 
| guíente: 

|- • ■■■■■'.• 

I 10 3 

F v = — [- 0.226 x 12.79 (0.866) - 

I - 0.341 x 4.82 (0.707) + 0.567 x 
X 3.41] - [- 1.7 X 10 4 (0.1662) + 

+ 0.925 x 10 4 (0.01767) 0.866 + 


Fv = 1687 kg 

La fuerza dinámica total es: 


F = VFS + Fv 2 
F = 1830 kg 

Problema 4.21. En la instalación de gran 
velocidad, mostrada en Ja Fig. 4.36, calcu¬ 
lar el momento flexionante en los puntos 
Ay B, así como la presión que debe existir 
en B si se desprecian las pérdidas de car¬ 
ga. Determinar, también, la potencia de la 
bomba si su eficiencia es del 80 %. 

Solución. El área de la boquilla del chi¬ 
flón y de la tubería son, respectivamente: 

Ao - 0.25 X 0.07 = 0.0175 m 2 .. 

A, = - J (0.30) 2 = 0.07068 m 2 

El gasto es 

<? = 40 X 0.0175 = 0.700 m 3 /seg 
y la velocidad media en la tubería: 

„ 0.700 

V, = T07Ó68" = 9 - 90m/seg 
También, las cargas de velocidad son 1 


V? 

2 g 


(40) 2 __ 
19.6 


81.63 m 


F« 2 (9.90) 2 „ 

2Í- = -W 5m 
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V \ 


■ D — 0.30 m 


transición 

f -► V c = 40 ra/seg 



I-7 


6) Boquilla de chiflón 


Figura 4.36. Instalación del problema 4.21. 


La presión en la sección, antes del chiflón, 
se calcula como sigue: 


pe 

V ? 

1 _ 

! 

Y 

2g 

2 g 

pe 

V? 

V? 

Y 

2 g 

2 g 

Pe 

= 76630 kg/m 2 


que es la misma en el punto A, ya que se 
han despreciado las pérdidas. En la mis¬ 
ma forma, la carga de presión en B es: 


J^l + Iíl = 6 + ^- 

Y 2g 2g 


. P — = 76.63 + 6 = 82.63 m 
Y 

p B = 82630 kg/m 2 = 8.26 kg/cm 2 

que es la misma en todo el tramo horizon 
tal de la tubería, que coincide con B. 

La carga que debe vencer la bomba es ■ 

= + 1 = 82.63 + 

Y 2 g 

+ 5 + 1 = 88.63 m 

así, la potencia de la bomba será entonces: 
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yQH n 1000 x 0.700 X 88.63 
“ 75 ti " 75 X 0.8 

= 1034 CV 


Las constantes y Q/g y pA t valen: 

Y Q 1000 x 0.700 
g 9.8 ' 


La fuerza que el agua impone a la tubería 
en el chiflón se calcula de la ecuación de 
la cantidad de movimiento, como sigue: 


p a A t -F = -™-(V,-Vt) 
g 

Y O 

-F = —(V 0 -V t )-p o A i 


-F = 100 °i < ---— (40 - 9.90) - 

■ — 76630 X 0.07065 
F = 3264 kg 

Debido a que Iá dirección de esta fuerza 
coincide con la del tubo, además de qúe 
la fuerza debida al cambio de dirección 
pasa por el punto A, el momento flexio- 
nante en A vale cero. 

El cálculo de las fuerzas en los cambios 
de dirección conviene hacerlo, en térmi¬ 
nos de sus componentes, en las direccio¬ 
nes de las ramas de la tubería y de acuer¬ 
do con la nomenclatura indicada en la 
Fig. 4.37 para el punto A. 



Figura 4.37. 


pA t = 76 630 X 0.07068 = 5 414 kg 

Así, de la ecuación de la cantidad de mo¬ 
vimiento 

5414 - F 1 = —71.43 X 9.91 
F t = 6121.9 kg 
F z - 5414 = 71.43 x 9.91 
F 2 = 6121.9 kg 

Para el otro cambio de dirección, en forma 
análoga se tiene que 

pA t = 82 630 X 0.07068 = 5 840.3 kg 
Fi = F 2 = 5 840.3 kg 

Puesto que las acciones del agua sobre la 
tubería son de sentido contrario, el mo¬ 
mento flexionante en B es: 

M b = ~ 3264 x 6.33 + 6122 x 6.33 + 
+ 5840 x 2 —6122 x 2 
Ms = 17 327 kgm 

Problema 4.22. El empuje D en la direc¬ 
ción del flujo sobre una pila cilindrica de 
diámetro d, construida en un canal de an¬ 
cho a donde el flujo tiene una velocidad 
uniforme v„ en la sección 1-2, se puede 
determinar indirectamente midiendo la 
distribución de velocidades en una sec¬ 
ción 2-4, aguas abajo y próxima a la pila,, 
tal como se muestra en la Fig. 4.38. La 
energía (sin considerar pérdidas) se supo¬ 
ne constante al pasar de la sección 1-3 a 
la 24. - . , r 

a ) Determinar la magnitud de ese empu- 
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k---lir—— iTj ) . 1 


Figura 4.38. Flujo del problema 4.22. 


je D sobre la pila por unidad de longitud 
de la misma, atendiendo a las modifica¬ 
ciones que sufre la distribución de velo¬ 
cidades. 

b ) Definido el coeficiente de arrastre 
por la ecuación: 

D 

Cj> ~ ipvfd 

calcular su magnitud en términos de d/ti 
y el valor que tendría si d/a-> 0. 

Solución a) De acuerdo con la ecuación 
de continuidad se debe satisfacer que 

v 0 a — v t (a — 4d) 4- 2 v, d 


Obviamente, la velocidad media en las sec¬ 
ciones 1-3 y 2-4 debe ser la misma, es 
decir: 

V = v 0 

y el gasto por unidad de profundidad: 
v 0 a. 


Para la sección 1-3 la presión media 
es p 0 y les coeficientes a = 0 = 1, por te¬ 
ner una distribución uniforme de veloci¬ 
dades. Para la sección 2-4 la presión media 
es p y los coeficientes a y P, distintos de 
uno, por lo cual es necesario calcular su 
valor. Para la zona central la velocidad 
se distribuye según la ley lineal siguiente: 


(--?-) 


y para las zonas laterales es constante, es 
decir, de valor: v -- 

í.- ,:; í ; 

a 

Resulta más sencillo calcular primero P, 
a partir de la Ec. (4.17), como veremos: 


»-T 


f 24 -——-—- dx + i 

M 2v„á(l-^-)J f 

¡ 

^ r i fW2 :.! 

-- 1 X- dx +■ I dx 

2dVl4d !! Jn J v 
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Efectuada la integración con los límites _ 2 /1 1 \ 

señalados, resulta entonces que — — fi v o a ^ *) 



y de la Ec. (4.36), un valor aproximado 
para a es: 

a = 3 p — 2 

Usando la ecuación de la energía (con 
2/^ = 0), aplicada entre las dos ecuacio¬ 
nes, se tiene a 

Po t V _ P , a V 
Y 2g y 2g 

y de aquí: 

y 2 

P = Po + p —“(1 “ o) 

Finalmente, de la ecuación de la cantidad 
de movimiento^ aplicada en la dirección 
del flujo y al mismo VC, se tiene lo si¬ 
guiente : 

p 0 a — pa — D = pVt>a(Pv 0 — v 0 ) 

substituyendo el valor de p, calculado an¬ 
teriormente, resulta 

Poa — Poíí — P~Y~a(í —a) — D = 

- pv 0 2 tf(P— 1) 

o bien 

-B-,*•«( f) 

y con « = 3f> 2, se obtiene 


Substituyendo ahora P, calculado anterior¬ 
mente, y haciendo las simplificaciones ne¬ 
cesarias, se tiene finalmente el empuje : 



Solución b) De acuerdo con la definición 
indicada para él coeficiente de arrastre, 
éste vale 



Si d/a~>0, esto es, si el ancho a es muy 
grande, entonces 



D ~*Y pv ° sd 

Conviene comparar estos valores con los 
obtenidos experimentálmente, para un nú¬ 
mero de Reynolds comprendido entre 10* 
y 10® en el subcapítulo 11.4. Observe que 
en este problema ha sido necesario utili¬ 
zar las tres ecuaciones fundamentales 
para un volumen finito de control. 

Problema 4.23. El rociador mostrado en 
la Fig. 4.39 suministra agua que es descar¬ 
gada tangencialmente desde los chiflones, 
en los extremos opuestos de un brazo cuya 
longitud es de 2R = 0.60 m y .gira alrede¬ 
dor de su centro. La velocidad relativa 
de descarga V en él chiflón es de 6 m/seg 
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y el diámetro de cada chiflón es de 13 rom. 
a) Calcular el par motor producido cuan¬ 
do el brazo es estacionario y la magnitud 
de la fuerza F, necesaria para mantener 
esta condición, b) Encontrar una expre¬ 
sión para el trabajo realizado por segundo 
y la eficiencia del dispositivo cuando se 
permite que el brazo gire con velocidad 
periférica ti. c ) Si la velocidad relativa de 
descarga del chiflón se mantiene en 6 m/ 
seg, calcular el valor de u para desarro¬ 
llar la potencia máxima; así como deter¬ 
minar el trabajo realizado por segundo 
y, además, la eficiencia bajo estas condi¬ 
ciones. 


T^2fR~ 0.488 X 0.6 = 0.292kgm 


La fuerza F es entonces 


-= 1.952 kg 


Solución b) Cuando el brazo tiene una 
velocidad periférica u, la velocidad abso¬ 
luta del chorro es v-u. ; la fuerza debida a 
la reacción del chorro vale entonces: 

f = -.(v-ti) 

... .. g 

El trabajo —por segundo— de tro chi¬ 
flón es 


-(v — u)u 


H i 

f U 


Figura 4.39. Rociador que ilustra el problema 
4.23. 

Solución a) De la ecuación de la canti¬ 
dad de movimiento, la fuerza dinámica 
que impulsa a cada chiflón es 

’ / = l£.(v—0) 
g 

Siendo a el área de cáda chiflón y 
Q — va el gasto descargado por el mismo, 
la fuerza será: 

yav 2 1000 Xfl(0.013) 2 X (6)* 

/ = — Y~ = 9.8X4 


f = 0.488 kg 

Por lo cual, el par motor es 


y dos veces para los dos chiflones. 

Siendo (v — u) la velocidad absoluta de 
los chorros, existe una energía cinética 
_por segundo— que se pierde por la ve¬ 
locidad con que descargan los chorros. 
Dicha energía vale: 


Eo — 2 


yav (v — w) 2 


La energía total abastecida en cada segun¬ 
do al rociador es entonces: 


Et = W + Ea = 2yav - [(v- u)u + 
& 


+ Í(V~M> 2 ] 


(a v / v 2 — u 2 ^ 


Luego, la eficiencia vale 
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2 y a v 


(v— u)U 


Et 2yav/v 2 — w 2 


^V 2 — H 2 ^ V + U 


Solución c) Asimismo, la potencia es: 


2 yav 


(v — u)u 


2 X 1000 x Jt(0.013) 2 x 6 
9.8 x 4 

W = 1.463 kgm/seg 


(6-3)3 


Asimismo, la eficiencia máxima es 

í'" 

v 2 u 2u „ 

ti =-- = -— = 0.667 

i. v + u 3u 

esto es; aproximadamente, el 66.7 %. 

r 

í Problema 4.24. Determinar la ley que 
jf relaciona la oscilación z con el tiempo, en 
| el tubo en forma de U —mostrado en la 
| Fig. 4.40— cuya sección transversal es 
| constante, si el movimiento se inicia cuan- 
; do z = z mix y se desprecia la fricción del 
| líquido. 



Para un valor dado de v, la potencia será 
un máximo para aquel valor de u que haga 
máximo a (v — u)u. Derivando e igualan¬ 
do a cero, tenemos que 


f ~du — u ^ u ] — v~2u = 0 

y para la potencia máxima: u = v/2 —• 
= 3 m/seg, que vale: 


„ 2yav, . 

P = —-(v — u)u = 

g 


Figura 4.40. Oscilaciones en un tubo U. 

Solución. El problema corresponde a un 
flujo no permanente. De la Fig. 4.40 se 
deduce que 

— dz~ 2 ds 

Entonces, con o=p=l, Ahr—0, V^—Va y 
Pi = p 2 > de la Ec. de la energía (4.19), para 
flujo no permanente, resulta: 

, 1 f* 3F . 

Zi — Z 2 4- — I ■ — ds 
gJt dt 

Puesto que V es constante en cualquier 
sección del tubo, se tiene a dV/dt inde¬ 
pendiente de s, luego: 


1 dv ' 1 dv 

z ~7~dT (S2 ~ Sl) ~7W- 


Por otra parte, por definición, se tiene que 


1 dz 

2 dt 


dV 1 dPz 

dt 2 ~df 

y resulta asimismo, que 
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J1 + 2l z= . 0 

dt* + i 

es decir, la ecuación diferencial que rige 
el fenómeno. 

La solución general es del tipo: 
z - A sen (<oí) + B eos (caí) 

donde A y B son dos constantes y® = 

— \Z~y~ es la frecuencia de la oscilación. 

En efecto, la ecuación diferencial se satis¬ 
face con esta solución, a saber: 

= eos (oí) — B a sen (coi) 
dt 

. ^ . 1 - — A 'w 2 sen (oí) — B cu 2 eos (oí) 


Por tanto: 

— A o 2 sen (oí) — B o 2 eos oí + 
-f A o 2 sen oí -f- B o 2 eos oí = 0 


Para í = 0, z = Z mix ; entonces, en la solu- 


Si el periodo de una oscilación es T = 

= — = 2n \/J -, para í = entonces 
o 2g 4 

2 = 0 y, en la solución, 

oj si 


sen -— = 1 y eos — = 0, entonces A = 0 


y la solución se reduce a 

z = B eos (o í) 

Para í = 0, z = z m4x y, de la ecuación an¬ 
terior, B = z m4¡t ; la solución final es: 

z = Zrcix cos 0 

Siendo la gráfica de oscilaciones una cose- 
noide (Fig. 4.41). 



Figura 4.41. Gráfica de oscilaciones del agua en un tubo Ü. 
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PROBLEMAS 

1. Resuelva los siguientes incisos: 

a) Explique los principios básicos en el aná¬ 
lisis del flujo de líquidos. 

b) ¿ En qué consisten los métodos experi¬ 
mentales? 

c) Explique el concepto y utilización de vo¬ 
lumen de control. 

d) ¿Cómo se relaciona el volumen de con¬ 
trol con el flujo unidimensional? 

2. En un flujo bidimensional incompresible la 
componente v„ de la velocidad está dada 
por v m = Ai 3 + By 2 . a) Encontrar la ecua¬ 
ción para la componente v„ suponiendo que 
en y = 0; v = 0 para todo valor de x. b) ¿Es 
el flujo irrotacional? 

3. Determinar la componente v„ de la veloci¬ 
dad (con la diferencia de una constante adi¬ 
tiva) para los siguientes flujos bidimensio- 
nales e incompresibles; indicar cuáles son 
irrotacionales. 

a) v 9 = *2 d) v, = —-- 

x 2 + y 2 


b) v 9 “6x + xy e)v m = ——~ 

x* + y 2 

c) v x == x 2 + * f) v 9 = 2x y 2 

4. Considerando la definición de las componen¬ 
tes de velocidad, y haciendo el desarrollo de 
las derivadas, demostrar que la Ec. (4.1a) 
se puede escribir en la forma: 

dp 

-+ o div v = 0 

dt p 

5. Un fluido compresible fluye de tal manera 
que el vector velocidad, en cada punto, es 
proporcional a su vector de posición r res¬ 
pecto del origen del sistema coordenado 
(v = k r). De la ecuación de continuidad del 
problema 4, determinar la ley de variación 
de la densidad con el tiempo. Calcule la 
constante de integración, considerando que 
Para í = 0, p = pQ. 

6. En el difusor circular —mostrado en la fi¬ 
gura— el flujo de la sección 1 a la 2 es per¬ 
manente e incompresible y se puede suponer 
unidimensional. Calcular dV/ds y la acelera¬ 
ción V (dV/ds) en función de s, Üj, d l y 9; y 
hacer una representación gráfica de V/V 1 
y de (V dV/ds) / (V^/d^, contra s/L. 



Figura del problema 6. 

7. Por el interior de un gran conducto circular seg). Determinar la velocidad media con que 

de 0.3 m de diámetro fluye agua con veloci- el agua sale por las tuberías de 0.05 m de 

dades que siguen la distribución señalada en diámetro, 

la figura, según la ley v = 0.0225 — jQ (en m/ 



Figura del problema 7. 
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8. Como se muestra en la figura, por un con¬ 
ducto de sección rectangular entran 0.5 m / 
seg de agua. Dos caras del conducto son 
porosas: por la cara superior se añade agua 
a un gasto, por unidad de longitud, de dis¬ 
tribución parabólica; mientras que por la 
cara frontal se pierde agua con una distri¬ 
bución lineal del gasto por unidad de lon¬ 
gitud. En la figura se dan los dos valores 


máximos del gasto por unidad de longitud 
del conducto. 

a) ,'Cuál es el valor de la velocidad media 
en la sección de salida del conducto, si 
tiene 1 m de longitud y el área de la sec¬ 
ción transversal igual a 0.1 m 8 ? 

b) Determinar en el caso anterior la posi¬ 
ción a lo largo del conducto donde la 
velocidad media sea la máxima. 


O.US m’/seg/m 


0.5 m : '/seg 
0.05 



Figura del problema 8. 


9. Calcular, de manera exacta, los valores de 8 
para los dos casos presentados en el pro¬ 
blema 4.6. 


10. En la tabla de abajo se muestran las medi- la vel 

Velocidades en m/seg 


ciones de velocidad verificadas con moline¬ 
te en los diferentes puntos del canal (mos¬ 
trado en la figura) el cual alimenta una 
planta hidroeléctrica. Determinar el gasto, 
la velocidad media y los coeficientes a y p. 


1.00 0.95 
1.00 0.99 
0.98 0.91 
0.90 0.82 
0.80 0.65 


Distancias desde la orilla izquierda, en m 


o o o O 
oo T- «o 
t© se 

6 7 8.9 


' /)l 3ro 

M i 


Figura del problema 10. 
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11. Un chorro de agua es descargado por un 
chiflón, de 2.5 cm de diámetro, en dirección 
vertical y ascendente; suponemos que el 
chorro permanece circular y que se despre¬ 
cian las pérdidas de energía durante el as¬ 
censo. 

a) Calcular el diámetro del chorro, en un 
punto a 4.60 m sobre la boquilla del chi¬ 
flón, si la velocidad del agua al salir es 
de 12m/seg (considerar que el coeficien¬ 
te de Coriolis a = 1). 

b) Determinar la presión que debe leerse 
en el manómetro M, si el diámetro en la 
tubería es de 0.10m y el desnivel (z t — Zq) 
es de 0.40 m. Considere despreciable la 
pérdida de energía entre las secciones 0 

y 1. 

c) Si el chorro forma con la horizontal un 
ángulo de 45° y se desprecia la fricción 
con el aire, determinar la altura máxima 
que alcanzará y la magnitud de la velo¬ 
cidad en ese punto. 


en la medición tiene un y — 850 kg/m 8 . 
Calcular la velocidad V para &h = 0.25 m y 
el gasto en la tubería. 


T 

/) = 0.30 ni 

1. 

Figura del problema 12. 


13. En el sifón —mostrado en la figura— calcu¬ 
lar la velocidad del agua, el gasto y la pre¬ 
sión en la sección B, en el supuesto de que 
las pérdidas fuesen despreciables. 




Figura del problema 11. 


12. En una tubería de 030 m de diámetro es¬ 
curre agua; para medir la velocidad se ha 
instalado un tubo de Pitot —como se mues¬ 
tra en la figura— donde el líquido empleado 


li 



V 

Figura del problema 13. 


14. En la tubería (mostrada en la figura) se 
ha aforado un gasto de agua de 6 m 8 /min 
cuando la carga es H = 10 m. 

a) Calcular las pérdidas, a través del sis¬ 
tema, como función de la carga de velo¬ 
cidad KV*¡2g. 

b) Suponiendo que en el extremo de la tu¬ 
bería se coloca un chiflón cuya boquilla 
tiene un diámetro de 0.05 m, calcular el 
gasto y la presión en la sección justo 
arriba del chiflón; para ello considere 
que las pérdidas en la tubería son: 
4 V 1 8 /2g + 0.05 V a 2/2g y que H = 7 m. 
En este caso, V 1 y V 2 son las velocidades 
del agua en la tubería y en el chiflón, 
respectivamente. 

c) Calcular la potencia del sistema. 
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Figura del problema 14. 

15. Si la bomba —de la figura— desarrolla 5 CV 17. La velocidad en el punt ¿sión en^fpun- 
sobre el flujo, ¿cuál es el gasto? £^desprecia la fricción? 


Agua—4o.25m Bomba 


Figura del problema 15. 

16. En el sifón (mostrado en la figura) h t = > 1 m, 
fu = 3m, D,=3m, D 2 = 4m; las pérdidas 
que ocurren son de 1.6 V¡, 2 /2g y constituyen 
el 10% antes de la sección 1. 

a) Determinar el gasto y la presión en la 
sección 1. 

b) Suponiendo el flujo sin fricción, desde A 
hasta B, determinar la presión en B si 
éste es irn punto de estancamiento (velo¬ 
cidad cero). 




2 — Agua 7 

Figura del problema 16. 


D = 0.25 m 



Figura del problema 17. 

18. a) Si las pérdidas entre las secciones 1 y 2 

del problema 4.12 son 0.5 kg m/kg; de¬ 
terminar los dos tirantes posibles en la 
sección 2. 

b) Si en este mismo problema el canal se 
estrecha hasta 1.80 m de ancho en la caí¬ 
da en la sección 2, determinar los dos 
posibles tirantes. 

19. Un aceite fluye por el tubo circular de 0.20 m 
de diámetro, que se muestra en la figura; 
el flujo es permanente y el gasto es de 
0.114 ms/seg. El peso específico del aceite 
es 770 kg/m 3 . La presión y condiciones de 
elevación son p A =056 kg/cm 2 ; h A = 1-50 m, 
p B =0.35 kg/cm 2 ; fc B = 6.10 m. Determinar la 
dirección del flujo y la disipación de energía 
entre los dos puntos Ay B. (Las presiones 
dadas son manométricas.) 



Figura del problema 19. 
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20. Una bomba eleva agua desde un cárcamo, a de agua es de 0.60m 3 /seg. Suponiendo una 

través de un tubo vertical de 0.15 m de diá- eficiencia del 87 %, calcular la carga neta 

metro. La bomba tiene una tubería de 0.10 m que actúa sobre la turbina. 

de diámetro, cuya descarga horizontal está 

3.25 m arriba del nivel del cárcamo. Al bom- 22. En el sistema mostrado (en la figura) la 
bear 0.036 kg/cm 2 , en el manómetro del lado bomba BC debe producir un caudal de 160 lt/ 

de la succión de la bomba se lee —0.324 kg/ se S de aceite —cuyo peso específico es 

cm 2 y del lado de la descarga 1.8 kg/cm 2 . ^*2 kg/m 3 hacia el recipiente D. Suponien- 

El manómetro colocado dél lado de la des- do f® ¡ a P é ^ da de ener £ a eatre * f* 

cargaíestál.SOmpbrarribadeeldellado de la de 2.50 kg m/kg y entre C y D es de 6.50 

succión. Calcular la potencia que la bom- ® etennmar - 

ba entrega al agua. a) ¿qué potencia en CV debe suministrar la 

bomba al flujo? 

21. Una turbina genera 600 CV cuando el gasto b) Dibujar la línea de energía. 


Efev.fiO m 



Figura del problema 22. 


23. Una bomba de flujo axial eleva el agua des- tra en la figura. Si el gasto requerido es 

de un canal y la descarga hacia una zanja de de 3.785 m 3 /min y la eficiencia de la bomba 

riego cuyo nivel se encuentra 1.5 m por en- es del 65%, determinar la potencia aproxi- 

cima del nivel del canal, tal como se mués- mada que requiere el motor. 



Figura del problema 23. 
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24. 


Una tubería ha sido diseñada para dotar de 
agua potable a una ciudad. El diseño origi¬ 
nal consistía en un túnel a través de una 
montaña entre los puntos 2 y 4; de acuerdo 
a dicho' diseño, no hay bombas en la región 
mostrada en la figura. La presión en el 
punto 1 de este diseño fue de 7 kg/cm y 
en el punto 5 de 3.5 kg/cm*, debido a la 
fricción en la tubería. El gasto es de 28 
m*/seg y la tubería es de 3 m de diá¬ 
metro. 


a) Hacer un esquema dibujando las líneas 
de energía y de cargas piezométricas en¬ 
tre los puntos 1 y 5, suponiendo que el 
tubo es horizontal. 

b) Estudios geológicos posteriores mostra- 
ron que una falla atraviesa el túnel, por 
lo cual se decidió construir la tubería 


por encima de la montaña, siguiendo la 
superficie del terreno y facilitar la repara¬ 
ción en el caso de un temblor (suponer 
que la montaña es de 1200 m de altura 
y que se puede representar por un trián¬ 
gulo isósceles). 

Explicar por qué es necesaria una estación 
de bombeo para esta segunda alternativa y 
calcular la potencia que las bombas trans¬ 
mitirán al agua para el gasto antes seña¬ 
lado (de 28 mVseg). La presión (manomé- 
trica) de la tubería en la cima de la montaña 
(punto 3) no debe quedar abajo de la at¬ 
mosférica. Dibujar las líneas de energía total 
entre los puntos 1 y 5 para las dos alter¬ 
nativas, suponiendo que la presión en el pun¬ 
to 1 es de 7 kg/cm*. 


Alternativa para 
la localización de 
tubería 



(p Bombas ^ 


18 500 m--| 


Figura del problema 24. 


25. El agua de un gran depósito, como se mues¬ 
tra en la figura, tiene su superficie libre 
5 m arriba del tubo de salida. Según se 
muestra, el agua es bombeada y expulsada 


en forma de chorro libre mediante una 
boquilla. Para los datos proporcionados, 
¿cuál es la potencia en caballos de vapor 
requerida por la bomba? 



26. Si la eficiencia global del sistema y te tur¬ 
bina (de 1a figura) es 0.8, ¿qué potencia se 


produce para H = 60 m y Q — 30 m 3 /seg? 
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27. Despreciando la fricción en 1a tubería (mos¬ 
trada en la figura) calcular la potencia —en 
caballos .de vapor— desarrollada en la turbi¬ 
na T, por el agua procedente de una tubería 
a 3 kg/cm* de presión. 





IpilSil 


8 m/seg 


Figura del problema 27. 


28. El agua fluye en un canal rectangular de 
3m de ancho con un tirante de 0.09 m; el 
fondo del canal se eleva gradualmente 
0.06 m, tal como se muestra en 1a figura. 


La superficie del agua se levanta 0.09 m so¬ 
bre 1a porción que se eleva del canal. Calcu¬ 
lar el gasto despreciando los efectos de 
fricción. '■» 



29. El agua entra a un difusor cónico —como el 
del problema 6— con una velocidad V x = 
= 12.20 m/seg. El difusor cambia de un 
diámetro D t = 0.15 m a £> 2 = 0.30 m, en una 
longitud de 1.40 m; el incremento de presión 
medida es 0.81 p V x 2 /2. Suponiendo que 1a 
presión a la entrada del difusor es de 1.5 kg/ 
cm* (man), calcular 1a fuerza longitudinal 
resultante del agua sobre tes paredes del 
difusor. 

30. El tirante en un río, aguas arriba de una 


presa, es de 3.70 m, como se ve en 1a fi¬ 
gura; el gasto es de 1.12 m*/seg por cada 
metro de ancho de la presa. Determinar: 

a) el tirante y 2 al pie de la presa, suponien¬ 
do despreciables las pérdidas; 

b) 1a fuerza horizontal resultante del empu¬ 
je dinámico del agua, por cada metro de 
ancho, sobre 1a cara aguas arriba de la 
presa; comparar te fuerza con 1a que 
se obtendría supuesta una presión hidros- 
tática. 
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31. Calcular la fuerza que produce el flujo de 
agua sobre la curva y la boquilla del chiflón, 
mostrados en la figura; el agua abandona 
la boquilla como un chorro libre. El volu¬ 
men interior del conjunto del codo y de la 
boquilla es de 115 litros y todo el conjunto 
está contenido en un plano horizontal. 


<1 í (US m 


Boquilla 


/> = I kg/cm; 



33. El agua entra en una tubería desde un reci¬ 
piente de grandes dimensiones y después de 
abandonarla incide sobre un álabe deflector 
que desvía el chorro a 90°, según se muestra 
en la figura. Si sobre el álabe deflector se 
desarrolla un empuje horizontal de 100 kg, 
¿cuál es la potencia en caballos de vapor, 
desarrollada por la turbina si antes de la 
misma la presión es de 3 kg/cm-? 

p = 3 Ig/cm» 

j—— I) — 0.15 m 

—jC—J—'|j . 


V = 1:5 m/seg 

Figura del problema 31. 

32. Una bomba extrae agua de un recipiente, 
como se muestra en la figura. La bomba 
añade, al flujo 12 CV. ¿Cuál es la fuerza 
horizontal que desarrolla el flujo sobre el 
soporte D ? Despreciar pérdidas 



(¿ = 0.21 m’/seg 
V = -1.5 m/seg 


(¿ = 0.30 m’/seg 
V = 1.8 m/seg 


'"U 


O = 0.24 m*/seg 
V - 3.0 m/seg 


60’ 


= 0.33 m”/seg 
V = 3 m/seg 
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35. La superficie fija (mostrada en la figura) 
divide el chorro de agua, de tal manera que 
0.0285 m 3 /seg fluye en ambas direcciones. 
Para una velocidad inicial del chorro, de 
14 m/seg, encontrar las componentes F„ 
y F v de la fuerza requerida para conservar 
la superficie en equilibrio; desprecie para 
ello las resistencias de fricción. 


área total es A = 0.0S6 m 2 . En la sección 2 
se considera que el agua se ha mezclado 
totalmente. 

a) Calcular la velocidad media del escurri- 
miento en la sección 2, 

b) Determinar el gasto total y el incremen¬ 
to de presión, p a — p v suponiendo que la 
presión der chorro y de la corriente se¬ 
cundaria es la misma en la sección 1. 



/ 








lUÜJ 




.mnimmunnmnnmi 


v. 


umuuuuimmmiuu' 


Figura del problema 33. 

34. Determinar las fuerzas componentes F x y F„, 
necesarias para mantener en reposo la caja 
de distribución mostrada en la figura. No 
considerar las fuerzas debidas a la presión 
en las tuberías. 


36. Una bomba de inyector de agua tiene un 
área de chorro A 0 = 0.0047 m 2 con una ve¬ 
locidad V 0 = 215 m/seg, que entra a una 
corriente secundaria de velocidad V, = 3 m/ 
seg, en un tubo de sección constante cuya 


Figura del problema 36. 

37. Una tubería horizontal de 6 m de diámetro 
tiene un codo reductor que conduce al agua 
a una tubería de 4 m de diámetro, unida a 
45° de la anterior. La presión a la entrada 
del codo es de 10kg/cm 2 y la velocidad de 
15 m/seg. Determinar las componentes de la 
fuerza que han de soportar los anclajes del 
codo. Despreciar las pérdidas en el codo y 
el peso del líquido dentro del mismo. 



Figura del problema 34. 


Í38. ¿Qué fuerza propulsora se ejerce sobre la 
vagoneta de la figura?, ¿cuál es el rendi¬ 


miento de este chorro como sistema de 
propulsión? • 
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- D = 75 mm 



41. La tubería mostrada cambia su diámetro 
de = 1.50m a D 2 = lm y conduce un 
gasto de agua Q = 1.8m 3 /seg, siendo la pre¬ 
sión p = 4 kg/cm 2 . Despreciando la pérdida 
de energía debida al cambio de diámetro, 
calcular la fuerza dinámica F a que está 
sujeta la pieza que sirve para realizar la 
transición. 






1 »." 0 


39. En la figura se tiene un distribuidor de gas¬ 
to; obtenga una ecuación que relacione QJQi 
con 8. Además, calcule la fuerza F <l u ® ob ™ 
sobre la placa, si <2 S es el 80% de Q. El 
conducto es cuadrado, de lado B. 


Figura del problema 39. 


40. Se pide calcular el empuje dinámico resul¬ 
tante sobre la bifurcación mostrada en la 
figura, donde: 

Q t = 0.567 m ? -/seg 


= 0.46 m 
D 2 = 0.15 m 
D s = OJO m 


Q s = 0341 m 3 /seg 

Los ramales 2 y 3 descargan a las condicio¬ 
nes atmosféricas. 


Figura del problema 40. 



Qj = 0.567 m 3 /seg 


Figura del problema 41. 


42. La tubería mostrada cambia bruscamente 
del diámetro D t = 300mm a D 2 = 200 mm 
y transporta el gasto, de agua Q = 038 m 3 / 
seg. La presión qué se lee en el manóme¬ 
tro Ai, sobre la sección A, es p = 13 kg/cm 2 . 
Considerando que la pérdida de energía por 
el cambio de geometría se puede calcular 
de la expresión: 


Ah 


-“(-ir) 


2g 


determinar la fuerza dinámica que se pro¬ 
duce por dicho cambio. 



.7 kg/cm 3 


Figura del problema 42. 


43. Una turbina hidráulica descarga el agua al 
canal de desfogue a través de un tubo de 
succión que tiene la forma dé un tronco 
de cono, el cual se inicia coa un diámetro 
d = 1 m y termina con D = 2m, siendo su 


longitud L = 4 m. El gasto descargado por 
la máquina es Q = 53 m 3 /seg; el desnivel 
H = 3 m. La pérdida de energía en el difu¬ 
sor se puede calcular, de la ecuación 


h = 035 


(Vi-VzP 

2 g 


Calcular la fuerza dinámica producida so¬ 
bre el difusor. 



44. En el dispositivo, indicado en la figura, se 
tiene la ¡siguiente geometría: d = 50mm, 
D - 100 mm, r = 400 mm y en el manómetro 
M se lee la presión p = 10 kg/cm 2 . 

a) Calcular la fuerza dinámica ejercida so¬ 
bre el chiflón y la que afecta la unión 
en la sección B. 

b) Calcular la fuerza dinámica total ejerci¬ 
da sobre el dispositivo' y , el momento 
flexionante que actúa en la sección B. 



45. En la bifurcación, mostrada en la figura, 
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D = 12 m; d = 0.85 m; el ángulo 0 - 45°; 
y la presión p = 50 kg/cm 2 . El gasto total 
es Q = 6 m 3 /seg de agua y la bifurcación 
está contenida en un plano horizontal. 

a) Calcular la fuerza dinámica que se pro- 
¿luce. 

b) Calcular dicha fuerza, si p = 70kg/cm=. 


---—jtl-. 

Figura del problema 45 


K¡. La bifurcación mostrada en la figura tiene 
la siguiente geometría: D — 3 m, d — 2 m, 
0 = 60°, con un gasto total de agua Q = 
= 35 m 8 /seg y una presión p = 30 kg/cm 2 . 
Calcular la fuerza dinámica considerando 
que la bifurcación está contenida en un pla¬ 
no horizontal. 





Figura del problema 46 


1 , 7 . En el cambio de dirección mostrado, d = 
= 200 mm, r = 600 mm y el gasto de agua 
Q = 125 lt/seg, siendo p = 2 kg/cm 2 . 
Calcular la fuerza dinámica y los momentos 
flexicmantes producidos sobre las uniones. 


Figura del problema 47 


48. Una rueda Pelton es alimentada, por dos 
chiflones que descargan agua con la disposi¬ 
ción mostrada en la figura. Los diferentes 
diámetros son d 0 = 120 mm, D 2 - 275- mm 
y D 1 = 400 mm.. La bifurcación está conte¬ 
nida en un plano horizontal, siendo la pre¬ 
sión p = 50 kg/cm 2 y el diámetro del chorro 
en la descarga d = 0.895 d a . Considerando 
despreciables las pérdidas de energía, desde 
la sección A hasta la descarga, determi¬ 
nar la fuerza dinámica: 

a y la total del conjunto, hasta la sección A; 

b) de la rama superior ; 

c) de la rama inferior. 


Rama 

superior- 



Aguja móvil 


\ ! . , Rueda 

A — Pelton St- 



Figura del problema 48 


49. Un túnel para agua tiene una sección c'üft 
drada de 0.30 m por 0.30 m y opera lleno 
Se realizó una prueba del flujo, con un el 
lindro (como se muestra en la figura) con 
la misma longitud que el ancho del túnel 



encontrando que hay una diferencia en las la sección 2 la distribución de velocidades 

cargas de presión: de 0.217 m de agua en- es como se muestra gráficamente en la fi- 

tre las secciones 1 y 2; además, se deter- gura. Encontrar, por métodos gráficos, los 

minó que la presión es uniforme a través coeficientes a y (5 en la sección 2 y la fuerza 

de cada una de ellas. En la sección 1 hay de arrastre sobre el cilindro, 

una velocidad uniforme de 3.05 m/seg y en 


Perfil de 
velocidades en 2 


Figura del problema 49 



50. Como se muestra en la figura, el agua fluye 
con velocidad V 0 en un tubo con una tapa 
ciega y lo hace hacia el exterior a • través 
de los chorros laterales, en ángulo recto con 
la línea eje de la tubería. El área total de 
los chorros es la misma que la de la sección 
transversal de la tubería. Las entradas ha¬ 
cia los chorros están redondeadas para evi¬ 
tar una pérdida de energía. Examinar los 
siguientes argumentos y resolver las apa¬ 
rentes contradicciones entre las dos conclu¬ 
siones. 

a) Al aplicar la ecuación de Bemoulli, en¬ 
tre B y C, se encuentra que la presión 
en B es la atmosférica. Aplicando la mis¬ 
ma ecuación, entre C y la región D de es¬ 
tancamiento, se encuentra que la presión 
sobre la tapa es pV 0 2 /2, por lo que el 
empuje sobre la tapa es A pV^/2, donde 
A es el área de la sección transversal 
del tubo. 


b) De la ecuación de la cantidad de movi¬ 
miento, el empuje sobre la tapa es igual 
al requerido para deflectar el flujo a án¬ 
gulos rectos, respecto de la dirección ori¬ 
ginal, como también igual a la fuerza 
necesaria para destruir —del todo— la 
componente original de adelante, es de¬ 
cir: Q p V = A p V 0 *. 



Figura del problema 50 
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SIMILITUD DINAMICA 



5.1 Aspectos generales 

En mecánica de fluidos el riguroso tratamiento matemático de los pro¬ 
blemas, con base exclusivamente en los métodos analíticos, no siempre 
permite llegar a la solución completa, a menos que se planteen hipótesis 
simplificatorias que, además de restar generalidad a la solución, pueden 
llegar a falsear los resultados a tal grado que no tengan relación alguna 
con el comportamiento real del fenómeno. Por otra parte, debido a la 
variedad de problemas, muchas veces resulta difícil establecer las condi¬ 
ciones de frontera previas a cualquier solución matemática. En otros ca¬ 
sos, las soluciones analíticas se deben plantear de tal manera que no se 
ignoren los aspectos físicos del fenómeno y que determinados puntos de la 
respuesta queden supeditados a la experimentación. 

Los modelos hidráulicos han éncontrado creciente aplicación para con¬ 
trolar y modificar diseños analíticos de estructuras hidráulicas. Mediante 
el uso de modelos físicos es posible experimentar a costos relativamente 
bajos y con economías substanciales de tiempo, hasta obtener condiciones 
óptimas. 

Lo anterior en ningún caso significa que una técnica substituya a la 
otra. Sería un error suponer que una serie de resultados y de reglas sen¬ 
cillas obtenidas de la investigación experimental supla un tratamiento 
racional del mismo, pudien do ocurrir que dichos resultados tuvieran vali¬ 
dez sólo en el intervalo de valores para el cual se efectuaron las medicio¬ 
nes. Además, aun cuando fuera posible hacer un estudio exhaustivo del 
fenómeno, resulta necesario tomar en consideración una serie de factores 
de índole apreciativa que limitan la extrapolación y generalización de las 
respuestas. 

La adecuada combinación del análisis matemático y la verificación 
experimental permite superar esos obstáculos, restringiendo las hipótesis 
a aquellas cuya experiencia y razonamiento físico han mostrado no tener 
serios efectos sobre las características esenciales del fenómeno. . 

Mientras el tratamiento empírico recalca el desarrollo algebraico dé una 
fórmula deducida de la investigación experimental, a menudo con poca 
justificación física, el análisis racional intenta una solución completa para 
la función correcta y las constantes numéricas involucradás. Por otra par¬ 
te, la mecánica de fluidos emplea los principios dél análisis dimensional 
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para incorporar las variables, que la ex¬ 
periencia ha demostrado como esenciales, 
en una expresión adimensional básica, sis¬ 
temática y matemáticamente ordenada; 
asimismo, toda vez que sea posible se 
desarrolla, al menos aproximadamente, la 
interrelación funcional de los diferentes 
miembros de esta expresión. Por último, 
la investigación experimental suministra 
las constantes numéricas y la verificación 
esencial sobre la exactitud del análisis; 
también trae consigo el estudio de las 
características del flujo aunadas a las pro¬ 
piedades del fluido y a las condiciones de 
frontera o geometría del mismo. Así, por 
ejemplo, el estudio experimental completo 
del empuje de un flujo sobre un cilindro 
(Prob. 4.22) significaría variar la veloci¬ 
dad Vo y utilizar varios fluidos de distin¬ 
tas características, así como cilindros 
de diferente diámetro, para determinar el 
coeficiente de arrastre en cualquier con¬ 
dición imaginable. Una investigación en 
este sentido representaría un trabajo for¬ 
midable casi imposible de realizar; sin 
embargo, una planeación adecuada de las 
combinaciones de las diversas variables 
que ocurren en cada problema permite lle¬ 
gar a generalizaciones realmente extraor¬ 
dinarias con el menor esfuerzo, costo y 
tiempo; muchas veces con una presenta¬ 
ción muy simple. Para este caso particu¬ 
lar es suficiente estudiar la variación del 
coeficiente de arrastre, mediante la sim¬ 
ple variación del parámetro adimensional 
—llamado de Reynolds— que involucra to¬ 
dos estos factores, para obtener una rela¬ 
ción sencilla. 

La técnica seguida para encontrar las 
combinaciones posibles se apoya en el em¬ 
pleo de parámetros adimensionales for¬ 
mados con las diferentes variables del pro¬ 
blema, que permite la transposición de los 
resultados de un modelo físico a la estruc¬ 
tura real. La teoría: de la similitud que 
satisface esta ■ necesidad fue establecida 


por Kline: “Si dos sistemas obedecen al 
mismo grupo de ecuaciones y condiciones 
gobernantes, y si los valores de todos los 
parámetros y las condiciones se hacen 
idénticas, los dos sistemas deben de exhi¬ 
bir comportamientos similares con tal de 
que exista una solución única para el gru¬ 
po de ecuaciones y condiciones.” 

Los principales parámetros adimensio¬ 
nales de utilidad en la dinámica de fluidos 
se obtienen de las ecuaciones del movi¬ 
miento de los fluidos. No obstante lo an¬ 
terior, si se conocen las variables impor¬ 
tantes que intervienen en un problema, el 
llamado análisis dimensional constituye 
un procedimiento sencillo y puramente 
. matemático para determinar los paráme¬ 
tros más aplicables en cada caso (su ex¬ 
plicación se presenta en el Apéndice A). 

La experimentación se basa en la cons¬ 
trucción y operación de un modelo reduci¬ 
do a escala cuyo tamaño se supedita a J 
factores como espacio disponible, capaci¬ 
dad de las instalaciones del laboratorio, > 
costo del modelo, efectos de escala, etcé- 4 
tera. Para la operación se requieren los 
aparatos y dispositivos que midan las ca- | 
racterísticas hidráulicas del escurrimien- ¡ 
to: gastos, velocidades, presiones, tiem- j 
pos, etcétera. V 

En general, la similitud va más allá de 
los aspectos superficiales de simititud geo~ 
métrica, con la cual erróneamente se con- | 
funde; aquélla debe entenderse como la ,g 
correspondencia conocida y usualmente J| 
limitada entre el comportamiento del flu- 
jo estudiado en el modelo y el flujo real, | 
con similitud geométrica o sin ella. La ^ 
similitud rara vez es perfecta debido a que|jl 
comúnmente es imposible satisfacer todas 3? 
las condiciones requeridas para lograrla.?* 

En este capítulo sólo se presenta la deri-Tj| 
vación de las leyes de similitud más co-'J| 
muñes y sus aplicaciones en el estudio» 
experimental de los sistemas de flujo más'^ 
importantes; sin embargo, no significajg 
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que se haga una exposición completa de 
las técnicas de investigación. Éstas pue¬ 
den ser tan variadas como los problemas 
que presentan los diferentes flujos que 
ocurren en la naturaleza o en las estruc¬ 
turas hidráulicas, especialmente por las 
aportaciones de la matemática estadística 
que permite hacer una planeación adecua¬ 
da de las pruebas y una interpretación 
más racional de los resultados experimen¬ 
tales. En ellos interviene una amplia varie¬ 
dad de factores sujetos a la exactitud en 
la construcción del modelo; apreciación 
de las mediciones por el operador; pre¬ 
cisión del instrumental que se utiliza; los 
efectos de escala y, desde luego reconocer 
que no existe similitud absoluta sino, m á s 
bien, varias similitudes imperfectas y sus¬ 
ceptibles a emplearse según se requiera. 

La técnica seguida en la selección, tanto 
de las leyes de similitud como de las 
escalas, en la construcción, medición y 
operación de los modelos, así como en la 
interpretación de los resultados experi¬ 
mentales, constituye por sí misma una 
disciplina que, por su extensión, no es 
posible incluir totalmente en este capítulo. 


5.2 Similitud geométrica 

Considere dos flujos, como los mostra- 
d°s en la Fig. 5.1, que se designarán como 
modelo, y prototipo. Mientras que el pri¬ 
mero tiene, en general, dimensiones me¬ 
nores que el segundo y es el que se re¬ 
produce en el laboratorio, el segundo 
representa la estructura real por construir. 

La similitud geométrica implica, de un 
modo estricto, que sea igual la relación 
de todas las longitudes homólogos en los 
dos sistemas. Esto es, si dentro de los flu¬ 
jos ciertas dimensiones se seleccionan y, 
además, se designa con p al prototipo y 
con m al modelo (Fig. 5.1), la similitud 
geométrica significaría, por ejemplo, que 



donde l c es la escala de líneas que cuan- 
tifica el tamaño relativo de los dos sis¬ 
temas. 

Una consecuencia de la similitud geo¬ 
métrica exacta es que la relación de áreas 
y volúmenes en ambos sistemas se puede 
expresar en términos del cuadrado y del 
cubo de h, esto es: 



v, = A,U = — t- = l¿ 
v m 

En algunos casos, es factible que la si¬ 
militud geométrica exista sólo en lo que 
se refiere a las dimensiones sobre planos 
horizontales y las dimensiones verticales 
pueden quedar distorsionadas con otra es¬ 
cala de líneas (como es el caso de los 
modelos de ríos o de puertos) donde el 
conservar la misma escak de líneas en las 
tres direcciones significaría tener tirantes 
muy pequeños en los modelos. Se tendrían 
así, por ejemplo, escalas de líneas de di¬ 
mensiones verticales y horizontales, como 
sigue: 



La similitud geométrica se extiende tam¬ 
bién a la rugosidad superficial de las pa¬ 
redes que limitan al flujo, pues si el 
modelo tiene un tamaño igual a un déci¬ 
mo del prototipo (/. = 10 ), entonces la 
altura de las proyecciones de las rugosi¬ 
dades deben estar en la misma relación 
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«) Modelo 
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Figura 5.1. Similitud dinámica entre dos 

Esto es difícil de lograr en la práctica, 
por lo que en ocasiones es necesaria una 
distorsión geométrica en la dimensión lon¬ 
gitudinal de la conducción respecto a las 
otras dos dimensiones, con objeto de lo¬ 
grar la misma relación de pérdidas de 
energía en ambas estructuras. 

5.3 Similitud cinemática y dinámica 

La similitud cinemática entre dos siste¬ 
mas de flujo se interpreta como la se¬ 
mejanza geométrica entre las líneas de 
corriente de ambos flujos, sin distorsión 


b) Prototipo 

flujos del modelo y el prototipo (a y b). 

o con ella. La similitud dinámica implica 
que haya similitud geométrica, o bien, 
distorsionada, además de que sea la mis¬ 
ma la relación de las fuerzas dinámicas 
en puntos homólogos. 

En la similitud dinámica, al igual que 
en la similitud geométrica, existen esca¬ 
las de velocidades, de fuerzas, tiempos, 
densidades, viscosidades, etcétera, que 
miden la relación entre las característi¬ 
cas de los flujos o propiedades de los 
fluidos utilizados en los mismos y referi¬ 
das a dos puntos R homólogos, que se de¬ 
signarán con el símbolo hasta ahora uti¬ 
lizado, pero añadiendo el subíndice é 


similitud cinemática y dinámica 


187 


(escala). Por ejemplo, p„ (i e , v s se refieren 
a las propiedades de los fluidos que se 
utilicen en el prototipo y el modelo. Estos 
fluidos pueden ser distintos en ambos sis¬ 
temas. La escala g„ se refiere.a las acelera¬ 
ciones de la gravedad que pueden consi¬ 
derarse distintas entre el sitio donde se 
localiza el prototipo y el lugar donde 
se prueba el modelo; sin embargo, se acep¬ 
ta en general que g e = 1 debido a la. poca 
variación de g con la latitud geográfica y 
la elevación sobre el nivel del mar. Ade¬ 
más, por definición, sabemos que: 

v.a— (5.1a) 

■ ' t e 

; = (5.1b) 

Q* = A e Ve (5.ÍC) 

a>-~r (5.1d) 

le 

P. = — (5.1e) 

Se A ....... 



Pe' 


preponderante se compara con la de iner¬ 
cia, lo que da origen a tres parámetros sin 
dimensiones y otro más que no relaciona 
propiamente fuerzas, sino los efectos de 
la aceleración local con la substancial. Es¬ 
tos parámetros se pueden obtener de las 
ecuaciones del movimiento de los flui¬ 
dos o directamente de la segunda ley de 
Newton. 

Los distintos términos de la ecuación 
del movimiento (4.8a) representan las 
fuerzas —por unidad de masa— que in¬ 
tervienen en un flujo; esta ecuación es, 
obviamente, válida para los dos siste¬ 
mas. Substituyendo en dicha ecuación al 
esfuerzo tangencial t, en términos de la 
viscosidad absoluta y del gradiente de ve¬ 
locidades en la dirección normal ( Ec. 1.1) 
(t = p Zv/dn), y suponiendo que p es 
constante, para el modelo se tiene que: 


1 dPm Pm 3 2 v» 

Pm d Sm pm 3 H» 2 



Con las definiciones de escala antes dadas, 
la ecuación equivalente para el prototi¬ 
po es 


El movimiento de un fluido se explica 
por las ecuaciones del movimiento que 
consideran a las fuerzas, por unidad de 
masa, más importantes que intervienen 
en el flujo. Nó obstante, de acuerdo con 
el problema particular que se desee estu¬ 
diar, cada fenómeno se caracteriza por la 
importancia de una fuerza detérminada 
cuya influencia es preponderante en el 
movimiento y que prácticamente elimina 
a las restantes, ejerciendo su acción so¬ 
bre la fuerza de inercia. 

En general, la importancia de la fuerza 
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Si se divide cada término entre v, 2 //„ que 
es el que corresponde a la fuerza de iner¬ 
cia, se obtiene: 


\ pe V e 2 / pm dSm 

( i 1 » V ^ Vw _ 

\ p e V e le ) pm 'dPlm 2 

■ (S±\ gm ^ = 

V Ve 2 / 3-» C 

/ le \ "dVm 

\ Ve te ) dtm 


Los términos entre paréntesis, de esta 

ecuación, relacionan las diferentes escalas 

utilizadas y es ^ atoent ^ vál ^ t S 
los recíprocos (exceptuando el ultimo). 

Por ejemplo, igualando el P™ er0 ^_ 
que corresponde al de la aceleración 
vectiva (de valor 1), se tiene que 


y , por definición de escalas, resulta lo si¬ 


guiente : 


p, Vp* _ pm Vm 

pp P m 


Esto es, para que haya simiUtud dinámica, 
por lo que respecta a la fuerza de presión, 
es necesario que el parámetro Eu-p^/P 
sea el mismo en el modelo y en el prot°- 
tipo. En general, p representa la diferencia 
de presiones A p, entre dos puntos del fl J 
o entre un punto y la presión atmosfénca. 
Este parámetro es adimensional y 
relación entre la fuerza de inercia y la de¬ 
bida al gradiente de presiones 

Por medio de un razonamiento análogo 
se obtendrían cuatro parámetros adimen- 
sionales, a saber: 


f uerza de inercia __ 

Eu ~ fuerza de presión A p 

fue rza de inercia _ vi _ vl 
Ee ~ fuerza viscosa p/P 

fuerza dé iner cia _ v 2 
~ "fuerza gravitacionai gl 

acel eración local _ l 
S = fuerza de inercia v t 

5.4 Leyes de similitud 

El primer parámetro de los obtenidos 
arriba se llama número de Euler y rige 
en aquellos fenómenos donde son prepon¬ 
derantes los cambios A p de las presiones. 
Con p = Y/g y h = Ap/Y, se escribe co¬ 
múnmente así: 

E „ . ,_í_ . 4- (5.4) 

bU p Ap gh 

Parámetro que tiene importancia en fe¬ 
nómenos de flujo ocasionados por un gra¬ 
diente de presiones donde la densidad y 
la aceleración del fluido intervienen pn- 
mordialmente en el fenómeno y las fuer¬ 
zas viscosas pierden importancia; es de- 
cir el movimiento depende de la forma 
deí flujo, con una configuración práctica¬ 
mente invariable de las líneas de cornem 
te Esto ocurre en problemas de flujo a 
presión como , en las tuberías, orificios, 
válvulas, compuertas, distribución local de 
presiones sobre un obstáculo, etcétera. 

Él segundo número se llama de Rey 
nolds y se acostumbra escribir: 


Es válido en aquellos flujos a poca velo¬ 
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cidad donde las fuerzas viscosas son las 
más importantes. Un número de Reynolds 
grande indica una preponderancia mar¬ 
cada de las fuerzas de inercia sobre las 
viscosas, como —por ejemplo— el flujo 
turbulento, en que la viscosidad tiene es¬ 
casa importancia y el fenómeno depende 
sólo del número de Euler. Cuando éste es 
pequeño, pero la viscosidad es importante, 
el fenómeno depende de ambos números. 

El n úm ero de Reynolds se usa a menu¬ 
do como el criterio de semejanza en la 
prueba de modelos de naves aéreas, cuer¬ 
pos sumergidos en un flujo, medidores de 
gasto, transiciones en conductos, etcétera, 
en los cuales las características del flujo 
están sujetas a efectos viscosos. 

El tercer número se llama de Froude y 
en general se representa como la raíz cua¬ 
drada de la relación de fuerzas, es decir: 

Fr = . (5.6) 

El número de Froude tiene importancia 
en flujos con velocidades grandes, que 
ocurren por la acción exclusiva de la gra¬ 
vedad ; tal es el caso del flujo turbulento 
a superficie libre, donde los efectos vis¬ 
cosos son despreciables. A medida que 
aumenta el número de Froude, mayor es 
la reacción inercial de cualquier fuerza; 
en tanto disminuye, mayor es el efecto de 
la fuerza gravitacionai. Cuando el flujo es 
horizontal, la acción del peso desapare¬ 
ce y con ella la influencia del número 
de Froude. 

Finalmente, en aquellos problemas de 
flujo no permanente en los que la perio¬ 
dicidad del fenómeno es importante, el 
número llamado de Strotthal caracteriza 
su acción. Si se considera que la frecuen¬ 
cia del fenómeno periódico es f = 1 ¡t, se 
tiene que 


S = _ÍL (5.7) 

v 

donde l representa una dimensión típica 
del cuerpo obstruyendo el flujo y v una 
velocidad típica dentro del flujo. Este nú¬ 
mero es importante en flujos relacionados 
con la formación de vórtices, movimiento 
de ondas, efectos de vibración en cuerpos 
colocados en un flujo, etcétera, y repre¬ 
senta la raíz cuadrada de la relación de 
una fuerza hidroaerodinámica (que actúa 
para restaurar el equilibrio en la confi¬ 
guración de un flujo) y la fuerza de iner¬ 
cia de la masa oscilante del fluido. 

Como ya se había señalado, para lograr 
similitud dinámica es necesario que los 
números antes definidos resulten iguales 
en el modelo y en el prototipo. En la prác¬ 
tica no se pueden satisfacer todos los pa¬ 
rámetros de manera simultánea y se da 
preferencia a aquel o aquellos que tengan 
mayor importancia en el flujo. 

Sistemas a presión. En este caso, los cam¬ 
bios de presión se deben a una combina¬ 
ción de los efectos dinámicos producidos 
por la aceleración, viscosidad y gravedad. 
En el caso común de un flujo de densidad 
constante, el efecto de gravedad es una 
distribución de presiones hidrostáticas, 
superpuesta a una presión variable debida 
a otros efectos, de ahí que el número de 
Reynolds sea el más importante y deba 
ser igual en modelo y prototipo, esto es:-. 

Vp tp Vm tm 
V P v m 

o bien 



donde v„ es la escala de velocidad y v„ 
de viscosidad cinemática; resulta enton¬ 
ces lo siguiente: 
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La escala de tiempos es 


La de aceleraciones 


La de fuerzas viscosas 


(5.10) 


(5.11) 


de viento de presión variable, donde es 
posible lograr velocidades hasta de 30 m/ 
seg, a una temperatura de 15°C. 

Solución. Suponiendo que el túnel de 
viento se opera a 30m/seg, se puede ob¬ 
tener la densidad del aire, requerida por 
la condición de que el número de Rey¬ 
nolds sea igual en los dos sistemas. Para 
la temperatura de 15°C las escalas de vis¬ 
cosidad de ambos fluidos, de velocidades 
y de líneas son, respectivamente: 


1.18 X 10“ 4 
2.0 X 10- 8 


= 0.59 X 10* 


Fe = m¿a»=pe U 3 a”. '— - ~— (5.12) 

• . Pe /« ' P*' ' .*•'* 


y, por último, la de presiones 


. P. 2 . 


(5.13) 


Por tanto, de la Ec. (5.9) resulta: 


Al utilizar el criterio de semejanza de 
Reynolds 1 puede demostrarse que las fuer¬ 
zas gravitacionales se anulan y no tienen, 
por tanto, efectos sobre las característi¬ 
cas del flujo. Sin embargó, en la mayoría 
de los estudios con modelos el número de 
Reynolds varía desde 1 X 10 6 a 20 X' 10 8 > 
pór lo cual la utilización de este criterio 
de semejanza es poco usual en la práctica. 

Problema 5.1. Un dispositivo de investi¬ 
gación se encuentra sostenido por una 
barra cilindrica de 0.15 m de diámetro, la 
cual a su vez está sujeta a una lancha 
y sumergida verticalmente en aguas pro¬ 
fundas a 15°C, donde la velocidad, por el 
movimiento de la lancha, alcanza 3 m/seg. 
Se desea determinar la fuerza de resisten¬ 
cia en la barra (inducida por el movimien¬ 
to) con un modelo geométricamente si¬ 
milar, de 0.03 m de diámetro, en un túnel 


(0.59 X 10 2 ) 
0.1 x 5 


= 1.18 X 10* 


Debido a que la densidad del agua es 
p„ = 101.87 kg seg*/m 4 , la del aire debe ser 


’ 101.87 

pm " 1.18 X 10* 


= 0.8633 kg seg*/m 4 


Como la densidad del aire a presión at¬ 
mosférica estándar es 0.125 kg seg*/m 4 , el 
túnel debe controlarse con una presión 
de 6 atm, aproximadamente, para alcanzar 
la densidad deseada. 

De la Ec. (5.12) la escala de fuerza es 


(0.59 X 10*)* 
1.18 X 10* 


= 29.5 


La fuerza de resistencia en prototipo será 


entonces: 
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F p - 29.5 F m 

Problema 5.2. Un aceite con viscosidad 
cinemática de v — 0.14 cm*/seg fluye en un 
tubo de 0.76 m de diámetro a una veloci¬ 
dad media de 2.44 m/seg. ¿A qué velocidad 
debería fluir agua en un tubo de 0.076 m, 
para que exista similitud dinámica, si la 
viscosidad cinemática de la misma es de 

0.01 cmVseg? 

Solución. Si los subíndices 0 y w deno¬ 
tan aceite y agua respectivamente, se tie¬ 
ne que Re 0 — Re w 

V 0 Dq Vio Duj 

. . • ; V ~ v » 

o bien 

244 X 76 Vu> X 7.6 
0.14 ~ 0.01 

244 X 76 x 0.01 _ 

• • “ 7.6x0.14 

V w — 1.74 m/seg 

Sistemas a superficie libre. En este caso, 
la presión relativa (medida a partir de la 
atmosférica en un punto cualquiera) no 
se puede modificar arbitrariamente sin 
afectar la geometría de la superficie libre. 
Como la fuerza de gravedad es la más 
importante, el número de Froude debe ser 
igual en el modelo y el prototipo, o sea: 



V ge U 


La escala de velocidades, suponiendo que 
g, = g m , es 

Ve = Vh (5.14) 

Si las fuerzas viscosas tuvieran importan¬ 
cia (simultáneamente el número de Rey¬ 


nolds), se pueden igualar las Ecs. (5.9) 
y (5.14), entonces la escala de líneas sería: 

U = v,*/* 

Para la similitud dinámica de las fuer¬ 
zas de gravedad y viscosas, simultánea¬ 
mente, la escala de líneas queda sujeta a 
la selección de los fluidos en ambos sis¬ 
temas o viceversa. Así, se tiene el caso del 
flujo de infiltración a superficie libre de 
una presa. Debido a que el intervalo de vis¬ 
cosidades cinemáticas en los líquidos co¬ 
munes es muy limitado, usualmente es 
difícil satisfacer la condición anterior a 
menos que el modelo se construya prác¬ 
ticamente del mismo tamaño que el proto¬ 
tipo. ’ Y. V : 

"■En la mayoría de los flujos a superficie 
libre (canales, vertedores, salto hidráuli¬ 
co, compuertas, válvulas, ondas superficia¬ 
les, modelos marítimos, etcétera) los efec¬ 
tos viscosos . carecen de importancia y el 
efecto de fricción provoca pequeños cam¬ 
bios en el aspecto dinámico del flujo. Pue¬ 
de ser así que el número de. Froude sea 
la ley de similitud escogida, cuidando tan 
sólo de que el de Reynolds se encuentre 
dentro del intervalo necesario para que 
se tenga el mismo tipo de flujo en ambos 
sistemas. En algunos casos debe procu¬ 
rarse reproducir la rugosidad en el mo¬ 
delo para que haya similitud en los efec¬ 
tos de fricción; por ejemplo, cuando se 
trata de canales, ríos y estuarios (en los 
que es necesario producir grandes rugo¬ 
sidades para lograr esa similitud) se re¬ 
quiere gran experiencia y buen juicio para 
interpretar los resultados. 

Si conforme al número de Froude úni¬ 
camente se necesita la similitud, la ecua¬ 
ción (5.14) es válida y la escala de tiem¬ 
pos es: 

te = V~Ü (5.15) 

la de gastos será: 
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Q e = V» A t — lt /2 (5.16) 
de aceleraciones 

de = ge - 1 

y de fuerzas 

F,— pete 3 ge *= 7eU 3 (5-17) 

Problema 5.3. Determinar las escalas de 
velocidad, gasto y fuerzas, para un modelo 
construido a escala U = 100 de una obra 
de excedencias que descargará un gasto de 
10000 m 8 /ség. 

Solución. El fenómeno que se presenta 
está sujeto a la ley de Froude, por lo que 
si se aplica la Ec. (5.14) la escala de velo¬ 
cidades resulta: 

v, = VlÓO = 10 

o sea, que para obtener lás vélocidades del 
prototipo se necesita multiplicar por 10 
las velocidades medidas en el modelo. 

De la Ec. (5.16), la escala de gastos vale: 

Q„ = 100 5 ' 2 = 100000 

entonces el gasto que deberá fluir en el 
modelo es 

Q m = 10 ° 00 .- = 0.1 m 3 /seg = 100 It/seg 
v 100 000 

La escala de fuerzas, para y. - 1, de la 
Ec. (5.17) resulta ser 

F. - 1 X 100 8 = 1000 000 

Problema 5.4. Un barco tiene una longi¬ 
tud de 134 m y un área del casco en con¬ 
tacto con el agua de 2 320 m 2 . Un modelo 
del mismo, con una longitud de 4.27 m, 


tiene una resistencia total de 1.81 kg cuan¬ 
do se mueve a 1.53m/seg en un tanque de 
agua dulce. Esta resistencia incluye, tanto 
la de fricción y presión sobre la superficie 
del casco en contacto con el agua, como la 
debida al oleaje. La resistencia por fric¬ 
ción o de superficie se determina a partir 
de la fórmula experimental: 

x = k v* 

donde: 

k coeficiente; 

n exponente variable de acuerdo con 
el acabado de la superficie; 
v velocidad del barco, en m/seg; 
x esfuerzo de fricción sobre el casco, 
en kg/m 2 . 

El barco en agua salada tiene una re¬ 
sistencia, por fricción de 4.39 kg/m 2 a 
3 m/seg, siendo n = 1.85. Para el modelo 
en agua dulce los valores correspondien¬ 
tes son 1.465 kg/m 2 a 3 m/seg y n = 1.9. 
Calcular: a) la velocidad del prototipo 
para las condiciones del modelo; b) la 
potencia que debe proporcionarse a la hé¬ 
lice del barco para el agua salada, de peso 
específico 1030 kg/m 3 , suponiendo que 
hay en la hélice una eficiencia del setenta 
por ciento. 

Solución. Por tratarse de un fenómeno a 
superficie libre, la ley de similitud que 
debe usarse es la de Froude. Para una 
escala lineal U — 134/4.27 = 31.4, de la 
Ec. (5.14), la escala de velocidades es: 

Ve = VT e = VllÁ = 5.6 
y la velocidad del prototipo será: 

Vp = 5.6 X 1.53 = 8.57 m/seg 

' ?" 

De la fórmula de resistencia de fricción 
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o de superficie aplicada al modelo; con 
x = 1.465kg/m 2 ; v = 3m/seg; n = 1.9, 
resulta: 



x _ 1.465 
~ “ 31-8 


0.182 


El área mojada del casco en el modelo 
será entonces 



y la fuerza de resistencia total en el proto¬ 
tipo : 

Ft = 27105 + 71 292 = 98 397 kg 

El trabajo mecánico —-por segundo— 
que debe realizar el barco para vencer esta 
resistencia es 

T m = 98 397 x 8.59 = 845233 kg m/seg 

y la potencia que debe proporcionarse a la 
flecha: 


Sin considerar la resistencia por presión, 
la fuerza de resistencia por fricción, en el 
modelo a 1.53 m/seg, vale: 

Fr = 0.182 x 1.53 a o X 2.36 = 0.96 kg 


Por lo que la resistencia por oleaje es, en 
f este caso: 

F 0 — 1.81 — 0.96 = 0.85 kg . 

Para y 0 = 1030/1000 = 1.03, de la ecua- 
I ción (5.17) la escala de fuerzas es: 

Fe = 1.03 x (31.4)» = 31 888 

: y la fuerza de resistencia por oleaje, en el 
| prototipo, es 

F t = 0.85 X 31 888 = 27105 kg 

k Con x = 4.39 kg/m 2 ; v = 3 m/seg; 
f n = 1.85; de la ecuación de resistencia a 
! la fricción vemos que: 

y 4.39 

k = ~— = 0.575 

(3)1.85 

y la fuerza de resistencia por fricción, 

| para v t = 8.59 m/seg en el prototipo, vale 

| Fr = 0.575 X (8.59) 185 X 2 320=71 292 kg 


845 233 
0.7 X 76 


= 15888HP 


Los resultados anteriores son válidos 
cuando existe similitud geométrica exacta. 
En ocasiones, para evitar la influencia de 
la tensión superficial cuando el tamaño 
del modelo es muy pequeño, es necesario 
distorsionarlo, es decir, forzar a una es¬ 
cala de dimensiones verticales distinta de 
las horizontales. El hecho de que el nú¬ 
mero de Froude sea igual para el modelo 
y el prototipo, sigue siendo válido, esto es: 


\/ ge lev 

y con gp - gm 

Ve = (5.18) 


te = Vlev (5.19) 


Qe = VeA, = x/levlevU\ = hv 3/2 te* (5.20) 

Fe — Pelevleh Z ge~yelevleí^ (5.21) 

Problema 5.5. Resolver el problema 5.3 
tomando en cuenta que /«» = 100, lev = 50. 

Solución. De la Ec. (5.18) la escala de 
velocidades es 
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v, = V5Ó = 7.07 

De la Ec. (5.20) la escala de gastos es: 

Q, = 50 3 / 2 X 100 = 35 355 
luego, el gasto del modelo debe ser: 

Qm = . 1000Q - = 0.283 mVseg 
35355 

Casos especiales. El número de Euler se 
utiliza frecuentemente así: 

C 2Ap - —(5.22a) 
pv 2 Eu 

En este caso recibe el nombre de coefi¬ 
ciente de presión. El número de cavita¬ 
ción es una forma, del coeficiente de pre¬ 
sión cuando-se utiliza un origen de re¬ 
ferencia para medir la misma. Es factible 
que la presión de referencia sea la de 
vaporización o la de cavitación; esto se 
puede representar como 


P — pref 

pv 2 /2 


(5.22b) 


Si la presión de vaporización es el origen 
de referencia, entonces: 


P — P« 
pv*/2 


(5.22c) 


y si el origen es la presión de cavitación, 
entonces resulta que 


P — Po 

pv72 


(5.22d) 


la semejanza en las máquinas hidráulicas 
rotatorias (bombas y turbinas). Es fre¬ 
cuente suponer que la semejanza en cavi¬ 
tación existe si el número es el mismo 
para dos condiciones de flujo cavitante, 
si bien esto no ha sido plenamente com¬ 
probado. 

El número de Euler admite otras va¬ 
riantes de acuerdo con el tipo de flujo 
que se trate. Si es compresible, la densi¬ 
dad depende de los cambios de presión de 
acuerdo con la ley dada por la Ec. (1.13), 
siendo el cuadrado de la velocidad del so¬ 
nido : 

¿V- dpV - ; 

que para el modelo sería: 

(c a 2 )c m 2 =(^-)(^) 

Se puede, entonces, escribir que p»/ p<,=c 2 , | 
o bien c 2 =p/p- de manera que substitu- | 
yendo en el número de Euler se define 
otro número, importante en los fenóme- | 
nos de compresibilidad, que recibe el nom- ^ 
bre de número de Cauchy. Tomando en j 
consideración la Ec. (1.13) se acostum-j 
bra escribir en términos del módulo de j 
elasticidad volumétrico del fluido, 'E*í| 
esto es: 4 Ú 

< 5 # 




lip 

J|g 

fe 


m 






:■ 


ú .. 


o bien, en la forma conocida como núrrt^f 
ro de Mach : ;í 


Ma = 


(5.24) 




V Ev/p 


El número de cavitación se emplea como 
parámetro adimensional para establecer 


Este número es el cociente de las füé$ 
zas de inercia entre las fuerzas elásticas^,' 
relaciona propiamente la velocidad cara' 
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terística del fluido y la celeridad con que 
se transmiten las ondas del sonido en el 
mismo; es importante en fenómenos rela¬ 
cionados con la compresibilidad de los 
gases. En el aire esto ocurre para veloci¬ 
dades del viento superiores a 150m/seg, 
o sea, números de Mach mayores que 
Ma = 150/360 ~ 0.4. 

A excepción de los casos de flujo no per¬ 
manente, en especial problemas de golpe 
de ariete, la semejanza basada en el nú¬ 
mero de Mach tiene pocas aplicaciones en 
los ensayos con modelos.hidráulicos,. Aun 
en los problemas de golpe de ariete rara 
vez se usan modelos en tal sentido, de¬ 
bido a que éstos se estudian mejor ana¬ 
líticamente. Él ensayo aerodinámico en 
túneles de viento con velocidades super¬ 
sónicas ha conducido a una aplicación in¬ 
tensiva del parámetro. 

Problema 5.6. Un cohete que vuela a ve¬ 
locidades correspondientes a un número 
de Mach, Ma — 3, en aire estándar (15°C) 
se desea estudiar por medio de un modelo 
a escala U ~ 10, en un túnel de viento a 
—40°C. ¿Cuál es la velocidad a la que vue¬ 
la el prototipo? 

Solución. De las Ecs. c = V dp/dp = 

■■= y/ E v /p; c - V«gRo Ty (5.24); con 
T m = 273 — 40 = 233 resulta: 

'i, ,, • v <* v * _ i 

■Map — MOm— --- — — ~ .. ~— — 4 

a; V k g Ro T m V *gR<sTt 

t Vm=3 VI -4 x 9.8 x 29.27 x 233 , 

~ i ' ; Vm=918m/seg 

l’f <• . ■ 

y con T, = 273 + 15 = 288 

0 v„=3 VI -4 X 9.8 x 29.27 X 288 
; v„ = 1020m/seg. ■ .' ' T < ■ 


La fuerza debida a la tensión superfi¬ 
cial no se incluye normalmente en la deri¬ 
vación de las ecuaciones del movimiento 
(Ec. 4.8). Sin embargo, si dicha fuerza es 
importante, puede obtenerse el número 
llamado de Weber. 

We = - ~ - 7 ~ (5.25a) 

?/pl 

o bien: 

. We= V - (5.25b) 

V°/p.i 

La ley de Weber raramente se emplea en 
las pruebas con modelos. Aquellos casos 
en que las fuerzas de tensión superficial 
gobiernan el movimiento (como las ondas 
capilares en pequeños canales y el movi¬ 
miento capilar en los suelos) no tienen 
trascendencia en los problemas de inge¬ 
niería hidráulica. 

Los efectos de la tensión superficial al¬ 
gunas veces interfieren como factores in¬ 
deseables en los modelos; sin embargo, 
en la mayoría de los flujos de líquidos la 
tensión superficial raramente afectad. flu¬ 
jo y en los modelos de ríos, por ejemplo, 
éstos deben ser lo.suficientemente grandes 
para minimizar la influencia de dicha fuer¬ 
za. El papel de la tensión superficial en la 
cavitación no ha sido completamente es¬ 
tudiado. 

En el caso de sistemas a superficie libre 
con poco tirante y baja velocidad, en que 
llegara a tener importancia la tensión su¬ 
perficial, la ley de similitud sería:,, „ 



y la escala de velocidades 
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% - 

y, ¡por último, la de fuerzas: 

!F, = 


La validez simultánea de las leyes de 
Fróude y Weber ño es posible; esto es, no 
se puede lógrár semejanza dinámica en 
fenómenos ~póir ejemplo— de la descar¬ 
ga de un vertedor u orificio con cargas 


lia similitud dinámica en la maquinaria 


dice A. 

•Las aproximaciones en las leyes de si¬ 
militud y las dificultades inherentes a la 
•similitud geométrica exacta. Se cónoceñ 
cóinúnménte con el nombre dé efectos de 
'escala, los cuales ¡pueden tener ínuy di¬ 
versos orígenes. La estimación aproxima¬ 
da de dichos efectos no es posible -Si se 
construyen modelos de diferente tamaño 
y ge comparan los resultados obtenidos, 
deduciendo con ello la verificación ‘ o apro- 
icimación de la ley de -similitud utilizada. 

para cónapleméntár éste capítulo se 
récóitiienda la lectura del Apéndice A. 

5.5 Planéaéión y construcción dél modelo 

Desdé el püritó de vista de la economía, 
el modelo debe ser tan pequeño como sea 
posible y, aún así, obtenerse resultados 
válidos. Sin embargo, es necesario consi¬ 
derar que los modelos demasiado peque¬ 
ños pueden resultar incómodos para efec¬ 
tuar mediciones adecuadas. Én ummódelo 
-a escala mediana habrá mayÓr flexibilidad 
para Obtener - con mayor facilidad los ób- 
- jétivós perseguidos, si bien éstos implican 


disponibilidad de espació y Suficiente cau¬ 
dal dé agua. . 

No existen reglás específicas para elegir 
la escala dé úñ modelo hidráulico, á pesar 
dé ser Uñó de los factores más importan¬ 
tes en la planéación del modelo. Uña bue¬ 
ña práctica es la de procurar siempre que 
exista semejanza geométrica exacta, a me¬ 
nos dé haber razones de pesó para optar 
por modelos distorsionados. 

Los pianos del modelo, lo más aproxi¬ 
mado posible, evitan los errores con el 
consiguiente ahorró en el tiempo de cons¬ 
trucción. Aquéllos pueden ser esquemas y 
bosquejos para construcciones más o me¬ 
nos rutinarias, o bien planos minuciosa¬ 
mente detallados de las porciones más 
importantes y críticas del modelo. 

El modelo ño necesita ser estrictamente 
igual al prototipo'; si las superficies sobre 
las cuales fluye el dgúa se reproducen en 
su forma, él modelo usualmente cumph- 
¡j>á cóñ su cometido. Los -modelos para 
vertedores pueden construirse de lámina 
métálica sdbré basti&ofes* Eos lechos de 

lios o cañales se puedenmódelar conmor¬ 
tero de '-cemento sobre tela metálica o 
construyendo sdbre plantillas las disposi¬ 
ciones adecuadas dé grava y arena. ELuso 
de los materiales plásticos es iparticüim;- 
xrieñté 'apropiado para la simulación de 
conductos de acero ó mampostéría para 
facilitar la observación visual. 

Las escalas distorsionadas son emplea¬ 
das cuando es necesario apartarse de la 

similitud geómétricaipara seriúr objetivos 

aéfimdós y limitados. Generalmente se 
debe recurrir a la distorsión de; los mode¬ 
los de canales fluviales, puertos y estua¬ 
rios, para los cuales las dimensiones hori¬ 
zontales son muy grandes én proporción 
a las dimensiones verticales. En tales C^-| 
sos, las escalas horizontales están limita-.-: 
das ipor el espacio yipor restricciones de'. 

costo. Guando las dimensióriés resultantes , 

en él modelo, én lo que se refiere a tiran^ 
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tes: y pendientes, son muy pequeñas, para 
producir resultados: significativos;, se re, 
querirá una escala, vertical distorsionada, 
la cual; no conviene que sea mayor de cin, 
co veces: la escala horizontal. 


PROBLEMAS 

1. a), ¿Qué papel juega la experimentación. en 

el análisis de problemas de flujo? 

b) ¿En qué se basa la teoría de la simi- 
Iitud? 

c) : Indique las. leyes¡ más importantes de : 

similitud y en qué tipos de problemas 
se aplica cada una de ellas. 

2. Indique las fuerzas principales que inter¬ 
vienen en los siguientes problemas y eÉja. 
las leyes, de similitud más adecuadas para 
su estudio, 

a}. Flujo en la descarga de. una compuerta, 
fej Flujo a través de la. transición en un ca¬ 
nal abierto, 

: c) El; empuje del; oleaje, sobre un rompe,, 
olas, 

d) El flujo a través de un tubo de diáme¬ 
tro grande o pequeño. 

el El flujo a través de una válvula abierta, 

3. Para la elaboración d© modelos,, de las si¬ 
guientes situaciones de flujo, establezca para 
cada una de ellas ^sj son importantes^ las 
leyes de similitud de Reynolds, Fronde, 
Maeh o una combinación dé éstas, 

al Finjo en el modelo de un vertedor en 
. un río, 

b) El movimiento, del sedimento en un río. 
el Depósito de sedimento en una presa, 
di Erosión de las. playas. 
ej Flujo de un gas —a gran velocidad— 
en un tubo. 

f) La. resistencia al movimiento de un, bar, 

. co en el mar, - 

4. El flujo- de agua en un tubo de 19 mm de 
diámetro se vuelve turbulento a la yeloci-, 
dad de 0,116 m/seg, Determinar la velocidad 
máxima para la cual el flujo de aire sería 
laminar en un tubo, de 3.8 mm de diámetro, 
de construcción similar. Considerar MFC 
para el agua y 20-C para el aire, 


5¿ Un puente está soportado, por pilas cilindri¬ 
cas lisas: de Q*3Q : - m¡ de diámetro. Encontrar 
la fuerza, sobre cada una. de : ellas, que ejer¬ 
ce una, corriente de 335; m dq tirante y 
4; m/seg de velocidad, suponiendo que el 
empuje por m de longitud de un. cilindro 
circular largo (de. 0i25; m de diámetro): pro, 
hado en aire, es como sigue: 

Velocidad (m/seg) 23:5 36.9 4? 58.3 

Empuje (kg/m) ¿41. 7M 15.47 25.22 


Considere 1¡5?G: de temperatura, para el aire 
y 4°C: para, el; agua. 

& Up modelo para estudiar la marea en el 
estuario; de un río tiene una escala de lí-. 
neas horizontales i: 7296. Si el período, de 
la. marea en el modelo debe ser de 623 seg, 
correspondiente a 12 b¡ 56. min en el proto¬ 
tipo, determinar la. escala de. Éneas;, vertí, 
cales más adecuada; en el modelo, y derivar 
una. expresión para, su cálculo. 

7. El modelo de. un : barco de escala 1:. 36 se. va 
a construir en un laboratorio. 

al Determinar la velocidad; a que debe mo¬ 
verse dicho modelo para una de 37 km/h 
en prototipo, ' •_ 

b) j Determinar la fuerza de resistencia al 

movimiento, que se producirá en el proto¬ 
tipo, si en¡ el modelo se miden 0.15 kg. 

c) Calcular la potencia que; debe proporcio¬ 

narse a¡ la. flecha, de ja hélice, si la eficien¬ 
cia de la misma es del; 88%. •> ’ 

8. Una pila rectangular de un puente sobre un 
río tiene un espesor de 120, m, 3.65 de an¬ 
cho, para, un tirante; medio ep el río de 
2.75; m, Un modelo, dq escala i: 16 se ha 
probado con una velocidad de 0,76 m/seg, 
obteniéndose una fuerza, que actúa sobre 
la pila, de 0,409 kg. 

al. Determinar los valores correspondientes 
a la velocidad y fuerza, en el prototipo. 
b} : En el modelo se observó, una onda esta- 
ciqnaria de 4.9 cm de. altvpa al frente de 
la. pija y- se desea conocer ja altura que 
tendrá en el prototipo. 
c) De acuerdo cop ja definición de coefi¬ 
ciente. de arrastre del problema 432> de¬ 
terminar el mismos para la pila en el mo¬ 
delo y- el prototipo. 
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9. Determinar la fuerza que el oleaje produce 
sobre un muro, si se ha encontrado que la 
misma sobre un modelo de escala 1:36, de 
0.92 m de longitud, es de 12.25 kg. 

10. El modelo de un vertedor está construido 
a escala 1:45. Cuando la carga sobre la cres¬ 
ta es de 0.05 m, el gasto es de 42.9 lt/seg. 
Determinar la carga y gasto correspondien¬ 
tes al prototipo. 

11. El gasto en un río es de 1 430 m s /seg.^ Se ha 
construido un modelo a escala horizontal 
1:70 y a escala vertical 1:20. Determinar 
el gasto con que debe alimentarse el modelo. 

12. Se desea construir el modelo de una presa, 
en un proyecto hidroeléctrico, para estudiar 
su funcionamiento. El gasto máximo en el 
río es de 3430 m»/seg y el gasto máximo 
disponible en el laboratorio, para estudios 
en el modelo, es de 114 lt/seg. Determinar 
las escalas horizontal y vertical máximas, 
para que haya similitud en los flujos, supo¬ 
niendo que la distorsión en el modelo es con 
una escala horizontal de tres veces la ver¬ 
tical. 

13. Un modelo de mareas en un estuario está 
construido a escala 1:3600 de la horizontal- 
1: 81 de la vertical. Determinar, el período 
de la marea, en el modelo, si en el prototipo 
es de 12.4horas. 

14. El venturímetro es un dispositivo utilizado 
para aforar el gasto en una tubería (Cap. 9). 
Un modelo de este dispositivo ha sido cons¬ 
truido a escala l„ = 5. El prototipo trabaja 
con agua a 20°C y el modelo con agua a 
80°C. Para un diámetro de garganta de 
0.60 m y una velocidad en ella, de 6 m/seg, 
determinar el gasto necesario en el modelo 
para que haya semejanza en fuerzas vis¬ 
cosas. 

13, ‘a ) Suponiendo que el coeficiente, de arrastre 
de un cilindro es C D — 4/3 (Prob. 4.22), de¬ 
terminar la fuerza de arrastre (por metro 
de longitud) que ejerce el viento, a la velo¬ 
cidad de 50 km/h y 10°C de temperatura, 
sobre una chimenea cilindrica de 0.80 m de 
diámetro.- . /, ., .. 

b) ¿Qué fuerza se originaría sobre un mode¬ 


lo a escala t, = 20 si se realizaran los en¬ 
sayos en agua a 20°C? ¿Cuál sería la ve¬ 
locidad del agua? 

c) Comentar la conveniencia de realizar los 
ensayos con agua. 

16. El empuje y el momento de flexión en una 
estructura expuesta al viento con velocidad 
de 96 km/h, se va a estudiar en un mo¬ 
delo de escala 1:20 en un túnel de viento 
presurizado, donde el aire tiene 8 veces la 
densidad correspondiente a la presión at¬ 
mosférica, pero a la misma temperatura. 

a) Determinar la velocidad con que debe 
efectuarse la prueba en el túnel de 
viento. 

b) ¿Cuál debe ser el momento de flexión en 
el prototipo, para un valor de 26.9 kg m 
medido en el modelo? 

17. Se desea determinar la fuerza de resistencia 
de una mina marina, en una corriente de 
6 km/h, en un túnel de viento con un mo¬ 
delo a escala 1:3.' 

a) Determinar la velocidad que debe pro¬ 
ducirse en el túnel, si para el agua 
salada v = 0.13 x 10-® m 2 /seg y para 
el aire v = 0.14 x 10— 4 m 2 /seg. 

b) Determinar la resistencia de la mina 
marina si en el modelo se obtiene 1.4 kg 
y la relación de densidades del agua sa¬ 
lada al aire es 796. 

18. En un experimento fluye agua en un tubo 
cuadrado de 0.05 m de lado con velocidad 
de 3.66 m/seg y la pérdida de energía es de 
0.95 kgm/kg en una longitud de 3 m. En¬ 
contrar la velocidad correspondiente para 
el flujo de aire en un ducto cuadrado de 
1 m de lado y calcular la pérdida en m 
de columna de agua en una longitud de 
92 m, a esa velocidad. La temperatura del 
agua es de ÍHC y la del aire de 20°C. 

19. Una esfera dé ciertas dimensiones cae en el 
agua a una velocidad de 1525 m/seg y ex¬ 
perimenta una fueiza de resistencia a la 
caída de 0.455 kg; otra esfera (el doble de 
diámetro) se coloca en un túnel de viento. 
Encontrar la velocidad que debe tener el 
aire para obtener similitud dinámica, así 
como la resistencia a esa velocidad, si el 
agua tiene 14°C de temperatura y el aire 
20°C. 
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20. El flujo de un gas en un ducto uniforme 
se quiere simular por medio del flujo de 
agua en un modelo transparente a escala 
l e = 4. Se espera que la velocidad del gas en 
el prototipo sea de 24.4 m/seg, para una 
viscosidad 62 veces mayor que la del 
agua. Determinar: 

a) la velocidad dei agua correspondiente al 
modelo; 

b) la caída de la presión que se espera en 
el prototipo, por unidad de longitud, si 
la correspondiente al modelo es de 0.14 
kg/cm 2 . 

21. Determinar una expresión para las escalas 
de velocidad y pérdidas de energía, para un 
flujo donde las fuerzas de viscosidad y de 
presión son dominantes. 

22. En una tubería de 0.25 m de diámetro fluye 
aceite de viscosidad cinemática v = 5.62 x 
x 10~ 8 m 2 /seg y peso específico y = 800 kg/ 
m®. Determinar la velocidad a que debe 
fluir agua a 15°C, por la tubería, para tener 
un flujo dinámicamente semejante. Explicar 
por qué puede remplazarse por F/pV^D 2 el 
número de Euler, si F es una fuerza carac¬ 
terística y D alguna longitud también ca¬ 
racterística. ¿Cuál es la relación de las 
resistencias producidas por los dos flujos, 
para longitudes correspondientes? 

23. Se propone la construcción de un modelo 
de escala 1:10, de una turbina de agua 
para estudiar el flujo en la misma. En el 
modelo se propone usar aire a 1.406 kg/cm 2 
de presión absoluta. Calcular la escala de 
gastos que deba usarse para lograr simili¬ 
tud dinámica en los flujos, considerando 
que la temperatura de operación en el proto¬ 
tipo y el modelo, es de 16°C. 

24. Para determinar las pérdidas de energía 
globales, en el sistema de tuberías de una 
estación de bombeo de agua, se ensaya con 
un modelo reducido a escala í„ = 5; se 
dispone de aire a 27°C y 1 kg/cm 2 de presión 
absoluta. Para úri prototipo por el que circu¬ 
la agua a 15°C (a través de una tubería de 
4 m de diámetro) a una velocidad de 05 m/ 
seg, determinar Iá velocidad del aire y el 

‘ gasto necesario én el modelo, así como 
la manera de determinar las pérdidas en el 


prototipo a partir de las mediciones en 
el modelo. 

25. La válvula de aguja —mostrada en la figu¬ 
ra— tiene un diámetro D p = 2m y trabaja 
con una caiga H p — 100 m. Se ha probado un 
modelo hidráulico de la misma, el cual tiene 
un diámetro D m = 02 m y con una carga 
H m = 6 m descarga un gasto Q m = 206 It/ 
seg. Bajo estas condiciones de trabajo se 
ha medido el empuje dinámico del flujo 
sobre el cuerpo de la aguja y alcanza el 
valor P m = 60kg. Determinar: 

a) El gasto Q que descargará la válvula 
para las condiciones en que funciona el 
prototipo; 

b) El empuje dinámico P en el prototipo 
para esas condiciones. 



Figura, del problema 25 


Considerar que el flujo es completamente 
turbulento y, por lo mismo, independiente 
del número de Reynolds. Esto es, la ley de 
semejanza a utilizar es la de Euler; y el 
fluido en ambos es agua. 

26. Uñ venturímetro, destinado a la medición 
de gastos de kerosina, tiene un diámetro de 
salida D = 300 mm y en la garganta d = 
= 150 mm. Su calibración se efectúa por me¬ 
dio de un modelo con agua construido a 
escala 1:3. Determinar: 

a) El gasto de agua Q m en el modelo para 
observar la semejanza si el gasto de kero- 
sina en el prototipo vale Q p = 100 lt/seg. 
El, coeficiente de viscosidad cinemática 
del agua, a 20’C, es v~0.01 stokes y el 
de la kerosina a 10°C, es v = 0.045 stokes. 

b) La pérdida de energía h p y la caída de 
presión Ap,,, al medir el gasto en el proto¬ 
tipo, si durante la prueba en el modelo 
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se obtuvo h m — 0.2 m y Ap m = 0.1 kg/cm 2 . 
El peso específico de la kerosina es y p = 


= 820 kg/m 3 . 

Considere como ley de semejanza la de 
Reynolds. 



27. Un flujo de kerosina (v *» 0.045 stokes) a 
través de un orificio de diámetro d 75 miti, 
se estudia con un modélo de agua ( v m = 
= 0.01 stokes i en el cual se conserva la 
semejanza de viscosidad y gravedad. Deter¬ 
minar: 

a) El diámetro del orificio d m para el mo¬ 
delo; 

b) la relación que deben guardar la carga 
del prototipo h p y del modelo h m ; 

c ) la relación entre el gasto del prototipo Q„ 
y del modelo Q n . 



Figura del problema 27 

28. El escurximiento de agua por debajo de una 
compuerta radial se estudia en un modelo 
a escala 1:10. Determinar: 

a) La carga H m que se debe tener en el 
modelo si en el prototipo H t = 4m; 

b) el gasto Q„ y la velocidad V v en la sec¬ 


ción contraída para la compuerta del 
prototipo, si durante la prueba sé obtuvo 
Q m = 155 It/seg y V m = 1.3m/seg; 

c) la fuerza dinámica F„ que produce el 
flujo sobre el prototipo, si en el modelo 
se midió F m = 5.5 kg. 

El modelo se llevó a cabo según la ley de 
similitud de Froude. 



Figura del problema 28 

29. Una cortina vertedora se investiga en el 
laboratorio con un modelo, geométricamen¬ 
te semejante, construido a escala 1:20. De¬ 
terminar : 

a) La carga h m en el vertedor necesaria 
en el modelo, si en el prototipo h p - 

= 3m; , , é 

b) el gasto en el prototipo, si en el modelo j 

fue Q m = 0.19m/ 3 seg; J 

c) la carga de presión sobre la cresta del 
vertedor en prototipo, si en el modelo se | 


iíSsL 

.n* 


a-.:< 


obtuvo una presión de vacío (v) m = 

= 200 mm de columna de agua. 

En vista del poco efecto de la viscosidad, el 
modelo se probó de acuerdo con la ley de 
Froude. 
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30. Por medio de un modelo experimental se 
desea establecer la profundidad mínima. 
(^mi n J a Q ue debe colocarse el tubo de 

succión de una bomba (desde la superficie 
libre del agua) en el cárcamo, para que 
no se produzcan vórtices en la entrada y no 
exista succión de aire. El líquido que se bom¬ 
bea es petróleo (v = 0.75 stokes) con un 
gasto Q = 140 It/seg; el diámetro del tubo 
de succión d = 250mm; la prueba se desea 
efectuar con un modelo de semejanza geo¬ 
métrica a escala 1:5. Debido a que las 
condiciones de entrada de petróleo al tubo 
—en el caso dado— se definen por el efecto 
conjunto de las propiedades de inercia, 
viscosidad y gravedad del líquido, es nece¬ 
sario observar en el modelo la igualdad de 
los números de Reynolds y Froude. Deter¬ 
minar: 

a) La viscosidad v m del líquido que debe 
ser usado en el modelo; 

b) el gasto Q m en el modelo y con este gas¬ 
to la velocidad V m en el tubo del mo¬ 
delo; 

c) la profundidad fc min a la que dejan de 
formarse vórtices en el prototipo, si en 
el modelo se obtuvo = 60 mm. 

Para obtener (en el modeló) un líquido de 
la calidad deseada se puede utilizar una 
solución de glicerina en agua, que modifica 
la viscosidad en proporción a los compo¬ 


nentes (a una temperatura de 20°C) desde 
v = 0.01 stokes (para agua pura) a v = 
= 8 stokes (para la glicerina). 
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31. Considere un líquido que fluye bajo condi¬ 
ciones en que los efectos de viscosidad, 
gravedad y tensión superficial, sean aproxi¬ 
madamente de igual importancia. Determi¬ 
nar la relación entre las propiedades de los 
fluidos para obtener similitud dinámica. 

32. Calcular la velocidad del sonido en el agua 
a una presión de 1 kg/cm 2 y a una tem¬ 
peratura de 20°C. Suponer que los efectos 
de compresibilidad son despreciables: para 
los números de Mach menores de 0.1. De¬ 
terminar la velocidad que alcanzaría un 
proyectil viajando dentro de agua, para que 
los efectos de compresibilidad sean impor¬ 
tantes en la resistencia total. 

33. Demostrar que las escalas de tiempo y ve¬ 
locidad, cuando la elasticidad es la fuerza 
dominante, son: 

l, - 

= — > v « = V E Jpc 

34. Un proyectil que viaja con un número de 
Mach igual a 3, en aire estándar (15°C), se 
estudia por medio de un modelo a escala 
1:10, en un túnel de viento a —40”C. Deter¬ 
minar la velocidad del viento en el túnel 
y la velocidad a que vuela el prototipo. 
















ORIFICIOS Y COMPUERTAS 


6.1 Ecuación general de los orificios 

Considere un recipiente Heno de un líquido, en cuya pared lateral se 
ha practicado un orificio de pequeñas dimensiones (en comparación con 
su profundidad H) y cualquier forma, además de una área A. El orificio 
descarga un gasto Q cuya magnitud se desea calcular, para lo cual se su¬ 
pone que el nivel del agua en el recipiente permanece constante por efecto 
de la entrada de un gasto idéntico al que sale; o bien porque posea un 
volumen muy grande. Además, el único contacto entre el líquido y la 
pared debe ser alrededor de una arista afilada como se muestra en 
la Fig. 6.1; esto es, el orificio es de pared delgada. Las partículas de líqui¬ 
do en la proximidad del orificio se mueven aproximadamente en direc¬ 
ción al centro del mismo, de modo que, por efecto de su inercia, la de¬ 
flexión brusca que sufren produce una contracción del chorro, la cual 
se alcanza en la sección 2. A esta sección se le llama contraída y tiene 
una área A<¡ inferior al área A del orificio. En ella las velocidádes de las 
partículas son prácticamente uniformes y con un valor medio V. 
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Suponiendo un plano de referencia que 
coincida con el centro de gravedad del 
orificio, la aplicación de la ecuación de 
Bernoulli (4,21) entre las secciones 1 y 2 
de una vena líquida, además de considerar 
despreciable la velocidad de llegada al orí* 
ficio, conduce a la expresión: 



calcula en términos de la del orificio,, por 
medio de un coeficiente Ce llamado de 
contracción (también sin dimensiones), en 
la forma: 

Ae = CoA 

el gasto descargado por el orificio es: en¬ 
tonces 

Q^CvCc .4V2gtf ( 63 > 


donde se ha despreciado el desnivel entre 
los centros de gravedad del orificio y de 
la sección contraída. De aquí se obtiene: 


o bien, con C, = C* C« (coeficiente de gas¬ 
to), el gasto se calcula finalmente con la 
ecuación general de un orificio de pared 
delgada, a saber: 


V = \/2 gH (6.1) 

La ecuación se llama dé Torricelli y P ue de 
también obtenerse de la ecuación (4.14) 
de Bernoulli entre dos puntos: uno dentro 
del recipiente y otro en el centro de gra¬ 
vedad de la sección contraída. Esto es, la 
Ec. (6.1) indica que la velocidad sigue 
una ley parabólica con la profundidad y 
en este caso la velocidad media V, se 
calcula con la profundidad media del ori¬ 
ficio y corresponde a su centro de grave¬ 
dad, no obstante que las velocidades de 
las partículas arriba de este punto son 
menores y, abajo, mayores. Esto tendrá 
por supuesto mayor validez a medida que 
la dimensión transversal, no horizontal, 
del orificio sea mucho menor que la pro¬ 
fundidad H del mismo. Es más, los resul¬ 
tados obtenidos de la Ec. (6.1) concuerdan 
con los obtenidos experimentalmente sólo 
si se corrigen, mediante un coeficiente C v 
llamado de velocidad, en la forma: 

V = C„\/2gH (6.2) 

donde C„, coeficiente sin dimensiones muy 
próximo a 1, es de tipo experimental y 
además corrige el error de no considerar 
en la Ec. (6.1), tanto la pérdida de ener¬ 
gía A fu, como los coeficientes % y a 2 . 

Si el área de la sección contraída se 


Q =¡ C¡i A V 2 g 11 (6,4) 

Conviene aclarar que en las ecuaciones an¬ 
teriores se consideró H como el desnivel 
entre la superficie libre y el centro de 
gravedad del orificio. Esto resultó de su* -j 
poner que era despreciable la velocidad 
de llegada al orificio y que la presión 
sobre la superficie libre corresponde a la J 
atmosférica. Cuando ello no acontece, H 
corresponde a la energía total; esto es, a 
la suma de la profundidad del orificio, ¡ 
de la carga de velocidad de llegada y de 
la carga de presión sobre la superficie 
del agua: 


6.2 Coeficientes de velocidad, contracción 
y gasto, en orificios de pared delgada 

Los coeficientes de velocidad, contrac¬ 
ción y gasto, en un orificio, son básica¬ 
mente experimentales. Sin embargo, en 
teoría es posible encontrar la magnitud 
del coeficiente de gasto para un orificio 
circular a partir de la ecuación de la can¬ 
tidad de movimiento aplicada sobre un 
volumen de control limitado por la fron- 
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teta del chorro en contacto con el aire, la 
sección contraída y, dentro del recipien¬ 
te, ¡por una superficie ■semiesférica de ra¬ 
dio igual al del orificio (Fig. 6.2). Para 
hacer lo anterior, se designa como v, la 
velocidad de una partícula sobre la semi- 
ésfera de radio R, trazada en la Fig. 62, 
cuya dirección es radial al centro de la 
semiesfera. 

La superficie de la semiesfera vale 

A t = 2 Jt R 2 (6.6) 

y la correspondiente a la sección con¬ 
traída: 

A,=-CcA = CcxR* (6.7) 



Figura ¡6.2. derivación del coeficiente de con¬ 
tracción para un orificio de pared delgada. 

De la ecuación de continuidad se ob¬ 
tiene 


de movimiento, es necesario conocer la 
velocidad media sobre la semiesfera en 
la dirección del escurrimiento. La compo¬ 
nente paralela al eje del orificio de las 
velocidades v 1( sobre la superficie de la 
semiesfera, vale v x eos 8 ; es decir, que 
la variación es según una ley cosenoidal 
como se muestra en la Fig. 63. De este 
modo,, la media de - las componentes de 
la velocidad, sobre la superficie semies- 
férica, se obtiene por la igualación del vo¬ 
lumen del cilindro V, k R 2 coa el volumen 
encerrado por la superficie de ley cose¬ 
noidal; o sea 

y — _!jL i f eos 8 dA 
xR 2 JJ Á 


y, con eos 0 = 
entonces 



dA = 2 nr dr; 



2% f* 

i? 8 J » 


V Rr — r 1 rdr 


la integración conduce al resultado si¬ 
guiente : 



finalmente, se tiene que 

V» — § Vi (63) 


Substituyendo en esta ecuación a las 
Ecs. : ('6l6) y X ! 6i.7¡) resulta que 

Vl =iCcV (618) 

Para aplicar la ecuación de la cantidad 


Substituyendo la Ec. (6.8) en la (6.9) re¬ 
sulta : 

V. := ~~ V (6.10) 

{Por tanto, es posible evaluar los coeficien¬ 
tes p que intervienen en la ecuación de la 
cantidad de movimiento. Por una parte, 
él coeficiente ¡p para la sección contraída 
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Figura 6.3. Distribución de las componentes de 
la velocidad normales a la sección del orificio. 

vale 1, pues se supone que la distribución 
de la velocidad coincide con la media , 
sin embargo, el coeficiente P para la semi- 
esfera tiene un valor distinto de 1 y resu - 
ta de la Ec. (4.17), a saber: 

f í V! 2 eos 2 0 CÍA 

B ___ (6.11) 

Pl ~ A V¿* 

De la Fig. 6.3, dA = 2xrdry además 


sen 2 0 — “rrr~; dos 2 0 — 1 
R- 


Es necesario conocer las fuerzas que im¬ 
pulsan al volumen de agua limitado por 
la sección contraída y las secciones de la 
esfera; en un punto E sobre la semiesfera 
actúa la presión p. La ecuación de Ber- 
noulli para una línea de corriente (ecua¬ 
ción 4.14), aplicada a este punto, es 

P Vj 2 

H = Z + —+ -r— 

Y 2g 

Si se acepta que la carga H es muy gran¬ 
de en comparación con el radio del ori¬ 
ficio, puede entonces despreciarse z y, por 
tanto, sobre toda la semiesfera la presión 
será constante y de valor: 


'"''("'le) 


Por lo cualla componente en la dirección 
del movimiento del empuje o fuerza total, 
sobre la superficie de la semiesfera, es 


= y(í 


(6.13) 


En la sección contraída actúa la pre¬ 
sión atmosférica, por lo que la fuerza so¬ 
bre dicha sección será cero. La masa del 
líquido descargada a través del orificio es 


Con estas expresiones y considerando la 
Ec. (6.8) el valor de ^ es: 

V'-ivrh ¡ v 


Ce 2 V 2 

nR 2 

jijR 2 1 

2 

2 

4 J 


y de la Ec. (6.10) resulta entonces que 


"« R 2 c;- V 2 


^^= 1 = 1.125 ( 6 . 12 ) 


— C„AV 
8 

la cual se acelera desde la velocidad me¬ 
dia V, sobre la semiesfera, expresada por 
la Ec. (6.10), hasta la velocidad media V 
en la sección contraída. Así, de acuerdo 
con las Ecs. (6.8), (6.10), (6.12) y (6.13), 
la ecuación de la cantidad de movimiento 
se expresa como sigue: 

i /c.vyi 

Y A jff 2g~\ 2 / 1 = 
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= 7 ac ' v ( v -TT v ) 

Por otra parte, de la Ec. (6.2) se tiene que 


con lo cual resulta: 


II 

2 g 





ción y gasto, son función exclusivamente 
del número de Reynolds. De acuerdo con 
los resultados de diferentes investigadores 
(Refs. 21, 22 y 23), para orificios circu¬ 
lares sus valores tienen la variación mos¬ 
trada en la Fig. 6.4. Se observa que para 
números de Reynolds Re > 10*, los coefi¬ 
cientes C», Ce y Ci son independientes de 
dicho número y adquieren los valores 
constantes siguientes: 

C v ■= 0.99 ‘v 


o bien, eliminando la carga de velocidad, 
se tiene que 


Ce = 0.605 

Ca = 0.60... 



Debido a que C 0 debe ser menor que 1, la 
raíz válida en esta ecuación es la corres¬ 
pondiente al signo negativo del radical: 
así, se obtiene la ecuación: 


De la tabla 6.1 se tiene que para C v = 
= 0.99, la Ec. (6.14) proporciona los va¬ 
lores Ce — 0.60 y Ci — 0.594 que coinciden 
prácticamente con los coeficientes experi¬ 
mentales arriba indicados. 

Por definición de coeficiente de con¬ 
tracción, para un orificio circular se ob¬ 
tiene 

= (6.15) 


Ce — 2 ~ yj 4 - JL— (6.14) 

Cv 

En la tabla 6.1 se presentan los valo¬ 
res de Ce y Ca calculados de la Ec. (6.14), 
para diferentes valores de C v y de la defi¬ 
nición de C,i. 

TABLA 6.1. Coeficientes de gasto de la Ec. 6.14 

C v 1 0.99 0.98 0.97 0.96 0.95 

C„ 0.586 0.60 0.615 0.631 0.647 0.664 

C d 0.586 0.594 0.603 0.612 0.621 0.63L 

Mediante un análisis dimensional se 
comprueba (problema A.8, apéndice A) 
que los coeficientes de velocidad, contrac- 


y con Ce = 0.605, D = 1.285 />„; o bien, 
De = 0.778 D. 

Cuando se trata de orificios rectangu¬ 
lares de poca altura los coeficientes C„, C„ 
y Ct, son prácticamente los mismos en la 
Fig. 6.4. En este caso (en lugar de D ) en 
el número de Reynolds se utiliza la míni¬ 
ma dimensión a del orificio y en la ecua¬ 
ción (6.4) corresponde a su área A = ab 
(b es la dimensión máxima del orificio). 

Los resultados de la Fig. 6.4 son válidos 
siempre que se tenga una contrácció>n 
completa, que se logra si la distancia en¬ 
tre los cantos del orificio y las fronteras 
del recipiente (pared lateral, fondo o su¬ 
perficie libre) es por lo menos 3D en ori¬ 
ficios circulares, o 3 a en orificios rectan¬ 
gulares. • 
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cidad media en la sección contraída. El 
6.3 Pérdida de energía coeficiente de pérdida K no tiene dimen- 

término de pérdida de energía, entonces, 


v 2 

H = -7T- + A/l ' 

. 2 S 

Por otra parte, de la Ec. (6.2) resulta: 

_ - 1 V 2 

H= ~c?ir 

que, substituida en la ecuación ante¬ 
rior, da 




(6.17a) 


Así, para C, = 0.99, K = 0.02. De la ecua¬ 
ción (6.17a) se tiene también que 




(6.17b) 




( 6 . 16 ) 


El perfil de la trayectoria del chorro 
queda determinado por la Ec. (c) del pro¬ 
blema 4.13, en que Vi se calcula de la 
Ec. (6.2). 


7 Problema 6.1. El orificio circular practi- 

i ■ j- rndo en la pared vertical de un recipiente 

jjE'i.'SSJdS tí v.Io- ,»e co„ ti e„ e agua tiene un aíSmetro Z> - 
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= 0.10 m y desaloja un gasto Q — 29.5 It/ 
seg con una carga H — 2 m. Con el sistema 
de coordenadas indicado en la Fig. 6.5, se 
ha medido en el laboratorio que x — 3m 
y y — 1.15 m, para el punto 1. Calcular los 
coeficientes de contracción, gasto y velo¬ 
cidad. 



y 

Figura 6.5. Ilustración del problema 6.1. 

Solución. Debido a que en la sección con¬ 
traída el ángulo de inclinación del chorro 
es 0 = 0, además de que en esa sección las 
componentes de la velocidad son V Ix = V 
y V x „=0, de la Ec. (c) del problema 4.13 y, 
de acuerdo con la orientación de los ejes, 
se tiene a 

y = Ljt- 

\ 2 V 2 

Por lo que la velocidad media en la sec¬ 
ción contraída vale: 

= 3 =6194 m/seg 

De la Ec. (6.2) el coeficiente de velocidad 
resulta ser 



V2gH V2X 9.8X2 


C„ = 


6.194 

6.261 


0.989 


De la Ec. (6.4) el coeficiente de gasto es 
entonces: 


A\/2 gH 

0.0295 

=--= 0.60 

0.785 x (0.10) 2 X 6261 

El coeficiente de contracción, por otra par¬ 
te, será 

C c = = 0.607 

■ Cv "' 


Finalmente, de la Ec. (6.17á) el coeficien¬ 
te de pérdida de energía vale 



(0.989) 2 


= 0.022 


Para el agua —a 15°C— el coeficiente de 

■ cni 2 

viscosidad cinemática es v = 0.0175- 

seg 

(Fig. 1.8); luego entonces, en el orificio el 
número de Reynolds es: 


Re= V2iBD_ 

V 


626x10 

0.0175 


3.578x10» 


Con este número de Reynolds se comprue¬ 
ban en la Fig. 6.4 los coeficientes antes 
obtenidos. 


6.4 Orificios de grandes dimensiones o 
- cargas pequeñas 

En la deducción de la ecuación general 
de los orificios se ha supuesto que la velo¬ 
cidad media de todas las partículas se 
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Figura 6.6. Orificios de grandes dimensiones o poca carga. 


puede calcular a partir de la energía to¬ 
tal H, al centró de gravedad de la sección 
contraída, lo cual es válido cuando el ori¬ 
ficio es de pequeñas dimensiones en com¬ 
paración con sti profundidad. Resulta con¬ 
veniente investigar lo que sucede cuando 
el orificio es de grandes dimensiones y sé 
encuentra a poca profundidad. Para lo 
anterior debe considerarse un orificio de 
forma cualquiera practicado en la pared 
vertical de un recipiente y la notación que 
se indica en la Fig. 6.6. 

De acuerdo con la Ec.¡(6.4) el-gasto que 
pasa por un elemento diferencial de 
área es ■ " 

dQ’ = CiV2g(H + z)iydz 

donde H es la carga al centro de gravedad 
del orificio. ~- 

El gasto total que pasa por el orificio 
es entonces: 

(7 = C<¡ V 2 g (H + z)iydz = 

- CiVTgUjZli 1 + i¡) lydz 

Al desarrollar el binomio del integrando, 
si despreciamos los términos de orden su¬ 
perior, resulta: * 


a = Cd V 2gH jZl 

[ 1 + Té)“T# V+ '"] y * 

Esta ecuación, dividida entre la (6.4), re¬ 
sulta ser 

<7 _ i fn 

* = ~Q~~ AJ-*i 

Como la integral del primer término es A 
y la del segundo vale cero por tratarse 
del momento estático del área respecto 
a su eje centroidal, resulta entonces: 

, _ g_ — i-1—í a z?ydz+-" 

Para el orificio rectangular, y = b (cons¬ 
tante), Zi = z 2 = y; e! valor de * será: 

♦ (0,8) 

Para el orificio circular, y dz~ ¿A, Zi = 

— í. =; —: el valor de <j> es 
2 2 
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— /—Y (6.19) 
128 \H> v ’ 


A continuación se incluyen algunos vá- 
íores de <f> para los orificios rectangular 
y circular, obtenidos de las Ecs. (6.18) y 
(6.19). 


a D 

' O R f 

FIC I O 

H H 

Rectangular 

Circular 

2 

0.94 

0.95 

1 

0.99 

0.99 

0.67 

i - 

1 


El valor a/H = D/H = 2 equivale al caso 
extremo en el que; él nivel del agua en el 
recipiente coincide con el canto superior 
del orificio. En dichas condiciones el ori¬ 
ficio no funciona cómo tal, sino como un 
vertedor de pared delgada (capítulo 7). 
En los restantes casos, el coeficiente que 
corrige a C<¡ de la Ec; (6.4), resulta despre¬ 
ciable y esta última puede utilizarse con 
la misma precisión en orificios de grandes 
dimensiones o de poca carga. 

6.5 Orificios con contracción incompleta 

Se puede hablar de dos tipos de contrac¬ 
ción incompleta en Un orificio. 

a) Cuando las paredes o el fondo del 

recipiente se encuentran a distancias infe¬ 
riores a 3 D (D es el diámetro de los orifi¬ 
cios) o bien, a-3 a (a, dimensión mínima 
en orificios rectangulares), sé dice que la 
contracción en el orificio es parcialmente 
suprimida. 1 - ¡ - ;,r ‘ •' ; ‘ 

b) Si se llega al caso extremo en que 
una de las fronteras del recipiente coinci¬ 
da con una arista del orificio, se dice que 
la contracción es suprimida en esa arista ; 


en tal caso el orificio se apoya sobre la 
pared del recipiente. 

En cualquiera de los ejemplos anterio¬ 
res deben corregirse los valores señalados 
en la Fig. 6.4. 

En el caso de contracción parcialmente 
suprimida, se puede utilizar la siguiente 
ecuación .empírica para calcular el coefi¬ 
ciente de gasto (Ref. 21), a saber: 

C t = Ci» [l + 0.641 (~~) 2 ] (6.20) 

donde C á es el coeficiente; de gasto del ori¬ 
ficioC ío el coeficiente de gasto del mismo 
orificio con contracción completa; Á 0 el 
área del orificio; ,4r el área de la pared 
del recipiente en contacto con el agua 
(Fig.6.7).';" . '..... .: 



Figura 6.7. Contracción parcialmente suprimida 
en un orificio. 


En el caso de contracción suprimida 
nos interesan los problemas de orificios 
de fondo relacionados con compuertas, los 
cuales se tratarán más adelante. 

Problema 6,2, El orificio de pared delga¬ 
da, de la Fig. 6.8, es cuadrado («=0.18 m) 
y trabaja con una carga h = 0.5 m. Sobré 
la superficie libre del líquido actúa una 
presión de p 0 — 1.45 kg/cm 2 . Determinar el 
gasto que descarga el orificio. 
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ft. 

¡ íLo.lm 


b = 0.3m- 


Fignra 6.8. Del problema 6.2. 

Solución. De acuerdo con la Fig. 6,8 las 
distancias desde los cantos del orificio 
á las paredes más próximas del recipien¬ 
te, son menores de 3 a, pop lo cual se 
trata de una contracción parcialmente su¬ 
primida. EL coeficiente de gasto para el 
caso normal de contracción completa es: 
Có — 0.60; para hacer uso de la Ec. (6.20) 
tenemos que 

A a = a-= 0.0324 m 2 

y .i ’ -.' !. 

At — b ^ h + — + ó ^ = 

= 0.3 ( 0.5 + 0.09 + 0.1) = 0.207 m 2 
luego entonces: 

C, = «4 + 0.641 X (£§£)’ 1-0.609 

Además, la carga total que actúa sobre el 
orificio es: ; ' '..... 

H = h + — = 0.5 + 145 = 15 m 

Y ■■ i5 .... . 

de la Ec. (6.4), el gasto vale 

Q = 0.609 X 0.0324 V 2 X 9.8 X 15 = 

= 0.338 m s /seg 


6.6 Orificios con descarga sumergida 

Cuando el orificio descarga a otro tan¬ 
que cuyo nivel está por arriba del canto 
inferior del orificio, se dice que la descar¬ 
ga es ahogada. El ahogamiento puede ser 
total (Fig. 6.9) o parcial (Fig. 6.10). 






Figojra 6.9. Ahogamiento total. 








Fígaro 6.10. Ahogamiento parcial. 

En el caso de descarga ahogada total 
se puede derivar una ecuación análogas 
la general (6.4), con la única diferencia 
que la energía total H es entonces AH (di¬ 
ferencia de niveles entre los dos recipien¬ 
tes); el gasto es entonces: ; 

• • íy 

. ■ . .. 

Q = CiA\J 2 g AH (6.21) 


■•• •• • 
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Sé recomienda utilizar el mismo coefi¬ 
ciente de gasto C« que el de un orificio 
de descarga libre. 

Cuando el ahogamiento es parcial, como 
en la Fig. 6.10, el gasto total descargado 
por el orificio se puede expresar como la 
suma Qi y Q 2 , donde Q x es el gasto corres¬ 
pondiente a la porción del orificio con 
descarga ahogada, es decir: 

Q 1 — Ci 1 A 1 V 2 gH 

y Q 2 es el gasto dé la porción del orificio 
con descarga libre, a saber: 

C?2 = C,i2 A 2 \/ 2 g Hm 

No hay investigaciones confiables acerca 
de los coeficientes de gasto Ci t y C<¡ 2 ; al 
respecto, Schlag (Ref. 22) propone que 
Cdj = 0.70 y Cd 2 = 0.675, en el caso de 
que el orificio tenga un umbral en el fon¬ 
do, como en la Fig. 6.10. 

6.7 Compuertas 

Una compuerta consiste en una placa 
móvil, plana o curva, que al levantarse 
permite graduar la altura del orificio que 
se va descubriendo, a la vez que controlar 
la descarga producida. El orificio general- 



Fígnra 6.11. Compuerta plana. 



Figura 6.12. Compuerta radial. 


mente se hace entre el piso de un canal y 
el borde inferior de la compuerta, por lo 
que su ancho coincide con el del canal; 
en estas condiciones el flujo puede consi¬ 
derarse bidimensional (Figs. 6.11 y 6.12). 

El gasto de una compuerta y las carac¬ 
terísticas hidráulicas de su descarga se 
pueden conocer a partir del estudio de 
una red de flujo obtenida por cualquiera 
de los métodos expuestos en el capítulo 10. 
La red de flujo de la compuerta plana, 
de la figura 6.13, permite explicar con 
claridad la contracción que experimenta 
el chorro descargado por el orificio de al¬ 
tura a, hasta alcanzar un valor C 0 a en 
Una distancia L en la que las líneas de 
corriente se vuelven horizontales y tienen 
por ello tina distribución hidrostática de 
presiones. Debido al fenómeno de contrac¬ 
ción y a la fricción con el piso, se produce 
una pérdida de carga Afu que influye en 
el cálculo del gasto. Asimismo, la carga 
de velocidad V^/lg con que llega el agua 
en el canal, aguas arriba de la compuer¬ 
ta, tiene mayor importancia a medida que 
la relación y Ja disminuye. 

En el canto inferiori.de la compuerta 
las líneas de corriente tienden a unirse 
y es ahí donde la velocidad adquiere su 
máximo valor. Debido a la curvatura de 
las líneas de corriente una gran presión 
actúa sobre la línea de intersección del 
plano de la compuerta, razón por la cual 
se tiene una velocidad pequeña. 

Para obtener la ecuación que propor¬ 
cione el gasto, aquí se considerará el caso 
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Punto de estancamiento 


Línea de energía 



■MR 



Distribución de presiones.en. 
la sección del orificio 


Figura 6.13. Red de flujo para una compuerta plana. 


más general de una compuerta plana, 
con una inclinación 0° respectó de la hon- 
zpntáí (Fig. 6.14) y un ancho b. La inclina¬ 
ción 6° es equivalente a la de la tangente 
en el labio de la compuerta radial, de la 
Fig. 6.12, y con 0 = 90° incluye el caso de 
la compuerta vertical de la Fig. 6.11. Se 
establece la ecuación de la. energía enije 
una sección i, aguas arriba, de la com¬ 
puerta y la sección contraída, a saber :,. 

H = y, +— == Cca + ^-f- (6.22) 


Por otra parte, de la ecuación de continui. 
dad se tiene: ... •' 


Vl = £l±v 2 . :v ( 6 . 23 ; 

' ;• 

que substituida en la Ec. (6.22) condu 


/ Coa y.v 2 2 
y de aquí, tenemos que 


V 2 2 

: C 0 a + —~- 

v 2g 


A 


b + —)( 

i c *“) 

i •: V : 

-— =^y 3 , 

v >•, A 

y* ' 

a 

L :... 





Figura 6.14. Compuerta plana inclinada. 


Por tanto, la velocidad media real en la 

sección contraída es: 
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•\ / 2gy 1 (6.24) 


en que C v es el coeficiente de velocidad. 
El gasto es 

- Ce Cv b a ■* -• 

Q =— 1 •• V 2 g y i 


t/l+— 
’ i.. .Vi 


Q -{Ci'b aV 2g y x ( 6.25 ) 

. ■ y/ . • 


donde: 


Ca =— 
o ¡Jl + 


CoQ’r'k. 7;V 


(6.26a) 


o bien ' '*> ■ r-tv*! 

S 7 - ; ; 

En la Ec. (6.26a) ^ i q. sirve para 


considerar el empleo de y x en lugar de H. 

Si la descarga es sumergida con un. ti¬ 
rante y a en el canal, aguas abajo de la 
compuerta, se puede hacer un desarrollo 
análogo al anterior y obtener una expre¬ 
sión idéntica a la Ec. (6.25) para cualquier 
tipo de compuerta. 

Los coeficientes de velocidad, contrac¬ 
ción y gasto los han obtenido experimen¬ 
talmente muchos investigadores; sin em¬ 
bargo, en ningún caso se ha encontrado 
coincidencia en los resultados. 

Los coeficientes C„, C„ y C<¡ dependen, 
desde luego, de la geometría del flujo y 
del número de Reynolds. De ácuerdo con 
los resultados presentados por Domínguez 
(Ref. 24) en la mayoría de los problemas, 
en la práctica, se supera el número de Rey¬ 
nolds a partir del cual el flujo se toma 
independiente de él. V . 

Gentilini (Ref. 25) realizó investigacio¬ 
nes en compuertas planas inclinadas y 
radiales, con descarga libre. En la Fig. 6.15 
se presentan los coeficientes de gasto C<¡ 
obtenidos en compuertas planas con un 
ángulo de inclinación 0 en términos dé la 
relación y Ja. - 

Las experiencias de Gentilini incluyen 
el caso de la compuerta plana vertical 
0 = 90°, tipo, del cual se han ocupado in- 




Figura 6.15. Coeficientes de gasto para Compuertas planas inclinadas 
con descarga libre. 
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Figura 6.16. Coeficiente de gasto de una compuerta plana vertical según Cofré 
y Buchheister (Ref. 24). 


vestigadores como Joukowsky y Vedér- 
nikov (Ref. 6) de lá Unión Soviética, Fran- 
ke de Alemania (Ref. 1), Henry de Estados 
Unidos de Norteamérica (Ref. 26) y Cófré 
y Buchheister de Chile (Ref. 24). Knapp 
(Ref. 23) y Henderson (Ref. 27) exponen 
una comparación interesante de algunos 
de estos resultados que presentan dis¬ 
crepancias importantes átribiiibles, según 
Knapp, al grado de agudeza del canto afi¬ 
lado de la compuerta. Henderson, por el 
contrario, concluye que i esto se debe a 
la manera como se desarrolla la capa lí¬ 
mite a partir del plano de la compuerta. 

Con base en las experiencias de Genti- 
lini, Knapp propone tina ecuación para 
calcular el coeficiente de velocidad en 
compuertas verticales con descarga libre, 
en función de a/H. Para ser congruentes 
con los anteriores desarrollos, el autor de 
este libro ha modificado la ecuación para 
que la dependencia sea con a/y x : 

C v - 0.960 + 0.0979 (6.27) 

y i 

Tiene como límite superior Cv — 1, d cual 
se alc anza para a/y-¡ = 0.408. Por lo que 


respecta a los coeficientes de gasto, Cofré 
y Buchheister (Ref. 24) comprobaron y 
ampliaron los resultados obtenidos por 
Henry (Fig. 6.16). Se incluye aquí el caso 
de las compuertas con descarga ahogada 
en el que se ha calculado el coeficiente de 
gasto Ca para que siga siendo válida la 
Ec. (6.25). Aquí, dicho coeficiente depende 
de y Ja y además de y Ja, esto es, del 
tirante y 3 en el canal aguas abajo de la 
compuerta. El criterio para estudiar el tipo 
de descarga se presentar^ en el Vol. 2 de 
este libro. 

Como se observa en las Figs. 6.15 y 
6.16, los resultados para 0 — 90“ en la 
primera concuérdan bastante con los de 
descarga libre en la segunda. 

Con los coeficientes de gasto para des¬ 
carga libre (tomados de la Fig. 6.16) 
y los de velocidad, calculados de la ecua¬ 
ción (6.27), se obtuvieron los correspon¬ 
dientes a Ce, a partir de la Ec. (6.26b), los 
cuales mostraron sólo ligeras variaciones 
en torno al valor 0.62. Para fines prácti¬ 
cos, se recomienda un valor Ce = 0.62 para 
cualquier relación y Ja, inclusive para des¬ 
carga sumergida. 

De acuerdo con la Fig. 6.13 la distancia 
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horizontal, desde el plano de una com¬ 
puerta vertical hasta la sección contraída, 
alcanza el valor 

L = ~ (6.28) 

Según Joukowski y Vedérnikov, esta 
distancia debe ser igual a la abertura de 
la compuerta. 

En compuertas planas verticales, cuan¬ 
do y Ja < 1.35, se inicia el despegamiento 
del chorro desde el canto de la compuer¬ 
ta, además del arrastre del aire al interior, 
por lo que en ese caso deja de ser válida 
la Ec. (6.25). 

Cuando el labio inferior de la compuerta 
se redondee, como en la Fig. 6.17, los 
coeficientes de contracción y de gasto 
—correspondientes a la arista afilada-— se 
multiplican por un coeficiente s (Ref. 28) 
que varía de acuerdo con la relación r¡a 
como sigue: 


tró una ecuación, semejante a la (6.27), 
para calcular el coeficiente de velocidad 
el cual queda también en función del án¬ 
gulo de inclinación 0, de la tangente al 
labio inferior de la compuerta (Fig. 6.12). 
Dicha ecuación modificada es: 

C v = 0.960+ (0.001615 0“ - 

. -0.0475)— (6.29) 

yi 

donde C„ tiene nuevamente como límite 
superior C„ =■■ 1. Esta ecuación proporcio¬ 
na valores muy aproximados en compuer¬ 
tas planas e inclinadas ál mismo ángu¬ 
lo 0. 

En la Fig. 6.18 se presentan los valores 
del coeficiente de gasto obtenidos por 
Gentilini en compuertas radiales con des¬ 
carga libre y en función del ángulo 0 y 
de la relación y Ja, que son aplicables a la 
Ec. (6.25), 


r¡a 0.1 0.2 0.3 0.4 

s 1.03 1.13 1.25 1.25 

donde r es el radio con el cual se redondea 
la arista. 



Figura 6.17. Redondeo en el labio inferior 
de una compuerta. 

Para compuertas radiales Knapp encon- 




Figura 6.18. Coeficientes de gasto en compuertas 
radiales con descarga libre, según Gentilini. 


Con los valores de C v de la Ec. (6.29), 
así como de Ca de la Fig. 6.18, con el auxi¬ 
lio de la Ec. (6.26b) se puede obtener el 
valor de C c para cada condición de funcio- 
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namiento, que se puede suponer valido 
cuando la descarga es sumergida. Knapp 
(Ref 23) ha desarrollado una ecuación 
teórica para calcular C 0 ; sin embargo, sus 
resultados no son congruentes con las ex¬ 
periencias. Henderson (Ref. 27), por su 
parte, propone una ecuación empírica 
aproximada para el mismo objeto: 

c< _ i_o.00833 0° + 0.0000445 (6 0 ) 2 (6.30) 

Quizá las experiencias de Toch (Ref. 29) 
hasta ahora son das más completasen lo 
que se refiere a las compuertas radiales, 
pues incluyen el caso de descarga sumer¬ 
gida. En la Fig- 6.19 se presentan los 
valores del coeficiente de gasto obtenidos 
por Toch, los cuales se han relacionado 
con yjr, a/r.yjr para cada valor de h/r, 
tanto ; en descarga libre como eri sumergi¬ 
da, donde h es la altura del perno de la 
compuerta. Esta forma de presentación 
resulta más cómoda de utilizar que la de 
Gentilini. Los coeficientes son por supues¬ 
to aplicables a la Ec. (6.25). ■ 

Sin embargo, Toch no presenta los re¬ 


sultados correspondientes al coeficiente 
de contracción, en cuyo caso se reco¬ 
mienda calcularlos en forma semejante 
a las Ecs. (6.26b), (6.29) y Fig. 6.19, to¬ 
mando en cuenta que 


h a 
eos 0 = — ~ 


a _ a ! r 

Jx ~ yJr 


Problema 6.3. En la compuerta del pro¬ 
blema 4.16 calcular: a) la abertura que 
debe tener para descargar un gasto de 
7m s /seg; b) con esta misma abertura, 
calcular el gasto que descarga cuando el 
tirante, aguas abajo, es y 3 - 1-80 m. 

Solucion a). De la Ec. (6.25) la abertura 
de la compuerta es: 


C,ibj2g Vi 


SUHH 


Descarga libre 


Valor de »fr 



>Lm! LZI I lo Ú 14 ^ ^ H 18 

o, o, o.e ,.o ™ • Va,ores dex.A 

Valores de yJ' , : 0 3 c) /./r = 0.0 

... a) h/r ::0.l , ' 

r. iq Coeficiente de gasto de una compuerta radial, según A. Toch (Ref. 29). 
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Ci x 3 V 19.6 x 2.4 

Suponiendo un coeficiente de gasto para 
descarga libre Ca = 0.56, se tiene que 


entonces 


= 0.607 


= 3.95 


a 0.607 

Para esta relación, de la Fig. 6.16 un coefi¬ 
ciente de, gasto más aproximado es 0.57; 
la abertura correcta de la compuerta vale: 

r 0.34 ■ . 

a — —— ~ 0.60 m 


De la Ec. (6.27) se obtiene un coeficien¬ 
te de velocidad C„ = 0.985 y de la ecua¬ 
ción (6.26b), C c — 0.62, siendo; el tirante 
en la sección contraída: ■ ■ ■ - 

y 2 — 0.62 X 0.60 .-=■ 0:372 m 

Solución b). Con y Ja — 4/y Ja = 1.80/ 
0.60 = 3; de la Fig. 6.16 el coeficiente de 
gasto es Cu — 0.39 y el gasto descargado 
por la compuerta vale entonces: 


la misma abertura si la descarga es libre, 
así como los coeficientes de contracción 
y gasto correspondientes. 

Solución a). Siendo la relación h/r = 
= 0.89, se puede usar la gráfica al extremo 
derecho de la Fig. 6.19. Además, yjr = 1 
y yjr ~ 0.767. 

De la Ec. (6.25) la abertura de la com¬ 
puerta es 


Ca V 2g y x 


CtV 2 x 9.8 x 4.5 

Para una relación a/r — 0.2 y, por extra¬ 
polación, Cu — 0.41; resulta que 


0.277 

a= ~ojr ~ 0,675 m 


Un valor más exacto de — = °~ 675 

r 4.5 

= 0.15 y C,i = 0.37, siendo 


a = 0.75 m 


Solución b). Para esta abertura, tenemos: 


(3=0.39x3x0.6 V 2 X 9.8x2.40= 
=4.81 m 3 /seg 

Problema 6.4. Una compuerta radial de 
4.5 m de radio, y altura del perno h = 4 m 
debe descargar, un gasto por unidad.de 
ancho q = 2.60 m 3 /.seg/m, con un tirante, 
aguas arriba, y x — 4.50 m y otro, aguas 
abajo, y 3 = 3.45 m. a) Calcular la abertura 
de la compuerta para las condiciones de 
descarga ahogada; b ) Calcular el gasto, 
por unidad de ancho de la compuerta, con 


■ = 0.167 


0.89 - 0.167 = 0.723 


0.167 


= 0.167 


entonces; 
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C v = 0.96 + (0.001615 X 44 o —0.0475) 0.167= 
=0.964 

Además, de la Fig. 6.19c, el coeficiente 
para descarga libre es 0.68 y el gasto 

q = 0.68 X 0.75 V2 X 9.8 X 4.5 = 

= 4.79 m 3 /seg/m. 

Por otra parte: 

a Cu . °.167x0.70^ - nm1fi 

* ?! <CV 2 

y de la Ec. (6.26b) resulta: 

Ce = 0.0416 + V0.00173+ 0.498 - 0,748 

6.8 Orificios de pared gruesa 

Cuando la pared en el contorno de un 
orificio no tiene aristas afiladas, el ori¬ 
ficio es de pared gruesa o tubo corto 
(Fig. 6.20). 



Figura 6.20. Descarga a través de un tubo corto. 


ción contraída, tiene todavía espacio den¬ 
tro del tubo para expandirse y llenar la 
totalidad de la sección. Entre la sección 
contraída y la final ocurre un rápido des¬ 
censo de la velocidad acompañado de tur¬ 
bulencia y fuerte pérdida de energía. 

Por un razonamiento análogo al de los 
orificios de pared delgada, se concluye 
que la velocidad de salida del líquido se 
puede calcular con la misma Ec. (6.2): 

V - C,\/2gH 

donde el coeficiente de velocidad C v se re¬ 
duce ahora hasta el valor 0.82, encontrado 
experimentalmente por diferentes investi¬ 
gadores, cuando e/D = 3. Además, siendo 
ahora C„ = 1 la ecuación (6.4) del gasto 
es la misma, con la única circunstancia 
que Cu = C„ = 0.82, esto es, el gasto es, 
aproximadamente, un tercio mayor que 
en un orificio de pared delgada. Lo ante¬ 
rior se explica debido a que en la sección 
contraída se forma un vacío parcial , con 
presión ligeramente menor que la atmos¬ 
férica e incrementa el valor efectivo de 
la carga H. De la Ec. (6.16) la pérdida 
de energía es ahora: 

/ i \ V 2 V 2 

Ahr = ( (0.82y*”“ /~2T ~ °’ 49 2 S 

Cuando e/D > 3, empieza a tener influen¬ 
cia Iá fricción y el tubo corto debe consi¬ 
derarse como un conducto a presión, in¬ 
cluyendo todas sus pérdidas de energía. 

En la tabla 6.2 se presentan los coefi¬ 
cientes de gasto -Cu para aplicarse en lá 
Ec. (6.4), valores que han sido encontra¬ 
dos por diferentes investigadores para los 
tubos cortos más comunes en la práctica. 


En este tipo de orificio se observa que 
el chorro, una vez que ha pasado la sec¬ 
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TABLA 62. Coeficientes de gasto para diferentes 
tipos de orificios de pared gruesa 

a) Tubo corto. 



Para 0 = 0° (Domínguez, Eytelwein y Schu- 
rinu). 


e/á =£0.5 

1 

15 

2.0 

2.5 

3 . 

5 

Cu 

0.60 

0.75 

0.78 

0.79 

0.80 

052 

0.79 

e/d 12 

25 

36 

50 

60 

75 

100 

c d 

0.77 

0.71 

0.68 

0.64 

0.60 

0.59 

0.55 


Para e/D = 3 el coeficiente C d , según Weis- 
bach, se obtiene de ios siguientes valores en 
función de 6: 


é 

0° 

10° 

20°. 

30° 40° 50° 60° 

Cu 

0.82 

0.80 

0.78 

0.76 0.75 0.73 0.72 



CJ-0.952 

(Popow) 





r 
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c) Tubos convergentes para aristas agudas y 
redondeadas, respectivamente. 


0 

0° 

4° 

8° 

12° 

16“ 

30° 

Q 

(Caso a) 

0.82 

0.916 

0.942 

0.95 

0.941 

0.92 

(Casob) 

0.96 

0.96 

0.959 

0.955 

0.941 

0.92 




á) Tubos divergentes. Si 0 — 8° la vena liquida 
no llena toda la sección y ocurre la separa¬ 
ción. En el caso de aristas redondeadas el 
coeficiente C¿, referido a la sección de salida, 
se obtiene de la siguiente gráfica, donde 



el coeficiente máximo de gasto se obtiene 
para 0 «* 5°. 
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Problema 6.5. La válvula abierta, mos¬ 
trada en la Fig. 6.21, tiene un diámetro 
Z> 1 =1.50m y descarga un gasto de 31.5 m 3 / 
seg cuando se elimina el tronco de cono, 
aguas abajo, de la misma. En estas condi¬ 
ciones el gasto descargado sigue la ley de 
orificios Q = CiA\/ 2gH (A, área de la 
válvula). 

Si se coloca el tronco de cono de modo 
que la sección de salida tenga un diáme¬ 
tro Di - 1.64 m, la pérdida de energía que 
se produce en el mismo está, dada por la 
fórmula empírica: 


A 2 = — (1.62 Y = 2.06 m 2 

Sin el tronco de cono la velocidad en la 
válvula es 

31.5 

y — .——— — 17.825 m/seg 
1 1.767 




= 16.21 i m 


siendo el coeficiente de gasto: 


«.-<U0*£5L .02, 

i A x y/2gW 1.767 \/ 19.6 X 18 

y el ángulo total con que se realiza la ex¬ 
pansión es de 5°. Calcular el gasto, des- De la ecuación de energía, incluida la 

cargado para estas nuevas condiciones y pérdida, se tiene que 

explicar a qué se debe el aumento en el 


Solución. Las áreas para los dos diáme¬ 
tros dados son: 


A x = — (1.5 ) 2 = 1.767 m* 


V * . V , 2 : -í, , ■ . • 

18 ='— l - + K—— = 16.211 + 16.211K 

2g 2g . . ; 

i 8-i6^n n , 

16.211 ' ; v - 

y de la misma ecuación, al incluir el 
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cono y suponer el mismo coeficiente de 
pérdida en la válvula, resulta: 

18 ^ + 0 ,^ + o,(^) 

v 8 y, 2 

18 = 0.9 ~~ + 0.21—— 

2g 2g 

Por otra parte, de la ecuación de con¬ 
tinuidad, Ay V 1 = A 2 V 2 y por tanto: 

y, = 2 - 06 .-V 2 = i‘,166 V 2 
1 1.767 


18 = 0.9 4^- + 0.21 ( 1 - 16ó ) 2 ~ 2 ^— 

lá velocidad V 2 y el gasto son: 

y, = V 19.6 X 18/1.186 = 17.25 rii/seg. 
Q = 2.06 X 17.26 = 35.53 m 3 /seg 

el cual es 13% mayor que.la descarga 
sin el cono. La velocidad en la válvula, 

para este,gasto, vale entonces .... ,, 

35 53 

y, = - 20.11 m/seg 

1 1.767 


una presión negativa que aumenta la car¬ 
ga efectiva y, a su vez, el gasto. Esa carga 
de presión es aceptable y no hay peligro de 
cavitación en la válvula. 

Finalmente, la longitud del tronco de 


cono es: 


Dí — D 1 _ 1.62—1.50 


2 tan 2.5° 


2 x 0.0436 


= 1.374 m 


Problema 6.6. Calcular el gasto que des¬ 
carga el orificio del problema 6.1 cuando: 
a) aumenta la carga H a 3 m; b) se re¬ 
emplaza por un tubo corto de 40 cm de 
largo; c) se substituye por un tubo diver¬ 
gente con redondeamiento de sus aristas 
cuyo ángulo es 6 = 6". 

Solución a). De la Ec. (6.4) para H = 3 m 
resulta que 


Q = 0.60 


3.14 X 0.1 2 


' 2 X 9.8 X 3 = 


- 0.036 m 3 /seg 


Solución b). Para e/D - 4, de la tabla 6.2 
Ct - 0.805 y de la Ec. (6.4) tenemos: 


Q = 0.805 X 


3.14 x 0.1 2 


'2 x 9.8 X 3 = 


-L- - 20.63 m 
2 g 

Es conveniente calcular la carga de pre¬ 
sión en la válvula, a partir de la ecuación 
de energía, como sigue: 


18 = I¿ + ^L + o.u£ 


‘ = 0.0485 m 3 /seg 

Solución c). Para 0 = 6 o y e/d = 4; de 
la tabla 6.2, C* = 0.86. El gasto es entonces 


Q - 0.86 X 


3.14 X 0.1 2 


' 2 X 9.8 X 3 = 


= 0.0518 m 8 /seg 


- 18 - 1.11 X 20.63 = — 4.90 m 


esto es, resulta que en la válvula existe 


Problema 6.7. Los tanques de la Fig. 6.22 
están comunicados por un orificio de 
pared delgada y diámetro d- 10 cm, los 
cuales alimentan a dos modelos hidráuli- 
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eos distintos a través de tubos cortos ci¬ 
lindricos de igual medida diametral. El 
tanque de la izquierda recibe un gasto 
Q = 801t/seg. Calcular: a ) los gastos des¬ 
cargados por cada tanque y la posición 
del nivel del agua en los mismos; b) el 
diámetro que debe tener el tubo del tan¬ 
que de la izquierda para descargar el mis¬ 
mo gasto que el de la derecha. 



dx 


Figura 6.22. Del problema 6.7. 
Solución a). El área de los orificios es 


0.0285 v/ft, = 0.0209 y/Hy - H 2 
H t = 0.538 (Hy - H 2 ) 

H 2 = 0.35 fl* (e) 

Por otra parte, de las Ecs. (a), (b) y (d), 
resulta que 

0.0285 y/Hy + 0.0285 y/W 2 = 0.080 
substituyendo la Ec. (e) se obtiene qué: 

0.0285 y/Hy + 0.0285 y/035W í = 0.08 

0.0454 \/5j = 0.08 
H 1 — 3.10 m 

De la Ec. (e) H 2 — 1.085m 
De la Ec. (a) Q 1 = 0.0502 m 3 /seg 
De la Ec. (b) C? 2 = 0.0297 

la suma Qy + Q 2 = 0.080 comprueba los 
resultados. 


A = -^-(P = 0.00785 m 2 
4 

De acuerdo con el orificio y con el prin¬ 
cipio de continuidad, se puede establecer 
el siguiente sistema.de ecuaciones: 

Qi =r 0.82 A \J~2gH/= 0.0285 y/Wy (a) 

Q 2 = 0.82 A V 2 g 7/2=0.0285 y/H¡ (b) 

Qi = 0.60 A V 2g (Hy - H 2 ) = 

= 0.0209 V H l -H 2 (c) 

Qi + Q 2 = 0.080 (d) 

De las Ecs. (b) y (c) se tiene: 


Solución b). Puesto que Q t — Q 2 , enton¬ 
ces Oí — 0.040 m 3 /seg. 

De la Ec. (b) nos da 

0.04 = 0.0285 VH¡ 

H 2 — 1.97 m. 

De la Ec. (c) resulta 

0.04 = 0.0209 y/Hy - 1.97 
3.66 = Hy - 1.97 
Hy = 5.633 m. 

Finalmente, para el tubo del tanque de la 
izquierda, se tiene: 









iímm 
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0.040 = 0.82 A V 2 gH/ = 8.61 A 
A = 0.00464 

el diámetro del tubo 1 es: 

d l=: J°^ = 0.077 m. 

1 ' 0.785 

6.9 Orificios de forma especial 


Con base en el método de las hodógra- 
fas y considerando fluidos ideales (Reís. 9 
y 14), von Mises obtuvo los coeficientes 
de contracción para una serie de orifi¬ 
cios de forma especial (Fig. 6.23). 


cj> 


T 

B 


«) 

T- 


Al 

^^^6 = 135 ° 

c ) 


e Yb —- 

L Fjr 

b) 


7 


i 


i / — 

4) 


Figura 6.23. Geometría de un chorro 
bidimensional. y, 

TABLA 63. Coeficientes de contracción para 
los chorros bidimensionales de la Fig. 623. 


b/B 


Coeficientes de contracción C„ 

0 = 15° 30° * 45° 60° 


0.0 

0.1 

0.2 

0.3 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0.9 

1.0 


0.8970 0.8140 
0.8970 0.8141 
0.8970 0.8141 
0.8970 0.8141 
0.8970 0.8142 
0.8970 0.8150 
0.8970 0.8167 
0.8974 0.8215 
0.8990 0.8340 
0.9500 0.9170 
1.0000 1.000 


0.7470 0.6930 
0.7490 0.6935 
0.7491 0.6945 
0.7491 0.6965 
0.7492 0.6995 
0.7525 0.7075 
0.7580 0.7170 
0.7680 0.7350 
0.7890 0.7600 
0.8290 0.8800 
1.0000 1.0000 


Coeficientes de contracción C„ ( continuación ) 


b/B 

e = 75° 

90° 

135° 

180° 

0.0 

0.6480 

0.611 

0.537 

0.500 

0.1 

0.6485 

0.612 

0.546 

0.513 

0.2 

0.6495 

0.616 

0.555 

0.528 

0.3 

0.6541 

0.622 

0.566 

0.544 

0.4 

0.662 

0.631 

0.580 

0.564 

0.5 

0.670 

0.644 

0.599 

0.586 

0.6 

0.683 

0.662 

0.620 

0.613 

0.7 

0.707 

0.687 

0.652 

0.646 

0.8 

0.740 

0.722 

0.698 

0.691 

0.9 

0.870 

0.781 

0.761 

0.760 

1.0 

1.000 

1.000 

1.000 

1.000 


En la tabla 63 se muestran los coeficien¬ 
tes de contracción correspondientes, que 
se obtuvieron para orificios bidimensiona¬ 
les o de ancho infinito (normal al plano 
del papel). Sin embargo, se pueden utilizar 
también para orificios circulares, para lo 
cual los diámetros d y D corresponden 
a los anchos b y B, respectivamente (fi¬ 
gura 6.24). Por ejemplo, si un orificio 
circular de diámetro d se encuentra sobre 
la pared de un gran depósito (d/D ~ 0), el 
diámetro del chorro, de acue rdo con la 
Ec. (6.15) es: do = V0.611 d = 0.782 d, 
donde d es el diámetro real del orificio 
para 0 = 90°. Observe en este ejemplo que 
el coeficiente de contracción (C„ = 0.611) 
es idéntico al valor dado por la Ec. (6.14) 
para C* = 0.98 y con él mismo 2 /o de 
error respecto del valor experimental 0.60: 

En este tipo de orificios influye la velo¬ 
cidad de llegada del agua dentro dé la 
tubería. Es posible obtener la ecuación 
correspondiente para el gasto si se aplica 
la ecuación de Bemoulli entre una sección 
dentro del tubo, inmediata al orificio y la 
sección contraída de este último, utilizan¬ 
do un nivel de referencia cualquiera (« 0 = 
•=■ Oj = 1), a saber: 


Po , v ¿' +XL 

z « + — + ^f~ 1 2g 
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Figura 6.24* Geometría de las ranuras y los chiflones. 


De la ecuación de continuidad se obtiene De acuerdo con las Ecs. (6.33) y (6.34) 

el coeficiente de gasto C¿ se puede deter¬ 
ja _£_é_y minar a partir del coeficiente de contrac- 

0 A 0 1 ción Ce y en función de b/B o d/D. Con 

los valores de la tabla 6.3, para 0 = 90°, los 
que, substituida en la ecuación anterior, coeficientes de gasto para el orificio bi- 


V, = Co 


conduce a 




siendo el gasto: 


dimensional y circular se han calculado 
con las Ecs. (633) y (634). Los resulta¬ 
dos se presentan en la Fig. 6.25 (Ref. 15). 


Q=C c AV 1 =. 


de donde 


-y/2gAH 


(6.31) 


A V2g AH 




Para orificios bidimensionales y circula¬ 
res, la Ec. (6.32) se convierte, respectiva¬ 
mente, en: . 





0 0.2 0;4 0.6 0.8 1.0 

b d 


(6.33) Figura 6.25. Coeficientes de contracción y gasto 
para ios orificios de la figura 634 con 8 = 90°. 

Problema 6.8 Calcular el gasto del orifi- 

(6.34) ció (mostrado en la Fig. 6.26) cuyo diá¬ 
metro d 0.12 m y él tubo que lo alimen¬ 
ta, D= 0.20 m. La cárga de presión 
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medida en el manómetro es de 1 kg/cm - 
y se encuentra a una altura h — 1.5 m. 



Figura 6.26. Del problema 6.8. 


Solución. La carga total sobre el orificio, 
por ser de eje horizontal, es: 

W = h + — = 1.5 + 10 = 11.5 m 
Y 

Con — = ^H = 0.6, de la Fig. 6.25, el 
D 0.20 

coeficiente de gasto vale C¡ = 0.689 y ade¬ 
más, C„ — 0.662. 

De la Ec. (6.31) el gasto vale: ; 



6.10 Perfil del chorro en orificios de 
pared delgada 

En la práctica tiene aplicación el cono¬ 
cimiento de la forma que adquiere el 
chorro entre la sección de un orificio de 
pared delgada y la contraída. Las for¬ 
mas de la entrada a obras de toma, de¬ 
sagües de fondo en presas y, en general, a 
cualquier, tubería, se diseñan adaptando 


la pared a la forma del chorro de un ori¬ 
ficio circular o rectangular, según el caso. 

Orificio circular. Con base en las investi¬ 
gaciones de Douma, Knapp (Ref. 23) con¬ 
cluyó que la estrófoide es la curva que 
mejor se ajusta a la forma del chorro de 
un orificio circular de pared delgada 
(Fig. 6.27) y que la ecuación del chorro 
es del tipo: 

JL, = 0.148 z + 0.09 ( 6.35) 

De 

donde 



Figura 6.27. La estrofoide como curva límite 
del chorro. 

De sus investigaciones Douma concluyó 
que la sección contraída del chorro se al¬ 
canza para: 

= 0.15 (6.37a) 

Do 

y r ü = o.50 

Do 


(6.37b) 
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Figura 6.28. Dimensiones del chorro descargado por un orificio circular 
de pared delgada. 


Resultados hasta los cuales es válida la 
Ec. (6.35). El valor x^JDc = 0.15 signi¬ 
fica que el coeficiente de contracción del 
chorro es 

C - ( ¡+2X 0. 1S )‘ = 0592 

lo cual, de acuerdo con la Ec. (6.15) signi¬ 
fica que: 

° = Vó¿2 í> *= 1 - 30 - 

En efecto, si se substituye se tiene que 





Do 


valor con el cual se verifica la Ec. (6.35). 
Se puede, además, comprobar que en el 


origen la tangente a la curva tiene una 
inclinación de 45° respecto del plano del 
orificio. 

En la figura 6.28 se presenta la forma 
del chorro de un orificio circular y sus 
dimensiones en diferentes secciones. 

Las formas de la contracción del chorro 
descargado por un orificio rectangular las 
estudiaron Thomas y Schuleen (Ref. 23) 
en orificios practicados en la pared verti¬ 
cal de un recipiente (Fig. 6.29), los cuales 
tenían la dimensión vertical a y la hori¬ 
zontal b. Dichos investigadores encon¬ 
traron que la contracción horizontal del 
chorro (8a) es distinta de la contracción 
vertical (ta) del mismo, dependiendo de 
la relación b/a de los lados del orificio. 

De acuerdo con la notación de la figu¬ 
ra 6.29 se presentan en la tabla 6.4 las 
dimensiones del chorro: y/8a y z/ea, con¬ 
tra las distancias x/a desde el plano del 
orificio. En la tabla 6.5 se presentan las 
contracciones del chorro, 8a y ea, para 
diferentes relaciones b/a. 
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Figura 6.29. Nomenclatura para la contracción 
del chorro descargado por un orificio 
rectangular. 


TABLA 6.4. Dimensiones del chorro rectangular 
de la Fig. 6.29 


x/a 

y/fia 

x/ea 

0.025 

0.221 

; 0.050 

0.377 

0.10 

0.563 

0.20 

0.777, 

0.30 

0.879 

0.40 

0.956 

0.50 

1.000 

0.60 

1.025 • 

0.80 

1.049 

1.00 

1.056 ; 

1.20 

1.060 

00 

1.062 


Para fines prácticos, es suficiente con¬ 
siderar que la contracción completa se. al¬ 
canza a una distancia x = 1.20 a desde 
el plano del orificio. .En esta sección el 
chorro tiene la anchura correspondiente 
al valor de la tabla 6.4, a saber: 

b,=b—2 (1.06 e a)=&--2.12 s a (6.38a) 

y altura: C: 

2(1.06&n)—a(l—2.128) (6.38b) 

la relación de lados vale '' 


~—2.12 c 

b 0 _ a_ _ 

V e ~ 1-2.125 


(6.39) 


La tabla 6.5 muestra los valores b,Ja e 
de la ecuación anterior para los corres¬ 
pondientes a, 5, $, de acuerdo con la rela¬ 
ción b/a-, éstos son de utilidad en el 
diseño de entradas rectangulares a una 
obra de toma. : /;"Z 

La altura a del chorro —en la sección 
contraída— se obtiene de la Ec. (6.38b) 
y, él ancho b, del producto (b/a) a. 

De acuerdo con la tabla 6.5 y las ecua¬ 
ciones (6.38) las dimensiones en la sec¬ 
ción contraída deí chorro, descargado por 
un orificio cuadrado, son: 


h. = — = 1 - 2,12 X 0.1025 = 0.783 
b a 

en comparación con las correspondientes 
a un orificio circular: 


De 1 

D 1+2x0.15 


= 0.77 


TABLA 6.5. Contracción del chorro rectangular 
de la Fig. 629 


b/a 

V a . 

5 

e 

1.0 

1.0 

0.1025 

0.1025 

1.5 

1.70 

0.1227 

0.1312 

2.0 

2.41 

0.1429 

0.150 

2.5 

3.32 

0.1631 

0.1575 

3.0 

4.35 

0.1832 

0.160 

4.0 

5.98 

0.1832 

0.160 

6.11 

Orifieios bajo 

carga 

variable 


En todos los casos antes tratados se 
ha considerado que permanece constante 
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la carga con la que funciona el orificio. Sin 
embargo, también puede estudiarse el caso 
cuando ésta varíe, es decir, que el nivel 
de la superficie libre del depósito cambie 
según ocurra el vaciado del depósito a 
través del orificio. Para lo anterior debe 
considerarse un recipiente prismático que 
se vacía a través de un orificio localizado 
en su fondo (Fig. 6.30). Se supone que el 
recipiente tiene una superficie horizontal A 
muy grande, en comparación con el área 
A x del orificio, y equivale a que la velo¬ 
cidad de descenso del agua en el reci¬ 
piente V — Q/A sea despreciable (Q es el 
gasto por el orificio en un instante). 



Figura 6.30. Vaciado de un depósito. 


El gasto en cualquier instante t es: 

Q ~ Cj A x y/2gx 

Un elemento de volumen A dx se vacía 
en un intervalo de tiempo: 



CiAty/lgx 


siendo T el tiempo total de vaciado, de la 
integración se obtiene a 


T = — 

CdAl V2gJo V* 

T = -A- —y/fíT (6.40a) 

. V2¡ , 

Esta ecuación se puede también expre¬ 
sar así: 


-T- 2 


A 

Ca .Ají- 



Pero AH a es el volumen total va del reci¬ 
piente y Ci A x \/2gH A es el gasto Qa al 
iniciarse el vaciado bajo la carga H Á , de 
donde resulta finalmente que 


T = 2~- (6.40b) 


esto es, el tiempo total de vaciado es dos 
veces mayor del que se tendría si el gasto 
inicial del orificio Qa permaneciera cons¬ 
tante. ■< 

Si el recipiente se vacía hasta el nivel 
Hb, el tiempo necesario para ello es 


Ib — 2 




donde: 


v b — A Hb ; Qb — C¿ A x \/2 g Hb 

. A, 



Figura 6.31. Vaciado entre dos recipientes. 
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El vaciado de un recipiente a otro (fi¬ 
gura 6.31) es interesante en problemas de 
esclusas, en las cuales el descenso x en el 
nivel del recipiente 1 significa un ascen¬ 
so y en el nivel del recipiente 2, de tal 
modo que en cualquier instante í se satis¬ 
face que: 

x 4- y + z = H 

Si A 1 y A 2 son las áreas horizontales de 
los recipientes 1 y 2, respectivamente y a 
la del orificio, en la diferencial de tiempo 
dt, el volumen es entonces: 

Ay dx = A 2 dy = Cta y/2gz dt 

o bien 


Problema 6.9. Calcular el tiempo necesa¬ 
rio para que la diferencia de niveles —en¬ 
tre dos esclusas— pase de H = 6 m a H' — 
= 2 m, si ambas tienen una área horizon¬ 
tal A x = A¡ = 750 m 2 y se comunican a 
través de dos orificios: cada uno con una 
área de 0.5 m 2 y un coeficiente de gasto 
Cu ~ 0.50. 

Solución. Substituyendo a = 1.00 m 2 en 
la Ec. (6.41), para una área total de los 
orificios, resulta: 

T 2X750» (V6-V2) 

0.5 X1.00 x V2X9.8 x 2 x 750 
7=351 segss 6min 


Csay/2gzdt 


Cia\J Igzdt 


Por tanto, siendo dx + dy + dz = 0, de 
las dos ecuaciones anteriores se obtiene 

Ct a V2g ( _2— + _L~) dt = —dz 

\ -di A 2 / 

El tiempo necesario para pasar de la di¬ 
ferencia de niveles H, a la diferencia H , 
vale: 


r=- 


1 tíz 

Cd<r\/2g^— i- + ^Vz 


PROBLEMAS 

1. Un orificio de pared delgada, practicado en 
el lado vertical de un tanque, descarga 
0.900 m® de agua —en 32.6 seg— bajo una 
carga de 5 m hasta el centro de gravedad. 
Determinar la caída que experimenta el 
chorro después de recorrer una distancia 
horizontal de 4.8 m (ambas medidas desde 
el centro de gravedad de la sección con¬ 
traída), así como la pérdida de energía has¬ 
ta la sección contraída. 

2. Calcular el gasto de aceite (y = 815 kg/m 3 ) 
que descarga el orificio de pared delgada 
mostrado en la figura. 



Figura del problema 2 


2 AyAziVH-VH’ ) 
Ca a.y/2g ( Ay + A 2 ) 


(6.41) 


3. Calcular el gasto que descarga el orificio 
mostrado en la figura. 
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diámetro, situado a una profundidad de 75 m 
sobre la pared vertical de un depósito, des¬ 
carga un gasto de 180 it/seg de agua. Para 
sostener una pantalla vertical frente al 
chorro se necesita una fuerza de 200 kg. 
Calcular C„, C„ y C d . 

En un tanque de 1.80 m de altura —desde 
el piso— se practica un orificio sobre su 
pared vertical a una profundidad H desde 
la superficie libre. Encontrar el valor de H 
con el fin de que el chorro tenga el máxi¬ 
mo alcance x. 





Figura del problema 5 


6. La compuerta (mostrada en la figura) tiene 
un ancho í = 5m. a) Calcular el gasto que 
descarga el tirante y a en la sección con¬ 
traída y la velocidad Vy de llegada, b) ¿Cuál 



Figura del problema 6 


es la altura h adecuada para el perno, de 
manera que para estas condiciones de des¬ 
carga el empuje total P pase por dicho 
perno? 
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7. a) Determinar el gasto que descargaría la 

compuerta del problema 6 si la pantalla 
fuera radial con el mismo perno como 
centro de curvatura y descarga libre. 
b) Con la misma compuerta curva deter¬ 
minar qué abertura debería tener si la 
descarga es ahogada contra un tirante, 
aguas abajo, y z = 2.50 m. 

8. En la obra de toma cuya geometría se 
muestra en la figura, las extracciones desde 
el embalse, se controlan mediante dos com¬ 
puertas de servicio que obturan dos orifi¬ 
cios de lm de ancho cada uno y dentro 


del intervalo de niveles de embalse, indi¬ 
cados. Suponiendo, despreciable la pérdida 
de energía en la rejilla y descarga libre ha¬ 
cia el túnel: 


a) calcular la altura h que deben tener los 
orificios para que, con el nivel mínimo 
en el embalse y las compuertas totalmen¬ 
te abiertas, el gasto extraído por la toma 
sea de 15 m 3 /seg. 

b) Elegida esta altura, calcular cuál debe 
ser la abertura de las compuertas para 
descargar el mismo gasto, cuando el ni¬ 
vel en el embalse sea el máximo. 


Puente de 



9. La estructura de control (mostrada en la 
figura) consta de 7 compuertas radiales de 
7 m de altura por 9 de ancho, con pilas 
intermedias de 2 m de espesor. 

a) Calcular el gasto que descargan cuando 


la elevación en el embalse es de 34.40 m 

y de 48 m. ■ 

b) ¿Cuál debe ser la abertura de las com¬ 
puertas para qué, con el agua a un nivel 
de 48 m, el gasto total sea de 3000m / 
segundo. 


problemas 



10. El tanque a presión —de la figura— descar¬ 
ga al ambiente por un tubo corto de diá¬ 
metro D = 8 cm y longitud e = 24 cm, que 
se localiza a una profundidad h = 3 m des¬ 
de el nivel de la superficie libre del agua 
dentro del tanque. Calcular la presión p 
necesaria sobre la superficie libre del agua 
dentro del tanque para descargar un gasto 
Q = 50 It/segundo. 


Figura del problema 10 
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11. La alcantarilla de eje horizontal, mostrada 
en la figura, consta de dos tubos —de con¬ 
creto pulido— de 0.80 m de diámetro y debe 
conducir un gasto total de 5 m 3 / se S e 1111 


orificios y compuertas 

lado al otro del terraplén. Determinar si hay 
la posibilidad de que el agua se vierta sobre 
el terraplén y, si es el caso, exponer las 
medidas necesarias para evitarlo. 



12. El tubo corto, mostrado en la figura. 

0.10 m de diámetro y OJO m de longitud, des¬ 
carga aguas abajo contra una carga n 

a) Calcular el gasto. 

h) Determinar la carga de presión que se 
presenta en la sección 1, considerando 
para ello que el área contraída en esa 
sección vale 0.6 A (A: área del tubo). 
c) ¿Cuál es la carga h máxima, con que 
trabajaría el tubo sin que ocurra cavi¬ 
tación en la sección 1? 


para que la presión en el conducto no rebase 
la equivalente a 6 m de columna de agua. 






Figura del problema 12 

1$. A través de un conducto revestido, corto, es 
necesario descargar un gasto Q = Z J 
con una carga H = 10 m. Determinar el diá¬ 
metro D de dicho conducto y la carga míni¬ 
ma h de ahogamiento, aguas abajo, necesaria 


14 El agua fluye desde un depósito (izquierda), 
' hacia otro cerrado (derecha). El nivel en los 
depósitos y la presión de vacío en el dere¬ 
cho se mantienen constantes e ¡pales a 
h t = 7m; - 3 m; y p - 0.2 kg/cm 2 (ab¬ 

soluta). 

a) Determinar el gasto a través de uu con¬ 
ducto cilindrico de diámetro (i = 0.60 m. 

b) Determinar el gasto si después de dicho 
conducto se agrega un difusor cónico 
cuyo diámetro a la salida es D = 80 mm, 
el cual tiene un coeficiente de pérdida 
K = 0J. 

c) Para ambos casos encontrar la P5 esl °“ 
mínima en la sección estrangulada del 


m 


i 
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conducto y dibujar la línea de cargas pie- 
zométricas. 



1S. Un tubo convergente-divergente colocado en 
la pared vertical de un tanque desaloja 
4J lt/seg de agua con una carga de 1J m. 
Suponga que no hay pérdida de energía 
en la parte convergente del tubo y que la 
pérdida en la parte divergente es equiva¬ 
lente a 0.18 (V 2 2 /2g) (V 2 : velocidad en la 
salida); además, suponga que la carga de 
presión absoluta mínima tolerable en el es- 
trangulamiento es pjy = 2.40 m, para una 
presión atmosférica al nivel del mar. 

a) Determinar el diámetro en el estrangula- 
miento y en la sección de salida del tubo. 

b) Suponiendo que se permita el descenso 
de h, demostrar que la presión en el es- 
trangulamiento es una función lineal de 
la carga h. 



Figura del problema 15 


16. Determinar el gasto máximo que puede des¬ 
cargar el tubo divergente, mostrado en la 


figura, así como la longitud e, para que se 
satisfagan dichas condiciones. 



Figura del problema 16 


17. Un tubo corto, constituido de dos troncos 
de conducto de secciones diferentes está 
situado sobre la pared vertical de un reci¬ 
piente. El nivel del recipiente se mantiene 
5 m por arriba del eje del tubo; la sección a. 
es de 40 cm 2 . Trazar el diagrama del gasto 
en función de la : relación. Ala, haciendo que 
varíe de 1 a 4. El tubo descarga libremente y 
los troncos son muy cortos como para que 
se desprecie la fricción. 



18. Un émbolo es empujado uniformemente, 
dentro de un tubo de diámetro D = 60 mm, 
por una fuerza P - 300 kg y fuerza a la des¬ 
carga de un líquido (y = 900 kg/m s ) a tra¬ 
vés de un orificio de pared delgada, de diá¬ 
metro d = 20 mm, localizado en el extremo 
final del tubo. Determinar la fuerza dináxni- 
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ca ejercida sobre la pared del tubo en la 
tapa que contiene al orificio. 



Figura del problema 18 


19. Desde el recipiente superior, cerrado, fluye 
agua al inferior a través de un orificio de 
pared delgada d¡= 30mm; después descarga 
a la atmósfera a través de un tubo corto 
= 20 mm de diámetro y 60 mm de lon¬ 
gitud. ' ; 

a) Determinar el gasto a través del tubo si 
el manómetro marca una'presión de 
Pu m 05 atm; los niveles í 1 =2my/(s = 

■ = 3m. • : 

b) Calcular ía presión p 3 sobre él nivel del 
agua del depósito inferior. 



20. Un orificio rectangular de 0.90m de ancho considere un ^coeficiente de descarga del 

y 0.60 m de altura, con descarga ahogada, se orificio, de 0.61. 

utiliza para llenar una esclusa de 100m 2 de ,, __ 

sección horizontal, cuyo nivel se encuentra 21. Para vaciar la 

inicialmente a 3 m arriba del centro del orí- ra) se tiene un onfiaodej 2 m 2 de sección 

ficio. El nivel del depósito que llena la situado en el fondo. Trazar, en funci 

esclusa permanece constante y a 6m arriba tiempo, el diagrama del nivel del agu 

del centro del orificio. Obtener -por pun- la a^erca considerando un cMfewrtede 

tos- la curva que relacione el nivel va- descarga de 0.62 El ancho de la alberca, 

riable del depósito en función del tiempo; normal al plano del papel, es de 10 m. 



Figura del problema 21 


22. Una esclusa de 120m de longitud, 12m de 12 minutos; calcular la sección de un ora 

ancho y 6m de altura, se desea vaciar en ficio de descarga ahogada (coeficiente de 
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descarga 0.6) siguiendo cada una de las tres 
hipótesis siguientes. 

a) Orificio de sección constante. 

b) Orificio de sección, creciendo proporcio¬ 
nalmente con el tiempo. 


c) Orificio de sección, creciendo proporcio¬ 
nalmente con el cuadrado del tiempo. 

En cada caso tratar, en función del tiempo, 
los diagramas de la altura del agua en la 
esclusa y el gasto instantáneo en el orificio. 
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VERTEDORES 


7.1 Introducción 

Cuando la descarga del líquido se efectúa por encima de un muro o 
una placa y a superficie libre, la estructura hidráulica en la que ocurre 
se llama vertedor; éste puede presentar diferentes formas según las fina¬ 
lidades a que se destine. Así, cuando la descarga se efectúa sobre una 
placa con perfil de cualquier forma, pero con arista aguda, el vertedor se 
llama de pared delgada; por el contrario, cuando el contacto entre la 
pared y la lámina vertiente es más bien toda una superficie, el vertedor 
es de pared gruesa. Ambos tipos pueden utilizarse como dispositivos de 
aforo en laboratorio o en canales de pequeñas dimensiones, pero el se¬ 
gundo puede emplearse como obra de control o de excedencias en una 
presa y también de aforo en canales grandes. 

El punto o arista más bajo de la pared en contacto con la lámina ver¬ 
tiente, se conoce como cresta del vertedor; el desnivel entre la superfi¬ 
cie libre, aguas arriba del vertedor y su cresta, se conoce como carga 
(Fig. 7.1). ' . ' 

7.2 Vertedores de pared delgada 
7.2.1 Ecuación general del gasto 

Considere un vertedor de pared delgada y sección geométrica, como 
se observa en la Fig. 7.1, cuya cresta se encuentra a una altura w, medida 
desde la plantilla del canal de alimentación. El desnivel entre la superficie 
inalterada del agua, antes del vertedor y la cresta, es h y la velocidad 
uniforme de llegada del agua es V 0 , de tal modo que: 

H = h+ ™ (7.1) 

2 g 

Si w es muy grande, V<?/2g es despreciable y H — h. 

De acuerdo con la nomenclatura de la Fig. 7.1b, el perfil de las formas 
usuales de vertedores de pared delgada se puede representar por la ecua¬ 
ción general: 'i 
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raifjwrii > ■< j. . 

Figura 7.1. Vertedor de pared delgada de forma general. 


*-/<*> ( 7 - 2 ) 

que, normalmente, será conocida. 

Aplicando la ecuación de Bemoulli para 
una línea de corriente entre los puntos 0 
y 1, de la Fig. 7.1, se tiene : 

ya v 2 

h a H-— = h 0 — h + y + —tt 


o bien 




Si V 0 s / 2 g es despreciable, la velocidad 
en cualquier punto de la sección 1 vale 

v = \j2g(h-~y) (7.3b) 

El gasto a través del área elemental, de 
la Fig. 7.1b, es entonces: 

dQ = 2y/2g p x \/h — y dy 
donde p considera el efecto de contrac¬ 


ción de la lámina vertiente. El gasto total 
vale: ’ ; 

Q == 2 V2g p J x(h — y)* dy (7.4) 

qué sería la ecuación general del gasto 
para un vertedor de pared delgada, la cual 
es posible integrar si se conoce la forma 
del vertedor. 

En la deducción de la ecuación se nan 
considerado hipótesis únicamente aproxi¬ 
madas, como la omisión de la pérdida de 
energía que se considera incluida en el 
coeficiente p, pero quizá la más impor¬ 
tante que se ha supuesto, es la que en to¬ 
dos los puntos de la sección 1 las velo¬ 
cidades tienen: dirección horizontal y con 

una distribución parabólica, Ec. (7.3b), 
efectuando la integración entre los limi¬ 
tes 0 y h. Esto equivale a que en la sec¬ 
ción mencionada el tirante debe alcanzar 
la magnitud h. Por otra parte, al aplicar la 
ecuación de Bemoulli entre los puntos 0 
y 1 se ha supuesto una distribución hi- 
drostática de presiones. Esto implica una 
distribución uniforme de las velocidades 
y v para todos los puntos de las sec¬ 
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ciones 0 y 1, respectivamente, lo cual está 
en contraposición con la distribución pa¬ 
rabólica que se ha supuesto para derivar 
la Ec. (7.3b). 

La red de flujo de un vertedor rectan¬ 
gular (Fig. 10.12) muestra que las líneas 
de corriente sobre la cresta poseen una 
curvatura que modifica la distribución 
de presiones hidrostáticas, según la ley 
dada por la Ec. (7.3). En la Fig. 7.2 se 
presenta la Verdadera distribución, tanto 
de presiones como de velocidades. La 
red de flujo indica, a su vez, que la lámina 
vertiente sufre contracciones en. su fron¬ 
tera superior e inferior, por lo que existe 
una sección contraída X sobre el punto 
de máxima altura alcanzado por la fron¬ 
tera inferior de la lámina vertiente, donde 
se presentan velocidades . cuyas. compo¬ 
nentes horizontales se apartan de la ley 
parabólica; además, hay una distribución 
de presiones también distinta de la hidros- 
tática, como se muestra en la Fig. 7.2. 



Figura 7.2. Aspecto real del flujo. 


Por último, el coeficiente p de gasto 
que aparece en la Ec. (7.4) representa la 
relación entre el área sombreada a, b, c, e 
de la Fig. 7.2, correspondiente a la verda¬ 
dera distribución de velocidades; y la f, ¡ 


g, d, correspondiente a la parábola de dis¬ 
tribución hipotética de velocidades, a 
saber: ,, 

área achurada a, b, c, e 

P = ----- ■.. 

área de la parábola f, g, d 

Debe ser de tipo experimental y próxi¬ 
mo a Q.60, que corresponde al de un ori¬ 
ficio de pared delgada. 

7.2.2 Vertedor rectangular 

Parq esta forma de vertedor la ecua¬ 
ción (7.2) es del tipo x = b/2 donde b es 
la longitud de cresta (Fig. 7.3). 

Luego, la-Ec. (7.4) es: 

Q = -\iy/2gb C(k~y)i(-dy) 

•' - Jo ■' ■' '■ ' ■ ' 

y efectuando la integración es: 

Q = - ~ p V2 gb f(/t- y) 3 ' 2 )*, ;; ; 


y 



Figura 7.3. Vertedor rectangular. 


y finalmente: 

0 = ™V2gphh 3 « (7.5) 
que es la ecuación general para calcular 
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el gasto en un vertedor rectangular cuya ducen 

3 í la carga total U ^ 

tema inglés de unidades « acostumbra ^ ? ] ) eQ lugar de h : 

■ ' . Z . /oy* ir Tin solo í*. 


agrupar los términos | V2g P, en un solo 
coeficiente C, de tal manera que 


2 .. . PTZ 


Vn S \ 3/2 


(7.8a) 


Q=Cbh 312 (7 ‘ 6) 

Esta ecuación es más sencilla que la (7.5) 
si bien no es homogénea, es decir, que 
el coeficiente C tiene las . dimensiones 
[/,i 2'" 1 ] y vale: 

C = |*V2gV = 2.952Í (7.7) 

A pesar de que las ecuaciones (7.5) o (7.6) 
valen únicamente en el caso de una velo¬ 
cidad de llegada despreciable, .diferentes 
autores han investigado y obtenido fórmu¬ 
las experimentales para evaluar p, en las 
cuales se incluya dicho efecto para permi¬ 
tir que tales ecuaciones conserven su va¬ 
lidez. En efecto, cuando el vertedor rec¬ 
tangular se encuentra al centro de un 
canal, de ancho B mayor que la longitud 
de cresta b del vertedor (Fig. 7.4), se pro- 


Esta ecuación se puede también escribir 
en la forma siguiente:. ,. 

y*”-- 

■^kV2 gbh*'* ( 7Sb) 


El paréntesis en la ecuación anterior se 
puede desarrollar en -fiama aproximada 
como sigue: ■—■■■ 


\ 3/2 3 

■) = 1+ r 


Como el área en la sección 0 es A 0 
= B {h + w), resulta que 


v 0 ~ & 

2gh ~~ 2 g B*(h + wy*h 



Figura 7.4. Vertedor rectangular con contracciones laterales. 
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Además, 

/ y o 2 y^L, ^ ^ q 2 

V 1 + Tfh) ~ + 2 2 gBHh + W) 2 h 
Por otra parte, de la Ec. (7.8b) se tiene: 

Q® = ¿2gWh? 

que substituida en la anterior resulta: 




3 k 2 2 g 1? h? 

~2 2gB 2 (h + w) 2 h 



Substituyendo en la* Ec. (7.8b) resulta fi¬ 
nalmente:; ■■■■'- 


0 = ~V2g (X 

[‘ + 7^VÍf^)‘K <79) 

Lo cual demuestra que el gasto se puede 
seguir calculando con la Ec. (7.5) siempre 
que ep el coeficiente p se incluyan los 
efectos de b/B y de w. 

Cuando el ancho del canal de llegada es 
igual qué el de la cresta (esto es, que el 
vertido se efectúa sin contracciones late¬ 
rales) es suficiente hacer b = B en la Ec. 
(7.9) para llegar a conclusiones semejan¬ 
tes en el uso de la Ec. (7.5). 

En la tabla 7.1 se presentan las fórmulas 
experimentales más conocidas para calcu¬ 
lar p de la Ec. (7.5) aplicables a vertedo¬ 
res con contracciones laterales o sin ellas, 
que tienen validez únicamente cuando la 
superficie inferior de la lámina vertiente 
se ventila correctamente. Cuando no es 
el caso, en la Ref. 7 se pueden obtener 


fórmulas adecuadas y, en la Ref. 24, una 
descripción detallada del funcionamiento 
para estas condiciones. 

Además de respetar los límites de aplica¬ 
ción de las fórmulas, para obtener mejo¬ 
res resultados en la medición de gastos 
con vertedores rectangulares se recomien¬ 
da que la cresta del vertedor sea perfecta¬ 
mente horizontal, con un espesor no ma¬ 
yor de 2 Tnm en bisel y la altura desde el 
fondo del canal 0.30 m < w > 2 h. El pla¬ 
no del vertedor debe ser normal al flujo y 
la cara, aguas arriba, perfectamente ver¬ 
tical, plana y lisa. El vertedor deberá ins¬ 
talarse al centro de un canal recto que 
tenga una longitud mínima de diez veces 
la longitud de cresta del vertedor y un 
área de, por lo menos, 8 bh. Si el vertedor 
tiene contracciones, la distancia entre los 
extremos del vertedor y el costado del 
canal no debe ser menor que 0.30 m. Si no 
tiene contracciones laterales debe hacerse 
una ventilación eficiente de la superficie 
inferior de la lámin a vertiente. En cual¬ 
quier caso, la carga sobre la cresta se 
debe medir en un punto a, por lo menos, 
cuatro veces la carga máxima hacia aguas 
arriba. 

Cuando el vertedor rectangular sin con¬ 
tracciones laterales tiene una inclinación 0 
con respecto a la horizontal (Fig. 7.5), el 
coeficiente de gasto p de la tabla 7.1 debe 
multiplicarse por un coeficiente Ce que 
depende del ángulo de inclinación 0 y 
que, según Boussinesq (Ref. 30), es:. 

00 

C = 1.1951 - 0.3902 — (7.10) 

© lotr 

Esta ecuación es válida únicamente en el 
caso de que la lámina se encuentre bien 
ventilada y presenta mayor interés en el 
caso que la cresta sea móvil; por ejem¬ 
plo, es conveniente una compuerta articu¬ 
lada en el apoyo inferior. 
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TABLA 7.1. Fórmulas experimentales para determinar el coeficiente de gasto jx aplicable a la Ec. 
, (7-5) para vertedores rectangulares con contracciones laterales o sin ellas. 

En el caso de vertedores sin contracciones laterales haga b = B, en las fórmulas. 


| Autor 

Fórmula 

Límites de aplicación 

Observaciones 


t / B-b\ 0.00411 

H - 10.6075 - 0.045 f j x 

0.10 0.60 m 

050 2.00 m 

020m^ tv— 1.13 m 

El primer límite de aplica¬ 
ción es el más importante. 
Para hfb > 0.13 tiene mayor 
precisión que , la fórmula 
SIAS. 

Sociedad de Ingenieros 
y Arquitectos Suizos 
(1924) (Ref- 
{ Fórmula SIAS) 

■ r / i> \ 2 3.615 — 3 (b/B.) 1 } 

j- 

0.025 0.80 m 

0=£ 0JB 
w^030m 
h 

—^1 en el caso 

W ■ 

de contracciones 
laterales 

Para vertedores sin contrac¬ 
ciones laterales los límites 
son: . 

0.025 A ^ 0.80 m 

0.30 m — t v 
h 

—^1 

TV 

Para h/b ^ 0.13, es .más pre- 
cisa que la ’de Hegly. 

Hamilton-Smith 

- ' • '-i 

-^O-ToT) 

0.075 m ^ /i ^ Q.60 m 

050 m 

050 m — w 

w ■ - ' 

. 

b<¿(B- 2h) 

— ^05 
b - 

Si B(h -i- tv) < Í0bh, se de¬ 
berá reemplazar en la Ec. 
(75) el valor de h por IV 
donde 

dónde : ^ f Q ] 

0 [B(h + w)\ 

es la velocidad .de llegada 

Francis 
(Ref. 31) 


0.18 m=s h — 0.50 m 
2.4Q b ^ 3.00 m 

O.óOm^w^ 150 m 

■; ■ ° 

•''y ° bvi + w) 

velocidad de llegada. 
n =*'2 en'vertedores con con¬ 
tracciones laterales;- 
rt = 0 en vertedores sin, con¬ 
tracciones laterales: ■ ¿ > t 

Rehbock (1929) 

(Ref. 9) 

i.r >. 1 . /ft + o.oon\ir omití**. 

,.[0.« 35 + 0.0813( ^ )j[l + |j j 


KgH 



Problema 7.1. Calcular el gasto en un 
vertedor rectangular de pared delgada en 
un canal del mismo ancho de la cresta 
b — 2.5 m, que trabaja con una car¬ 
ga h — 0.42 m, cuya cresta se encuentra 
a w — 1.00 m del piso del canal. 


Solución. De la fórmula de Hegly (ta¬ 
bla 7.1) para b — B, tenemos: 

r „ 0.0041] 

= b° 75 + 1L42Í 

í 1 + °‘ 55 ( n at ' 4 \ nn ) 1 = 0M1 
[ \ 0.42 + 1.00 / J 

C = 2.952 x 0.647 = 1.910 
Substituyendo en la Ec. (7.6): 

<?= 1.910x2.5x (0.42) s/2 = 1.3 m 3 /seg 
Utilizando la fórmula de Rehbock resulta: 

, 0.42 + 0.0011 \ 


>=2.952 ^0j 


1 + 


6035 + 0.0813 
0.0011\ 8/2 


1.00 
2.5 (0.42) 8/2 


0.42 ; 

Finalmente se tiene 

Q = 1.286 m 3 /seg 


Esto es, una diferencia de 1.1% entre 
ambos resultados. 

Problema 7.2. Calcular la carga necesa¬ 
ria en el vertedor del problema anterior, 
si se desea un gasto de 2m®/seg en las 
mismas condiciones de descarga libre. 

Solución. Se procede por tanteos supo¬ 
niendo que con Cst 1.92 en la Ec. (7.6), 
el gasto es : aproximadamente Q = 1.92 x 
X 2.5 x /r 3/2 . 

Se empezará a calcular con 

, / 2 \ 8 /® 
h = (——— ) = 0.56 m 

\ 1.92 x 2.5 / 

Como C aumenta con h 2 , es de esperarse 
que sea mayor que C — 1.91 del problema 
anterior; así, para este caso Ios-valores h 
deben ser menores de 0.56 m. 

De lo anterior, con h — 0.555 m, de la 
fórmula Hegly, resulta C — 1.944, siendo 
el gasto : - : i; " ' " " " 

Q = 1.944 x 2.5 (0.555) 3/z = 2.009 m®/seg 

que es prácticamente el valor buscado. 

Problema 7.3. ¿Cuál sería el gasto en 
el problema 7.1 si el vertedor tuviera una 
inclinación 0 = 45° (Fig. 7.5)? 
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Solución. De la Ec. (7.10) tenemos que 

C 0 = 1.1951 -0.3902 X = 1-0976 
y resulta: 

Q = 1.0976 X 1299 = 1.426 m s /seg 



(0.363 ) 2 
19.6 


= 0.0067 m 


Q = 2.952 X 0.623 


1 - 0.2 


0.601 
3 . 



0.0067 ^ í/2 /0.0067A S/B ' 
“ 5 X 7 V 0.6 / 


Problema 7.4. Calcular la descarga libre 
de un vertedor rectangular de 3 m de lon¬ 
gitud con una carga de 0.60 m, ubicado 
en un canal de forma rectangular que 
tiene 5 m de ancho, en el que la elevación 
de la ci-esta es de 0.80 m sobre el fondo. 


3 x (0.60) 8 /» 

Por último: 

Q = 2.500 mVseg 


Solución. La relación h/b es 


que es prácticamente el valor antes ob¬ 
tenido. 



0.60 

3 


= 02 > 0.13 


Problema 73. Sobre una placa con las 
dimensiones que se presentan en la figu- 


luego, de la fórmula de Hegly: 

• v / 5-3 

p = (^0.6075 - 0.045 — + 


ra 7.6 se produce un vertido superior y 
una descarga por el orificio del fondo. 

_ . t 1<Í AA _ ... An 


0.0041 

0.60 


El ancho de la placa es de 1.00 m y es 
igual al del canal. Determinar cuál es el 
gasto de vertido si el del orificio es 



- , _ 

q 0 - 0.3 m 3 /seg, supomendo que en am¬ 
bos la descarga es libre. 


p = 0.618 

y, finalmente, 

Q = 2.952 X 0.618 X 3 X (0.60) 3 ' 2 

Q = 2.544 m s /seg 

Para utilizar la fórmula de Francis es 
necesario calcular la carga dé velocidad 
de llegada, lo cual significa conocer 
previamente el gasto y seguir un pro¬ 
cedimiento de tanteos. Suponiendo, por 
ejemplo, que Q fuera el calculado ante¬ 
riormente, entonces 


V 0 


; , 2.544 
5 (0.8 + 0.6) 


0.363 m/seg 



Figura 7.6. Del problema 73. 


Solución. Es necesario determinar el ti¬ 
rante total que debe existir, aguas arriba 
de la placa, para lo cual se debe supo¬ 
ner inicialmente un coeficiente de gasto 
Ca - 0.595 para el orificio (Fig. 6.16) en 
la Ec. (6.25), de la que 


vertedores de pared delgada 


249 


7l =C v- 

V Cdba\/2g / 

_/_030_y 

V 0.595 X 1 X 0.10 V19.62 / 
y 1 ~ 1.30 m 

Nuevamente se calcula y Ja. — 13; de la 
Fig. 6.16, se tiene que C¿ = 0.595, que es 
el resultado anterior. La carga sobre la 
cresta sería entonces: 

h = 1.30 — 0.90 — 0.10 = 0.30 m 

Puesto que la descarga del vertedor se 
hace sin contracciones laterales, la ecua¬ 
ción de Rehbock sería válida, a saber: 

/ 0.301 \ 

Q„ = 2.952 í 0.6035 + 0.0813 —-—i 

/ 0.0011 \ 8/2 . 

( 1 + w) x 1 * <a30) 

Qv = 0.306 m 8 /seg 

La velocidad de llegada para el gasto 
total (2= 0.3 +0.306= 0.606 

v °--nr¡3ó~ 0A66m/s ° s 


a) Para d = 0.50 m (diámetro del ori¬ 
ficio), calcular los gastos en los vertedo¬ 
res Qa y Qs. 

b) Conocidos Qa = 0.900 m 8 /seg y Qs = 
= 0.100 m 3 /seg, calcular el diámetro d 
del orificio. 

En ambos casos, de la fórmula de Fran¬ 
cis, el coeficiente de gasto de los verte¬ 
dores es 

Cd = 2.952 p = 1.84 
y el del orificio: 

" C¿ - 0.60 

Solución a) Si el área del orificio es 
A = 0.7854 x (0.50) 2 = 0.1963 m 2 y el gas¬ 
to descargado por el mismo, es función 
de A H, de acuerdo con la Ec. (6.21) da 

Q 0 = 0.6 x 0.1965 X V2 X 9.8 X A h - 

= 0.522 Vtt • (a) 

y el gasto descargado por los vertedores 
será: 

Qa = 1.84 X 1.3 hjV* = 2.392 h/'* (b) 


v !a carra de velocidad de llegada: 


y o = (0-466 ) 2 Q ' Q s = 2.392 h B * n (c) 

2 g 19.6 

...... ., Además: 

que es insignificante en comparación de 

y lt siendo entonces válidos los resultados Qo = Qb (d) 

anteriores. 

Qa + Qb = LOO (e) 

Problema 7.6. Si en la instalación de la 

Fig. 7.7 el gasto que proporciona la bomba 0.10 + h¿ = hs + A h (f) 

es Q = 1.00 m 3 /seg y la longitud de cresta 

de ambos vertedores es b = 1.30 m, deter- Primer tanteo. La variación del gasto en 
minar las condiciones de funcionamiento el orificio es menos sensible que en los 
para los siguientes casos: vertedores al cambiar los niveles en 
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Figura 7.7. Del problema 7.6. 


los tanques; por lo tanto, el gasto Qb será, 
seguramente, menor que Qa. Dé lo ante¬ 
rior se deduce que Ah > O.lOm, pero no 
mayor que '•‘•‘i - < 

/ 1 \ 2/s 

■fu = I — ) = 0.56 m 

\2.39/ 

Si 

Ah = 0.30 m 

De la Ec. (a) se obtiene: 

Qo — Qb — 0.522 V03 = 0.286 m s /seg 
y por lo tanto de la Ec, (e) resulta: 
q a = 1 - 0.286 = 0.714 = 2.392 h A m 


y, finalmente, de la Ec. (f)> 



Un valor más aproximado para Ah sería: 

Ah = 0.10 + 0.447 - 0.243 = 0.304 m 

que es prácticamente el supuesto, luego 
el tanteo es correcto/De no haber resul¬ 
tado así, se hubiera repetido el tanteo, 
siendo de cualquier manera muy rápida 
la convergencia, a saber: ■ 

Qa - 0.714 m 3 /seg 

Qb = 0.286 m 8 /seg 


De la Ec. (b) tenemos: 



Solución b) Resulta más sencillo y las 

ecuaciones aplicables són' de (b) a (f). 

pero no la (a); entonces, de las Ecs. (b) y 
(c) resulta: 


vertedores de pared delgada 


251 


, / 0.900 \ 2/3 „ 

^ = (w) =0 ' 52m 

, : / 0.100 

Iu= {tw) =012m 


De la Ec, (f): 

Ah = 0.10 + 0.52 — 0.12 = 0.50 m 
y para el orificio, su diámetro es 

0.10 = 0.6 ( n d ¿ /4 ) y/2 x 9.8 x 0.50 


<t-«± 

’ l.¿ 


— 0.26 m 


7.2.3 Vertedor triangular 

j . . • •. _ © : 

Cuando el vertedor es de sección trian¬ 
gular (Fig. 7.8), simétrica respecto del 
eje vertical y con ángulo en el vértice 0, 
el valor x de la Ec. (7.2) es: 


x = y tan • 


do z = h— y, entonces y — h~z, dy — 
— —dz. Los límites de integración serían: 
para y — 0, z — h y para y = h, z = 0; la 
ecuación anterior sería entonces: 

Q= ~2y/2g [i tan (0/2) ¿>*\h-z) dz= 

= -2y/2g fi tan (0/2)[Í^-l^«]° 

Tomando límites y substituyendo nueva¬ 
mente a z, se obtiene 


8 ■ • • 

Q=—V2gtan(0/2)nA 6/2 (7.11a) 


o bien • ^ 

■ Is 


Q — C h s/z 


(7.11b) 


donde C depende de 0, \x y g. Así, por ejem¬ 
plo, con 0 = 90° vemos que 


g _ 

C = = 2.362 ¡r 



Figura 7.8. Vertedor triangular. 


y la ecuación del gasto (7.4.) es 

5 '."i 

Q = 2 V2g (t tan (6/2) J' (h - y) 1 / 2 y dy 

la cual se puede integrar por un procedi¬ 
miento de substitución. En efecto, hacien- 


En la tabla 7.2 se presentan las fórmu¬ 
las experimentales más conocidas para 
calcular n ó C de las Ecs; (7.11) y son 
válidas para diferentes ángulos 0 en el 
vértice. 

Si w es pequeña, el vertedor triangular 
puede funcionar ahogado. Si h t represen¬ 
ta la carga, aguas abajo (Fig. 7.11), el 
coeficiente de gasto con descarga libre 
íiéberá multiplicarse por un coeficiente k 
independiente del ángulo 0, que vale: 



(7.12) 


Los vertedores triangulares se reco¬ 
miendan para el aforo de gastos inferiores 
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Figura 7.9. Coeficiente de gasto n de vertedores triangulares en la fórmula 
de la Universidad Católica de Chile (Ref. 24). 


a 30 lt/seg y cargas superiores a 6cm y 
hasta de 60 cm. Su precisión es mejor que 
la del rectángulas para gastos pequeños, 
e incluso para gastos comprendidos en¬ 
tre 40 y 300 It/seg. Para gastos mayores 
es recomendable el rectangular debido a 
que el triangular es más sensible a cual¬ 
quier cambio en la rugosidad de la placa 
y, también, porque requiere mayor exac- 





' 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 '1.0 Í.5 5.0 

fí/h 

Figura 7.10. Valores de K en la fórmula de la 
Universidad Católica de Chile para vertedores 
triangulares (Ref. 24). 


titud en la medición de las cargas, pues 
el gasto varía con la potencia 5/2 de la 



Figura 7.11. Descarga ahogada de un vertedor 
triangular. 


7.2.4 Vertedor trapecial ; . 

. , El gasto de un vertedor trapecial, como 
el mostrado en la Fig. 7.12, se puede calcu¬ 
lar suponiendo la suma del gasto corres¬ 
pondiente a uno rectangular con longitud 
de cresta b y el triangular formado con 
las dos orillas. Esto es, de las Ecs. (7.5) 
y (7.11a) se tiene: . 


Q = yV2gPr¿h 3/2 + 

+ ~ v 2g tan (8/2) |X(A S/2 
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Figura 7.12. Vertedor trapecial. 


o bien en la forma: 

V2iL-+4-*r Hí tan (6/2)1 b h z,s 
3 5 b i 

y •• ■ - 

Q = Ly/Tg\».bh*/2 (7.13) 

donde p agrupa todos los términos del pa¬ 
réntesis. 

Debido a que el vertedor trapecial tiene 
escaso interés, ha sido poco estudiado. 
Tínicamente se le ha dado importancia al 
llamado de Cipolletti que tiene el trazo de 
un trapecio regular con taludes en los 
lados k = 0.25 ( 0.25 horizontal y uno ver¬ 
tical) y que encuentra aplicación como 
aforádór en canales. La geometria .de este 
vertedor ha sido obtenida de manera que 
las ampliaciones laterales compensen el 
gasto disminuido por las contracciones 
laterales de un vertedor rectangular, de 
longitud de cresta b en igualdad de condi¬ 
ciones de carga. Sin embargo, este hecho 
no ha sido plenamente comprobado. Se 
ha encontrado experimentalmente que el 
coeficiente u de un vertedor Cipolletti 
vale 0.63 y el gasto se determina con la 
ecuación: 


Q = \?2gx0.63 bh a/2 = 

= 1.861 bh 3/2 (7.14) 

la cual es válida si 0.08 m h Y 0.60 m ¡ 
a > 2h; b> 3h; w > 3 h y,, además, 
para anchos de canal de 30 a 60 h. Cuando 
no se satisfacen estas condiciones se pue¬ 
de substituir H — h + V 2 /2g por h en la 
Ec. (7.14), para tomar- en cuenta.el efec¬ 
to de la velocidad de llegada. 

7.2.5 Vertedor circular 

Stauss (1931) derivó una ecuación teóri¬ 
ca para determinar el gasto en vertedores 
de forma circular (Fig. 7.13). 

De la ecuación de la circunf erencia, en 
la Fig. 7.13, se tiene que x = \/v (D —y), 
y de la Ec. (7.4) el gasto total es: 

q = 2 V2g n P ly (D - y) (* - y) ]1/2 A v 

, .... . J 0 ‘ ;; ..¿I : 

o bien ' v ■ ..¿r. 

Q - 2 V2g P Z> 8/2 X £ C(y/z>) (1 - . 

- y/D) ( h/D - y/D)i 1/2 d (y/D)\/-,- 
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Figura 7.13. Vertedor circular. 


Con t — h/D y cambiando la variable de 
integración z = y/D, resulta: 


..!* = 0.555 + -~rr- + 0-041 ~ 
llOh D 


Q = 2 V2g pZ> 0/2 f ,Vz(l — z) (t-z)dz 

’-w. • * ó : *;•; 

La integración de la ecuación anterior 
conduce a - • 

0^—vSx.r : 

X [2 (l—t+t*) £-(2-3 t + t 2 ) K] pD 5 ' 2 

donde E y K son dos integrales • elípticas. 
La ecuación anterior resulta, finalmente: 

Q = <f>iiD s/z (7.15) 

donde D se expresa en decímetros y O se 
obtiene en It/seg. En esta fórmula <f> es la 
función de h/D dada por la tabla 7.3 . y ¡x 
el coeficiente; de gasto determinado de la 
fórmula de Stauss y Jorissen (Ref. 30), 
a saber: . .■ > • 


la cual vale para 0.20 m < D < 0.30 m 
0.075 < h/D < 1, y para distancias míni¬ 
mas a la frontera del canal de llegada de 
3D desde los cantos del vertedor. 


TABLA 7.3. Coeficiente <¡> de la Ec. (7.15) 



0.05 0.0272 0.55 2.8205 
0.10 0.1072 0.60 3.2939 
0.15 0.2380 0.65 3.7900 
0.20 0.4173 0.70 4.3047 
0.25 0.6428 0.75 4.8336 
0.30 0.9119 0.80 5.3718 
0.35 1.2223 0.85 5.9133 
0.40 1.5713 0.90 6.4511 
0.45 1.9559 0.95 6.9756 
0.50 2.3734 1.00 7.4705 


Ramponi propone una fórmula aproxi¬ 
mada para calcular <p en la Ec. (7.15), 
como sigue: -¡ 
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q, = 10.12 (/í/D) 1 - 975 - 2.66 ( h/D ) 6 ' 78 

En caso de que el vertedor tenga diá¬ 
metros hasta de 1.00 m y que no cumpla 
con las especificaciones de distancia del 
mismo a la pared del canal, se recomien¬ 
da la fórmula de Ramponi para calcular p 
en la Ec. (7.15): 

P = (0.350 + 0.002-£-)[l +(~-) ] 
donde 

A área del vertedor comprendida en¬ 
tre la cresta y el nivel correspon¬ 
diente a la carga h ; . 

A 0 área hidráulica del canal de lle¬ 
gada; , 

h carga sobre la cresta, expresada 

en m. 

Cuando la cresta del vertedor tiene for¬ 
ma circular en planta (Fig. 7.14), según 
Gourley (Ref. 9) el gasto (en sistema mé¬ 
trico) vale 

Q = Clh 

donde h es la carga sobre la cresta, l la 
longitud de desarrollo de la misma (í- 
= 2xD) y C un coeficiente que depende 
del diámetro del vertedor (tabla 7.4). 

TABLA 7.4. Coeficiente C en la fórmula 
de Gourley. 


D 

0.172 

0.252 

0.343 

0.485 

0.648 

C 

1.471 

1.477 

1.492 

1.502 

1.522 


Estos resultados son válidos cuando 
h < D/5, de lo contrario se ahoga el ver¬ 
tedor. . , 

Los vertedores de planta circular qu 
descargan del interior hacia afuera, son 


vertedores 

8 útiles como aforadores en pozos artesia¬ 
nos para extraer agua del subsuelo (figm 
ra 7 15) En la Universidad de Comell se 
hicieron pruebas con este tipo de verte¬ 
dores para diámetros de tubos de 0.3 a 
0.5 m y se encontró que su funcionamien¬ 
to es efectivamente el de un vertedor cuan¬ 
do la relación h/D < 0.027; asimismo, se 
comporta como un chorro que sale de una 
tubería (flujo fuente) cuando h/D = U». 
y existe un escurrimiento de transición 

entre ambos valores. . , T _ 

En el laboratorio del Instituto de In¬ 
geniería de la unam, C. Cruickshank 
(Ref. 32) realizó investigaciones con ot>- 
ieto de comprobar dichos resultados y 
ampliar el intervalo de valores de h/D 
hasta 0.0015. Comprobó que el finjn de ver¬ 
tedor se presenta para relajones &/Z><0-2 
v el de chorro para relaciones h/D> 2, con 
el de transición entre los dos valores. _ 
Para el flujo tipo ^rtedor se recomien¬ 
da utilizar la Ec. (7.5), donde b es la lon¬ 
gitud de cresta igual a la circunferenci 
fnterior del tubo; esto es, b = 3tZ? y p up 
coeficiente experimental que depende del 
tipo de vertido que se presente. En efecto, 
en un vertedor de, este tipo es difícil ob¬ 
tener flujo de lámina libre si no se toman 
precauciones para ventilarla y, ei > ocasio¬ 
nes —para cargas pequeñas— resulta muy 
difícil lograr que la lámina J a |ua_se 
despegue de la pared del cilindro. Se pre¬ 
sentan así los tres tipos de lámina, ad- 
herente, deprimida y libre, encontradas 
por Bazin en vertedores rectangulares 
(Ref. 24); cada tipo de lámina depende 
del diámetro de la tubería. Cuando la 
lámina es libre el coeficiente P vale 0 63 
y 0.705 cuando es deprimida. Si resulta 
imposible evitar que la lámina se adhiera, 
el vertido se produce normalmente en con¬ 
diciones cercanas a un vertedor de cresta 
ancha, siendo para esa condición p = U.ou. 

En la Fig. 7.16 se presenta un resumen 
de lo encontrado por diferentes investiga- 
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dores (Reís. 24, 32 y 33) para las tres con¬ 
diciones de flujo mencionadas, en las que 
la selección de p depende de los paráme¬ 
tros h/D y CF/g/i D*. Con la relación h/D 
y la curva de trazo continuo de la Fig. 7.16, 
se calcula el gasto en términos de O 2 / 
gh D 1 , para las tres condiciones de flujo. 

Siempre que exista la condición de ver¬ 
tido, conviene ventilar la lámina del agua 
después de que ha pasado el brocal del 
pozo, para evitar la condición de lámina 
deprimida cuyo coeficiente p no está bien 
definido. 


Para el funcionamiento de chorro la va¬ 
riación coincide con la ley teórica de 
proporcionalidad de su altura con el cua¬ 
drado de la velocidad. La curva con trazo 
continuo, de la Fig. 7.16, indica qtíe para 
h/D > 2 el parámetro Q//gh D* se vuelve 
constante e igual a uno. 

7.2.6 Vertedor parabólico 

La geometría de un vertedor de forma 
parabólica, como el mostrado en la figu¬ 
ra 7.17, sigue la ecuación x = \fy/a. 





Figura 7.15. Tipos de funcionamiento del flujo fuente en pozos. 
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se puede evaluar de la fórmula experimen¬ 
tal siguiente: 


C = 


2.088 

a 0 - 488 


(7.18) 


que es prácticamente el valor teórico de la 
Ec. (7.17); comparándolas Ecs. (7.17) y 
(7.18), el coeficiente p es 


w-, ■ 

H =-— c = - a o.oi2 

0.7854 V2i V2i 


TABLA 7.5. Coeficientes C y n de la Ec. (7.19) 
para vertedores parabólicos según Mostkow 
: (Ref.7). 



\ C 

■- t* 

0.625 

2.6 

0592 

05 .... 

; 2.9 

0591 

. 0333 

3.6 

0598 

035 

4.1 

0595 

0.20 

4.6 

0592 

0.167 

5.0 

0.589 

0.143 

5.4 

0588 

0.125 

5.7 

0.587 

0.111 

6.1 

0.585 

0.10 

6.4 

0.582 


En la tabla 7.5 se encuentran tabulados 
los coeficientes C y p indicados por Most¬ 
kow, en términos de a, para vertedores 
parabólicos. 

Americe experimentó con un vertedor 
parabólico de ecuación y = 9.85 x 12 , obte¬ 
niendo para el gasto (en sistema métrico) 
la siguiente ecuación (Ref. 30): 

Q = 0.606 h 1 - 98 

que se aproxima a la Ec. (7.16), si bien C 
es ahora dependiente también de h. 

Si se calcula C ■ de la ecuación gene¬ 
ral (7.18), para a = 9.85, resulta el valor 
0.682 con una discrepancia de 11 % res¬ 
pecto del obtenido por Americe. 

7.2.7. Vertedores proporcionales 

Esta clase de vertedor, llamado también 
Sutro, es aquél cuya forma hace que el 
gasto de vertido sea proporcional a la car¬ 
ga h. Por esta característica de ley de des¬ 
carga, su interés estriba en considerarlo 
en un laboratorio como vertedor de aforo 
o en canales ^pequeños, cuando se desea 
este tipo de ley para facilitar las medi- 


y y 



") Simétrico b) Asimétrico 

Figura 7.19. Tipos de vertedor Sutro. 
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dones. Ha sido estudiado por diferentes 
investigadores, entre otros Mavis, Soucek, 
Howe y di Ricco. 

La geometría del vertedor proporcional 
puede ser de cualquiera de las formas pre¬ 
sentadas en la Fig. 7.18. Para seguir usan¬ 
do la Ec. (7.4), la correspondiente al ver¬ 
tedor simétrico es: 


_ 2 h í" /2 eos 2 6 d® 

J o 

r6 sen 2 0 1 n k 

= 2h [z + ~~r~\o " 2 

La ecuación para el gasto resulta en¬ 
tonces 


x = (a/y ) 1/2 

y el gasto es entonces: 

* 

_ /* / h _y \ 

Q= = 2V2gfl i/2 pJ n (~y L ) ^ = 

= 2 V2g a 1/2 P J* (h/y - 1) 1/2 dy 

Cambiando de variable, con y/h = sen 2 6, 
dy - 2 h sen 6 eos 0 d»; abora entre los 
límites 0 y n/2, la integral sería: 


\h/y~l) 1/2 dy = 



>) 


i/a 

sen 0 eos © £?0 = 


Q = jt \/2g a 1/z h (7.20) 


esto es, efectivamente el gasto es propor- 
donal a la carga. 

La forma que adquiere el perfil deí 
vertedor se muestra en la Fig. 7.19, donde 
se observa que la curva se vuelve asm- 
tótica con el ejex lo cual haría impráctica 
su construcción. Para eliminar este pro¬ 
blema, se limita el perfil del vertedor en 
la parte inferior, hasta un ancho finito b 0 , 
para y = c (Fig. 7.19); además, que el 
área de la superficie del vertedor, redu¬ 
cida por este concepto, se compense ba¬ 
jando la cresta por debajo del eje * en 
una cantidad d, de tal manera que el 





Figura 7.19. Forma de la frontera inferior del vertedor Sutro, simétrico. 
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área b 0 (c+d)/2 sea igual al área teórica 
bajo el perfil entre x = 0 y x = c. 

El área teórica bajo el perfil sería 

A, = £2* ¿7 = ^-41- = 

= 2 a 1,z [y 1 ' 2 ) ° = 2 <z 3/2 d /2 

Por otra parte, de la ecuación del perfil: 

b c™ 

para x = bJ2, y - c, <r 1/ - - —- 

entonces el área teórica será 

An - b 0 c 

de tal manera que al igualar las áreas re¬ 
sulta: 

(c + d) = b 0 c 



Esto es, el nivel de la cresta del vertedor 
debe bajar en una cantidad igual a c, la 
cual depende del ancho b 0 inicial que se 
desee considerar como límite inferior del 
vertedor. Sin embargo, experimentalmen¬ 
te se ha encontrado que debe agregarse 
todavía a d aproximadamente 3 mm más 
para satisfacer la ley lineal de gastos para 
cargas pequeñas. En rigor, la Ec. (7.20) 
es válida para h > c. 

De acuerdo con las mediciones efectua¬ 
das en 1915 por diferentes investigado¬ 
res (Ref. 9), el coeficiente p varía poco 
con la carga h (tabla 7.6). 

Pudiendo considerarse el valor medio 
p = 0.62 cuando el canal de llegada tiene 
dimensiones grandes; y p = 0.67 cuando 
la plantilla del canal de llegada coinci¬ 
de con la cresta del vertedor y su ancho 


TABLA 7.6. Valores de en la Ec. (7.20) 
para vertedores proporcionales. 


h,en m 


0.061 

0.656 

0.122 

0.628 

0.183 

0.617 

0.244 

0.610 

0.305 

0.606 

0.458 

0.607 

0.61 

0.608 

0.76 , 

0.610 

0.915 

0.611 


con b 0 (Ref. 34) para el vertedor simé¬ 
trico de la Fig. 7.18a. Estos resultados 
son válidos para h > c. 

Se han realizado estudios con verte¬ 
dores logarítmicos cuya descarga sigue 
la ley Q = ln (2 h/b 0 ) y también del tipo 
Q=By/h. Los resultados se pueden con¬ 
sultar en las Reís. 35 y 36. 

7.2.8 Comparación de características de 
vertedores de pared delgada más 
usuales 

La mayoría de las formas geométricas 
de los vertedores de pared delgada, hasta 
aquí estudiados, se adaptan al perfil dado 
por la ecuación 

y — ax r (7.21a) 

o sea, Ja Ec. (7.2) es: 

x = (y/a)V' (7.21b) 

Si el exponente es r = 1 se tiene el verte¬ 
dor triangular, correspondiendo r = 00 al 
rectangular; r - 2 al parabólico; r — —2 
al proporcional y así sucesivamente. En la 
Fig. 7.20 se presentan gráficamente las 
diferentes formas adoptadas, donde por 
facilidad se ha considerado a = 1. 
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El área de la superficie ocupada por la 
lámina vertiente, de altura igual a la car¬ 
ga h (Fig. 7.1). se puede calcular con la 
Ec. (7.21b) en la siguiente forma: 

i. 2 T* 

A = 2 x dy = ■ y Vr dy — 

J 0 Cr' r J 0 

' 2 I* yfl/Hrljií-. ■ | V - 

= 'áP'l 1/r + 1 J c 

al tomar los límites de integración re¬ 
sulta: 


Esto significa que si el perfil de un verte¬ 
dor tiene por ecuación a (7.21) el área de 
la superficie A depende de la carga h; y 
si la dependencia entre ambos se presenta 
gráficamente sobre un plano coordenado 
con escalas logarítmicas, el exponente j 
es igual a la pendiente de la recta que re¬ 
presenta a la Ec. (7.22). 

En la Ec. (7.21) para y — h, x = B/2 
(Fig. 7.1b), por lo cual: 

2h 1,r . 

• a 1,r = ±— (7.25) 


aV T (l/ r+í) 


■ hW'+v = kh> 


(7.22) 


donde / recibe el nombre de exponente de 
forma y vale: 


siendo entonces 


i h 1 " 

Con la Ec. (7.23), A de la (7.22), resulta 


f = + 1 


(7.23) 


B ^(Vr+l) 


(7.26a) 


Además, 


o bien 


“ u 1/r (1/r +1) 


(7.24) / = 4^ = 4- 

A A 


"" (7.26b) 
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donde A’ = B h representa el área de un 
rectángulo de base B y altura h; de este 
modo, el exponente de forma de un ver¬ 
tedor cualquiera representa la relación en¬ 
tre el área del rectángulo A' = B h y el 
área de la sección. Esto es, si se conoce 
la carga h de vertido y el ancho B de la 
superficie de un vertedor cuya forma si¬ 
gue la Ec. (7.21), se puede calcular el área 
de la sección a través del exponente de 
forma /, con la Ec. (7.26a) sin necesidad 
de efectuar la integración sobre la super¬ 
ficie. El cálculo en sentido contrario es 
también posible; esto es, cuando el perfil 
sigue la Ec, (7.21) se puede calcular el 
exponente de forma / a partir del ancho 
de la superficie libre y del área de la sec¬ 
ción vertedora. 

Por lo que respecta a la ecuación gene¬ 
ral del gasto, al substituir la Ec. (7.21b) 
en la (7.4) se pueden hacer las siguientes 
transformaciones: 


2V2i n r h 


y 1/r (h~ y) 1 * dy = 
J 0 


■2\/2i p 


¿(3/2+1 /r) x 


X [/* (y/ f 0 1/r (1 -y/hy* d (y/h)] 


Si se substituye' y/h = z, la ecuación an¬ 
terior se puede escribir así: 


Q - jyy ü F h W»+w (7.27) 
a 1/r 

donde 

F = J 1 z Vr (1 - z) 1 * dz (7.28) 


de integración al cambiar de variable: de 
0/h = 0 a h/h = 1. 

Haciendo 

m = vy/2gFf (729) 

y tomando en consideración las ecuacio¬ 
nes (7.22) y (7.24), la Ec. (7.27) se pue¬ 
de también expresar en las siguientes 
formas: 

O - ■ 2m . ¿(3/2+l/r) 

v a 1 /'i 

= mkh (S/2+í/r > = mÁ h 1/z (7.30) 
o bien, con 

3 1 1 

« = Y + T = f + T (7,31) 

también en la forma 

Q = mkh" (7.32) 

ecuaciones con las cuales se podría resol¬ 
ver el problema inverso, es decir, que es¬ 
pecificada una ley de variación de gastos 
de vertido (Ec. 7.32), se puede determinar 
teóricamente la forma del perfil geomé¬ 
trico de la sección vertedora que la satis¬ 
faga. 

El valor del exponente de forma f posee 
un límite inferior. Puesto que un orificio 
practicado en la pared vertical de la placa 
tiene dimensiones constantes e indepen¬ 
dientes de la carga de vertido h, el expo¬ 
nente de forma / (Ec. 7.23) debe ser cero; 
r = —1 y, por lo mismo, de la Ec. (7.28) 

F — 1. Además, en la Ec. (7.30) A tiene 
que representar el área constante A' del 
orificio, siendo la ecuación de gasto: 

Q — rrí A' \/U 


en la cual se han transformado los límites en la cual ni, A' son cantidades constan- 
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tes, mientras que m, A son variables en 
la Ec. (7.30) de acuerdo con la forma del 
perfil del vertedor. Si se comparan las 
ecuaciones de gasto: (7.5) para el rectan¬ 
gular, (7.11a) para el triangular, (7.16) 
para el parabólico y (7.20) para el pro¬ 
porcional [con geometría que sigue la 


Ec. (7.21)1, se pueden obtener los resul¬ 
tados que se anotan en la tabla 7.7 con un 
resumen de los valores característicos de 
las diferentes secciones geométricas para 
fines comparativos. En la Fig. 7.21 se 
presenta la variación del coeficiente m y 
del exponente n, en la Ec. (7.32), en fun¬ 


TABLA 7.7. Valores característicos de los vertedores de forma usual (ref 231 



ción del exponente de forma / y para los 
valores más comunes del coeficiente p = 
— 0,58, 0.60 y 0.62. Sé observa claramente 
la eficiencia de las diferentes formas de 
sección del vertedor, las cuales son útiles 
para conocer el valor del coeficiente n 
aun en aquellos vertedores cuya geome¬ 
tría no sigue la Ec. (7.21), bastando para 
ello saber cuál es el exponente de forma j 
a partir de la Ec. (7.26b). 

7.2.9 Vertedores con descarga sumergida 

Cuando es sumergida la descarga de 
los vertedores de pared delgada, de cual¬ 
quiera de las formas hasta ahora discu¬ 
tidas, la ecuación de Villemonte (Ref. 20): 

Q = <?! (1 — s n ) 0 ' 385 (7.33) 


proporciona un método simple para eva¬ 
luar el efecto de sumersión. En dicha 
ecuación, Q es el gasto del vertedor con 
descarga sumergida; Q x el gasto del mis¬ 
mo vertedor con igual carga en el supues¬ 
to de descarga libre, S es la relación de 
sumersión (relación de cargas aguas aba¬ 
jo y arriba sobre la cresta); y n-el expo¬ 
nente de la carga h sobre la cresta en la 
ecuación correspondiente a Q x (3/2 para 
vertedor rectangular, 5/2 para triangular, 
etcétera). La carga de sumersión deberá 
medirse desde la superficie, aguas abajo 
(fuera de la zona de disturbios) hasta la 
cresta. 


7.2.10 Vertedores con cresta oblicua a la 
corriente 

En los casos en los cuales se desea in- 
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crementar la longitud de cresta de un ver¬ 
tedor, para reducir la carga del mismo 
y aumentar su eficiencia, se puede utili¬ 
zar un vertedor oblicuo respecto al eje del 
canal. En la Fig. 7.22 se presenta este tipo 
de vertedor para la forma rectangular con 
un ángulo de inclinación 0 respecto a la 
corriente. Así, la longitud de cresta es: 

' i 

sen 0 


donde a depende del ángulo 0 y de la rela¬ 
ción b/w, como se indica en la tabla 7.8 
(Ref. 7), con la condición de que h/w~ 
^ 0.62. 


TABLA 7.8. Valores del coeficiente a en la 
fórmula de Aichel para vertedores oblicuos. 


e 

15° 

30° 

45° 

60° 

75° 

90° 

b/w = 1 

0.82 

Q.47 

028 

0.13 

0.04 

0 

b/w = 2 

0.69 

036 

020 

0.11 

0.04 

0 



Figura 7.22. Vertedor oblicuo. 


Diferentes autores han experimentado 
con estos vertedores, y han llegado a re¬ 
sultados diferentes. En cualquier caso, 
se ha observado que la aparente ganancia 
en longitud de cresta se ve reducida por 
una disminución en el coeficiente de gas¬ 
to, por efecto de la inclinación con res¬ 
pecto a la cresta del flujo de llegada, de 
tal manera que los resultados obtenidos 
con la ecuación general (7.5) para verte¬ 
dores rectangulares se ve afectada por un 
coeficiente de reducción k < 1 en la 
forma: r 

Q=k%V2g»b 0 hW (7.34) 

En esta ecuación se obtiene p- con una 
ecuación de las indicadas en la tabla 7.1. 
Según Aichel, el coeficiente k vale 

= l-a- ■■ (7.35) 

W ./.i',' 


7.3. Vertedores de pared gruesa 

En forma semejante a los orificios,, si 
la cresta del vertedor no es una arista 
afilada, se presenta entonces el vertedor 
de pared gruesa que puede adquirir va¬ 
rias formas. En las figuras 7.23 se pre¬ 
senta la forma más sencilla, la cual con¬ 
siste en aumentar el espesor de la cresta 
en un vertedor rectangular sin contrac¬ 
ciones laterales. 

Cuando e/h < 0.67, el chorro se separa 
de la cresta y el funcionamiento es idén¬ 
tico al del vertedor He pared delgada 
(Fig. 7.23a). 

Cuando e/h > 0.67 él funcionamiento 
es diferente, pues la lámina vertiente se 
adhiere a la cresta del vertedor (figu¬ 
ra 7.23b). Se presentan también distintos 
funcionamientos, dependiendo de la altu¬ 
ra w de la cresta sobre el fondo del canal. 
Cabe aclarar que los valores del coefi¬ 
ciente de gasto obtenidos por diferentes 
autores difieren entre sí, de ahí que el pro¬ 
cedimiento comúnmente aceptado para 
evaluarlo, en el caso de que e/h> 0.67 y el 
vertedor sea rectangular, es el de Bazin; 
éste consiste en utilizar la ecuación de los 
vertedores rectangulares, (7.6), afectada 
de un coeficiente de reducción s lt a saber: 

Q = e 1 Cbh*'* (7.36) 

donde C es el coeficiente adecuado de un 





Figura 7.23. Vertedor rectangular de pared gruesa. 


vertedor de pared delgada sin contraccio¬ 
nes laterales^ en iguales condiciones de 
descarga libre, que se evalúa con las ecua¬ 
ciones de la tabla 7.1 y que toma en cuen¬ 
ta la altura w de la cresta sobre el fondo 
del canal de acceso. El coeficiente Sj de¬ 
pende de la relación e/h según la ecuación 


h 


0.7 + 


0.185 

e/h 


(7.37) 


válida para relaciones con un valor hasta 
de e/h = 3. 

Sin embargo, existen diferentes formas 
de funcionamiento de acuerdó con las re¬ 
laciones e/h y w/h, las que se resumen 
en la Fig. 7.24 (Ref. 24), preparada con 
los resultados de Bazin; los valores de % 
se obtienen de la misma figura. 

En problemas que se presentan dentro 
de la práctica es frecuente encontrar que 
este tipo de vertedores trabajen ahoga¬ 
dos; es decir casos en que se presenta 
mayor reducción en el coeficiente de gas¬ 
to por la influencia de la carga aguas 
abajo, de tal modo que la Ec. (7.36) se 
ve afectada de un segundo coeficiente s 2 , 
que toma en cuenta dicho efecto. Los va¬ 
lores e 2 se obtienen de la Fig. 7.25 (Ref. 


24) en razón de la relación (h — h’)/h, 
donde h’ es la diferencia entre la cresta 
y la altura de la superficie, aguas abajo, 
del vertedor; h’ es negativo cuando el 
nivel está por debajo de la cresta y posi¬ 
tivo en caso contrario. La figura mencio¬ 
nada se ha elaborado con los resultados 
de Bazin y en ella se manifiesta la poca 
influencia del nivel, aguas abajo, hasta 
valores de h' — 0.5 h. 

Cuando e/h > 3 se establecen, sobre la 
plataforma del vertedor, condiciones de 
flujo con líneas de corriente paralelas a 
ella y de distribución de presiones hidros- 
tática; además, se deja sentir la influen¬ 
cia de las pérdidas de energía por fricción 
y de entrada. En este caso, los resultados 
experimentales concuerdan (Ref. 24) con 
la fórmula de Gibson, para e x : 

! ‘ = °- 75+ -^ 

que es válida hasta valores e/h = 10 y 
para vertedores con descarga libre. 

Hay fórmulas generales que permiten 
tomar en consideración las pérdidas por 
fricción en el caso de que e sea grande, 
así como la posibilidad de redondear el 
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umbral de entrada (Fig. 723b). Conside¬ 
rando válida la Ec. (7.6), el coeficiente C 
es ahora: 

l 1 + 0 - 26 (rn;) , ] v? 

(A + — + o.oo4 8/2 

(7.39) 

en el caso de arista viva y con h — 0, en 
esta misma ecuación, para el caso de en¬ 
trada redondeada. Esto último significa 
que el redondeo del umbral compensa la 
pérdida por fricción. 

En la Ec. (7.39) K es un factor de fricción 
que depende de w/h, según la tabla 7.9. 
n representa la relación: 

n = —-— (7.40) 

donde y a es el llamado tirante crítico, que 


TABLA 7.9. Valores de ?. e en la Ec. (739). 

— 5=3.5 3 2.5 2 13 1 03 025 

y„ _ 

— 5:2.04 1.78 1.48 1.19 0.91 0.67 0314 0.162 

h _ 

X e 033 0328 0315 0.282 0240 0.188 0.110 0.056 

se presenta sobre la cresta y se calcula de 
la ecuación 


_ 3 / Q 2 


(7.41) 


Observe que para calcular y c se requiere 
conocer previamente el gasto vertido y 
ello da lugar a un procedimiento de ite¬ 
ración, el cual se puede simplificar nota¬ 
blemente si se utilizan las siguientes rela¬ 
ciones. Haciendo k = <py c , entonces: 


n = (f h 


(7.42) 





Figura 7.24. Coeficientes ej de la Ec. (7.36) para vertedores de pared gruesa 
con descarga libre, según F. Domínguez (Ref. 24). 
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Los valores aproximados de <p se presentan 
en la tabla 7.10 para entradas de arista 
viva. Si la entrada es redondeada, cp tiene 
el valor aproximado de 1.5. 

TABLA 7.10. Valores de <p aplicables a la 
Ec. (7.42) para entradas de arista viva. 

H 

- 033 0.40 030 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 

h + w 

<p 1.71 138 1.65 1.62 1.60 136 133 132 

Problema 7.7. Un vertedor rectangular 
de pared gruesa cuyo espesor e = 0.45 m 
y longitud b = 2.5 m, trabaja con una car¬ 
ga h = 0.30 m y una profundidad w = 
= 0.60 m. Determinar el gasto vertido. 


w 0.60 ^ 

¥ = 073Ó = 

Por tanto, de la Fig. 7.24, = 0.82 y de 

la ecuación de Rehbock (tabla 7.1), to¬ 
mando en cuenta e lt resulta: 

2/ 0.301 \ 

Q = 0.82 x —1 0.6035 + 0.0813-—— ) 

3 ^ 0.60 / 

/ O fiftl 1 \ ®/ 2 ' 

( 1 + j V2 X 9.8 x 2.5 (OJO) 3 * 
donde 

Q = 0.625 nr/seg 

7.4. Vertedores eon cresta redondeada 


Solución. Las relaciones e/h y w/h valen: 


e _ 0.45 

7T“ólo 


1.5 > 0.67 


Cuando la cresta del vertedor se redon¬ 
dea, el coeficiente de gasto C aumenta 
considerablemente respecto del calculado 
para uno de pared gruesa. Esto.se explica 
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por una baja en la contracción del chorro 
sobre el vertedor, pues actúa sobre las par¬ 
tículas una aceleración centrífuga debido 
a la curvatura de las líneas de corriente. 



Figura 7.26. Vertedor de cresta circular y talud 
inclinado, aguas abajo. 

En el caso del vertedor de la Fig. 7.26 
el coeficiente p, de la Ec. 7.5, según Reh- 
bock (Ref. 30), es: 

p - 0.312 + 0.09 h/w + 

+ V0.30-0.01 (5 -h/rf 

que vale para 


h/w < l,w > r > 0,2 m, 



Figura 7.27. Vertedor de cresta circular y talud 
vertical, aguas abajo. 

En el caso de vertedores como el de la 


Fig. 7.27, Kramer encontró experimental¬ 
mente que: 


1.015 


** - 1 '° 2 h/r + 2.08 + 

+ [0.04 (h/r + 0.19) 2 + 0.02231 r/w 


el cual vale para 


h/r < 4.2 

y 

h/r ^ 0.4 + 0.32 w/r + 0.06 y/t 12.5 

Este tipo de vertedor es importante en el 
caso de compuertas cilindricas con ver¬ 
tido superior. 



Figura 7.28. Vertedor de cresta elíptica y talud 
inclinado, aguas abajo. 


Para vertedores como el de la Fig. 7.28, 
Kramer propone el empleo de la ecuación 
anterior, considerando que el radio r en 
ella se calcule con la expresión: 




4.57.' 


+ 


2 a/b 4* 1 20 b 


3.573) 1 


donde a y b son las longitudes de los 
ejes de la elipse. Esta fórmula ha sido 
verificada para valores de a — b/2, a = b, 
a =■ 2b y a — 6b. 


Otros resultados para vertedores de 
pared gruesa, con trazo trapezoidal y for¬ 
mas especiales, se pueden consultar en 
la Ref. 31. 

Cabe mencionar que el vertedor de pa¬ 
red gruesa más importante es aquél cuyo 
perfil se diseña de modo que coincida 
con la forma de perfil inferior de la 
lámina vertiente, sobre un vertedor de 
pared delgada hipotético. Fue Creager el 
primero que ideó este tipo de vertedores 
a los cuales se Ies ha dado el nombre de 
"cimacios”. Bazin y Scimemi, entre otros, 
han estudiado dicho perfil, pero quizá el 
U. S. Bureau of Reclamation es el que lo. 
ha hecho en forma exhaustiva (Ref. 37). 
En la Fig. 7.29 se presentan sus resultados 
para el caso de un vertedor rectangular 
de pared delgada sin contracciones latera¬ 
les, perfectamente ventilado por debajo 
del chorro. En dicha figura se presentan 
las coordenadas de los perfiles, superior 
e inferior, del chorro que vierte sobre un 
vertedor rectangular (que trabaja con una 


carga h), referidas a la carga h a medida 
hasta el punto más alto del perfil infe¬ 
rior. Esto es: 

h 0 = 0.88889 h 

Si se llena de manipostería la porción 
existente entre el vertedor de pared del¬ 
gada hipotético y el perfil inferior de la 
lámina vertiente, al funcionar el cimacio 
con una carga igual a aquella con la cual 
se diseñó, es de esperarse el mismo coefi¬ 
ciente de gasto que el de pared delgada; 
además, sobre la espalda de este vertedor 
se presentan presiones nulas , cuando la 
carga de vertido coincide con la carga de 
diseño. Por ser el más utilizado en obras 
de excedencias y el que ha tenido más 
evolución, posteriormente se hará una ex¬ 
plicación más detallada del mismo (re¬ 
ferencia 37). 1 ’. • 

Por lo que corresponde a los vertedores 
de cresta redondeada; que trabajan aho¬ 
gados, Keutner realizó experimentos con 


Horizontales. 
x ■ ■ 

K 

Verticales 

Perfil superior . Perfil inferior 
v _ y 

K ' h„ 

— 2:4 . 

0,989. 


—2.0 

0.984 


—1.6 

0.975 


—12 

0.961 


-0.8 

0.938 


- 0.4 

0.898 


—0.2- 

0.870 


0.0 

0.831 

-0.125 

0.05 

0.819 

—0.066 

■ • 0:10" - - 

“ . 0.807 

-0.033 

0.15 

0.793 

-0.014 

0.20 

6.779 

-0.004 

0.30 

• 0.747 

0.000 

0.40 

0.710 

—0.011 

0.50 

0.668 

-0.034 

0.75 

0.539 

—0.129 

1.00 

0.373 

—0.283 

2.00 

- 0.743 

—1.393 

3.00 

—2.653 

-3.303 

4.00 

—5,363 

—6.013 

5.00 

-8.878 

—9.523 



Figura 7.29. -.Coordenadas de los perfiles, superior e inferior, de' la-lámina vertiente sobre un ver¬ 
tedor rectangular de pared delgada, sin contracciones laterales, según U. S. Bureau of Reclamation. 
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Figura 7.30. Descarga ahogada de un vertedor 
de cresta redondeada. 

uno semejante al de la Fig. 7.30, obtenien¬ 
do diferentes formas de funcionamiento 
de acuerdo con la magnitud de la carga, 
aguas arriba h x y la de aguas abajo, h 2 . 
Los resultados para el coeficiente de ver¬ 
tido p de la ecuación: 

Q = | P yflg b h t 3/2 , (7.43) 

se muestran en la Fig. 7.31 en razón de 
la relación hjh,.. Keutner observó que la 
descarga ahogada corresponde a valores 
de hjh<¿ > 1.16 y descargas de forma on¬ 
dulada, como se indica en la misma figura 
para hjh 2 < 1.16 (Ref. 9). 



Figura 7.31. Coeficiente u de la ecuación (7.43), 
paira vertedores de cresta redondeada con 
descarga ahogada, según Keutner (Ref. 9). 


PROBLEMAS 

(j) a) Un vertedor rectangular de pared delga¬ 
da, con contracciones laterales, tiene una 
¡i, longitud de 1 m. ¿A qué altura w se debe 


colocar en un canal, de ancho B = 2 m, para 
conseguir un tirante en el canal de llegada 
h + w = 2m y un gasto Q = 0.25 m 3 /seg? 
b) ¿Cuál seria la carga sobre un vertedor 
triangular 0 = 90* para descargar el mismo 
gasto? 


2. Se han realizado experimentos con un ver¬ 
tedor rectangular de pared delgada, con una 
longitud de cresta de 0.92 m, colocado en 
un canal de 1-22 m de ancho, a una eleva¬ 
ción w = 0.61 m de la cresta al piso del ca¬ 
nal, obteniendo los siguientes resultados: 

Q (en m 3 /seg) 0.286 0.538 0.835 
h (en m) 0.305 0.458 0.61 

Demostrar que estas observaciones son con¬ 
sistentes con la fórmula: Q = CbH ", si 
U = h + V 0 2 /2g, donde V 0 es la velocidad 
de llegada en el canal. Determinar los valo¬ 
res de C y n. 

3. Un canal de sección rectangular, de 18 m 
de ancho, transporta un gasto máximo de 
25m 3 /seg, con un tirante de 1.50 m. Se 
desea colocar un vertedor rectangular de 
pared delgada (lOm de longitud de cresta) 
de modo que el tirante del río, aguas arriba 
del vertedor, aumente —cuando más—- a 
Z25 m. Determinar el nivel necesario de 
la cresta vertedora. 


4. Un canal rectangular de 10 m de ancho 
transporta 30 m 3 /seg. Por medio de una 
pantalla vertical se proporciona, en su par¬ 
te inferior, una abertura de ancho (igual al 
del canal) de 1.50 m de altura. El nivel de 
la superficie libre, aguas abajo, se encuentra 
a 1 m por encima del borde superior del 
orificio. Calcular el tirante del canal, aguas 
arriba de la pantalla. 


5. Se desea un croquis de la instalación de un 
vertedor de pared delgada destinado a afo¬ 
rar un gasto de agua con un máximo de 
70 lt/seg. Este vertedor será instalado den¬ 
tro de una zanja, de 1 m de ancho, para 
. colectar las infiltraciones provenientes de la 


cimentación de una presa de tierra. La ve¬ 
locidad del agua —antes del vertedor— será 
de 0.25 m/seg para el gasto máximo. Se 
demanda situar la escala de limnímetro ne¬ 
cesaria para medir la carga sobre la cresta. 


6. En un canal de 2.50 m de ancho se colocan 


dos vertedores de pared delgada; uno rec¬ 
tangular de 0.80 m de longitud de cresta 
y otro triangular con ángulo en el vértice, 
de 60", practicados sobre la misma placa 
(como se muestra en la figura). Determi¬ 
nar el gasto total vertido con una carga 
común de 035 m, si la altura de la cresta 
al fondo es de 0.70 m. 



7. Para mantener un gasto prácticamente cons¬ 
tante en el orificio de diámetro D = 120 mm 
(mostrado en la figura) durante las varia¬ 
ciones de entrada del agua al tanque, se 
ha proporcionado un vertedor rectangular 
de pared delgada, sin contracciones latera¬ 
les y 0.70 m de longitud de cresta. La cres¬ 
ta del vertedor se encuentra a una altura 


H = 3 m desde el orificio. Determinar: a) 
el gasto Q de admisión al tanque y el del 
orificio, si la carga en el vertedor es . h - 
= 0.10 m, siendo los coeficientes de descarga 
C d = 0.97 en el orificio y (i = 0.645 en el ver¬ 
tedor; b) el gasto Q de admisión al tanque 
con el cual se elimina el escurrimiento a 
través del vertedor. 
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8 . En la compuerta —mostrada en la figura¬ 
se desea descargar un gasto Q = 5 m 3 /seg, 
para un ancho de canal de 4 m y una carga, 
aguas arriba, y ± = 3.5 m. Determinar la 


abertura a necesaria en la compuerta si 
aguas abajo se coloca un vertedor rectan¬ 
gular sin contracciones laterales, a una al¬ 
tura w = 1.00 m. 



Figura del problema 8 . 


/ 9 , El ancho de un vertedor Cippolletti es de 
0.51 m; la carga medida es h = 0.212 m con 
una velocidad de llegada de 1-52 m/seg. 
Calcular el gasto del vertedor. 


10. Un vertedor de pared delgada, de forma 
circular, tiene un radio R = 0.5 m y funcio¬ 
na con una carga h = 0.5 m. Determinar el 
gasto que descarga. 


11. En las pruebas de aforo, efectuadas en un 
pozo, se ha medido una carga máxima h = 
= 0.09 m sobre el brocal del tubo de des¬ 
carga de la bomba, el cual tiene un diáme¬ 
tro D = 0.30 m. Determinar el. gasto máxi¬ 
mo que proporciona el pozo. 


12. Determinar la forma geométrica que debe 
tener un vertedor de pared delgada, para 
que proporcione una ley lineal de gastos, 
de tal manera que con la carga máxima 
h = 0.76 m descargue 500 lt/seg. 


13. Un vertedor de pared gruesa, con el um¬ 
bral a 1.50 m de altura desde el fondo y 
3 m de longitud, tiene el borde, de aguas 


arriba, redondeado. Dicho vertedor se va 
a construir en el tramo recto de un arroyo 
para realizar aforos. Se desea determinar 
la gráfica, que relacione gastos contra car¬ 
gas, para ser proporcionada al aforador que 
efectuará las mediciones. 


14. Una obra de excedencias en una presa con¬ 
siste en un cimacio que trabajará con una 
carga máxima sobre la cresta del mismo 
fig = 1 m, para descargar un gasto máximo 
de 60 m 3 /seg. Determinar la longitud de 
cresta necesaria y el perfil que debe tener 
el mismo, si va a tener una altura máxima 
de 3 m. 


15. Un vertedor de cresta redondeada se va á 
construir sobre el fondo de un canal, como 
se muestra en la figura 7.30. Determinar el 
gasto de vertido si va a funcionar ahogado 
con una carga, aguas arriba, = 0.90 m y 
otra, aguas abajo, = 0.60 m; además, 
tiene una longitud de cresta de 2.50 m. 


16. Con el objeto de elevar el tirante de un río 
se ha construido un muro —como el mos¬ 
trado en la figura— el cual tiene una lon- 
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gitud de 6.5 m que coincide con el ancho para derivar un gasto de 5 m®/seg en con- 

del río. En la proximidad del muro y aguas diciones de descarga libre. Calcular el ti- 

arriba del mismo se piensa construir una rante y t necesario para efectuar esa deriva- 

obra de toma o base de una batería, de 3 ción; el gasto Q v que vierte sobre el muro; 

compuertas cuadradas de 0.65 m de lado, y el gasto total en el río Q t . 



Figura del problema 16. 


17. Determinar la distribución de los gastos en la figura) es de 535 lt/seg y vierte sobre 

(en el problema 7.5) si la abertura inferior el vertedor triangular superior, con ángulo 

de la placa cambia a 0.15 m y el gasto total en el vértice de 60°, y sobre el rectangular 

aumenta a 750 lt/seg. inferior de 1.00 m de longitud de cresta; 

este último sin contracciones laterales. De¬ 
terminar el nivel y del agua en el tanque 

18. El gasto Q que entra al tanque (mostrado y el gasto que descarga cada vertedor. 



Figura del problema 18. 
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19. Dos tanques A y B, de 4 X 5 m de sección 
horizontal, se comunican a través, de un 
orificio circular de 20 cm de diámetro. En 
C se dispone de un vertedor rectangular, 
de pared delgada, de 1 m de longitud de 
cresta. Suponiendo que en ei tiempo cero, 


ios niveles del agua son los indicados en la 
figura, establecer la relación analítica c 
gráfica entre el tiempo y los niveles del 
agua en los dos tanques. (Él Orificio es 
de pared delgada C d = 0.60) 

e 

i 



Figura del problema 19, 


8 

RESISTENCIA Al FLUJO EN CONDUCTOS 
A PRESIÓN 

84 Aspectos generales 

En la aplicación de los métodos de análisis, de los. capítulos 6 y 7, no 
ha sido necesario el cálenlo, de las pérdidas de energía por fricción, de¬ 
bido a que se trata dé problemas locales de flujo donde las pérdidas que 
se han evaluado se deben más bies a efectos de: aceleraciones; súbitas del 
flujo o a separaciones del mismo. Sin embargo, en estructuras largas, la 
pérdida, por fricción es muy importante, por lo que ha sido objeto de in¬ 
vestigaciones; teórieoexperimentales; para llegar a soluciones satisfacto¬ 
rias de fácil aplicación, ,j. 

Para estudiar el problema dé la resistencia al flujo resulta necesario 
volver a la clasificación inicial dé los flujos y considerar las; grandes 
diferencias de su comportamiento entre; íes; flujos laminar y turbulento. 

Osborae Reynolds (1883) en base a sus experimentos fue. el primero 
que propuso el criterio para distinguir ambos tipos de flujo mediante el 
número que lleva su nombre, el. cual permite- evaluar la preponderancia 
de las fuerzas viscosas sobre las: de inercia. 

En el caso de un conducto cilindrico a presión,, el número dé Reynolds 
se define así: 



donde V es la velocidad media,, D el diámetro dél conducto y v la vis¬ 
cosidad cinemática del fluido. 

Reynolds encontró que en un tubo el flujo laminar se vuelve inestable j 
cuando R e ha rebasado un valor critico, para, tornarse después en tur¬ 
bulento. De acuerdo con diferentes investigadores el número crítico de 
Reynolds adquiere valores muy distintos; que; van desde 2060 (determi¬ 
nada por el mismo Reynolds) hasta 40*000 (calculado por Eckman). De 
ello se deduce que dicho valor depende en mucho de los disturbios ini¬ 
ciales y define además; un cierto limite-, abajo del cual éstos; se amorti¬ 
guan, estabilizando al flujo- laminar. 

Es interesante observar que-,, tanto el flujo laminar como el turbar 
lento, resultan propiamente dé la viscosidad del fluido por lo que, en 

27T 
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ausencia de la misma, no habría distin¬ 
ción entre ambos. Es más, aun en flujo 
turbulento el esfuerzo tangencial o de 
fricción, producido por el intercambio en 
la cantidad de movimiento entre partícu¬ 
las que fluctúan lateralmente, en cierto 
modo es resultado de los efectos viscosos. 

En este capítulo se presentan los resul¬ 
tados experimentales más importantes 
para el cálculo de la resistencia al flujo 
de líquidos, en conductos sencillos a pre¬ 
san, para después poder analizar sistemas 
más complejos, v 

Los resultados que aquí se presentan 
son los de mayor interés práctico. Sin 
embargo, si el lector desea un estudio más 
profundo de la teoría de la resistencia al 
flujo, se recomienda la lectura del Apén¬ 
dice B, en el cual se desarrolla la teoría 
semiempírica de Prandt - von Kármán, que 
es clásica de los flujos viscosos. 

Finalmente, conviene presentar aquí al¬ 
gunos ' conceptos importantes que serán 
utilizados posteriormente. 

Cuando la superficie de la pared de un 
conducto se amplifica, observamos que 
está formada por irregularidades o aspe¬ 
rezas de diferentes alturas y con distribu¬ 
ción irregular o aleatoria. Dicha caracte¬ 
rística es difícil de definir científicamente 
pues depende de factores como la altura 
media de las irregularidades de la super¬ 
ficie, la variación de la altura efectiva res¬ 
pecto de la altura media, la forma y dis¬ 
tribución geométrica, la distancia entre 
dos irregularidades vecinas, etcétera. 

Puesto que prácticamente es imposible 
tomar en consideración todos esos facto¬ 
res, se admite que la rugosidad puede 
expresarse por la altura media £ de - las 
asperezas ( rugosidad absoluta), como un 
promedio obtenido del resultado de 
un cálculo con las características del flu¬ 
jo, mas no propiamente por el obtenido 
como la media de las alturas determina¬ 


das físicamente de la pared, en cada con¬ 
ducción. Es más importante la relación 
que la rugosidad absoluta guarda con el 
diámetro del tubo, esto es, la relación e/D, 
que se conoce como rugosidad relativa. 

Existen tubos, como los de asbesto-ce¬ 
mento, cuya rugosidad es de forma ondu¬ 
lada y que se comportan hidráulicamente 
como si fueran tubos lisos (vidrio o plás¬ 
tico). 

Tres conceptos geométricos de la sec¬ 
ción de una conducción hidráulica, muy 
importantes en el cálculo de las pérdidas 
de fricción, son los siguientes. 

Área hidráulica A, es decir, el área de 
la sección transversal ocupada por el lí¬ 
quido dentro del conducto. 

Perímetro mojado P, que es el períme¬ 
tro de la sección transversal del conducto 
en el que hay contacto del líquido con la 
pared (no incluye la superficie libre si 
existe)* 

Radio hidráulico Rh, o sea la relación 
entre el área hidráulica y el perímetro mo¬ 
jado de la sección (Ra = A/P). 

8.2 Fórmula de Darcy-Weisbach 

Para un flujo permanente, en un tubo 
de diámetro constante,, la línea de cargas 
piezométricas es paralela a la línea de 
energía e inclinada en la dirección del mo¬ 
vimiento. En 1850, Darcy, Weisbach y 
otros, dedujeron experimentalmente una 
fórmula para calcular en un tubo la pér¬ 
dida por fricción: 

<-> 

donde 

f factor de fricción, sin dimensio- 
n6s | 

g aceleración de la gravedad, en m/ 
seg®; 
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hi pérdida por fricción, en m; 

D diámetro, en m; 

L longitud del tubo, en m; 

V velocidad media, en m/seg. 

El factor de fricción es función de la ru¬ 
gosidad e y del número de Reynolds R e 
en el tubo, esto es: 

/ = /(«.*.) 

: La fórmula de Darcy-Weísbach, ecua¬ 
ción (8.2a), se puede derivar por medio 
del análisis dimensional (Apéndice A). 

Si Sf representa la relación entre la 
pérdida de energía y la longitud del tubo 
en que. ésta ocurre ( pendiente de fric¬ 
ción), Ia.Ec. (8.2a) también es 



f ÍP_ 
~D ~2Í 


(8.2b) 


8.3 Investigaciones experimentales sobre 
las pérdidas por fricción en tubos 

Poiseuille, en 1846, fue el primero en 
determinar matemáticamente el factor de 
fricción en flujo laminar y obtuvo una 
ecuación para determinar dicho factor, 
que es: ; 




la cual es válida para tubos lisos o rugo¬ 
sos, en los cuales el número de Reynolds 
no rebasa el valor crítico 2 300. 

A partir de los resultados experimenta¬ 
les, acumulados hasta el año de 1913, Bla- 
sius llegó a la importante conclusión de 
que existen dos tipos de fricción para el 
flujo turbulento en tubos. El primero está 
asociado con tubos lisos donde los efec¬ 
tos de viscosidad predominan y el factor 


de fricción depende únicamente del nú¬ 
mero de Reynolds. El segundo tipo se 
refiere a tubos rugosos donde la viscosi¬ 
dad y los efectos de rugosidad influyen 
en el flujo, además de que el factor de 
fricción depende del número de Reynolds 
y de la rugosidad relativa. 

En base a sus propias experiencias y 
con los datos experimentales de Saph 
y Schoder, Blasius formuló la siguiente 
expresión para tubos Usos: 


0.3164 

R e i 


(8.4) 


al substituirla en la ecuación de Darcy- 
Weisbach, resulta que h¡ ~ V 1 -™. 

Años más tarde, Stanton y Pannell, des¬ 
pués de investigar detalladamente el flujo 
del aire y del agua en tubos lisos de latón, 
encontraron que al llevar sus resultados 
sobre una gráfica, de f contra R„ los 
puntos se agrupaban a lo largo de una 
curva que —en la zona turbulenta— con¬ 
cuerda bastante con la fórmula de Blasius 
para R $ > 10®, Sin embargo, atrás de este 
límite existía una gran divergencia indi¬ 
cando que el exponente de V, en la rela¬ 
ción hf contra V, aumentaba con R,; ello 
fue confirmado por otros investigadores. 

Las contribuciones más importantes las 
realizó Nikuradse, en Gotinga, alrededor 
de 1920 (Ref. 38). Este investigador obtu¬ 
vo resultados de f contra Re, en tubos 
lisos, que comprendían hasta valores de 
R« — 3 x lO 8 , obteniendo la siguiente ex¬ 
presión: 


—= 2 log Re V/ - 0.8 (8.5a) 

V/ 

o bien 

— = 2Iog-^L (3.5b) 

:Vf 2,3 
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También efectuó mediciones de la distri¬ 
bución de velocidades, en secciones trans¬ 
versales del tubo, que tuvieron gran valor 
en el desarrollo de la teoría semiempírica 
del flujo turbulento en tubos, especial¬ 
mente los rugosos. 

Nikuradse trabajó con tubos de rugo¬ 
sidad artificial perfectamente verificada 
en el laboratorio, mediante granos uni¬ 
formes de arena adheridos con diferente 
distribución sobre la superficie interna del 
tubo. Una combinación juiciosa desyD 
le permitieron establecer seis valores dis¬ 
tintos de la rugosidad relativa e/D, que 
van de 1/30 hasta 1/1 014. Además, ob¬ 
tuvo la ecuación que lleva su nombre, 
válida para tubos rugosos en la zona tur¬ 
bulenta y que es: 

- —= 2log-^- + 1.74 (8.6a) 

vr 


o bien 


_L = 2log^5- (8.6b) 


Los resultados de los experimentos de 
Nikuradse y la representación gráfica 
de la Ec. (8.3) para comparación, se pre¬ 
sentan en el diagrama de la Fig. 8.1. 

El diagrama de Nikuradse comprueba 
la validez de la ecuación siguiente. 

f = f(R.,e/D ) 

Además, corrobora los siguientes puntos 
importantes. 

a) Dentro del intervalo R, < 2 300 para 
flujo laminar, f depende exclusivamente 
del número de Reynolds y no de la rugo¬ 
sidad del tubo. La recta en tomo dé la 
cual se agrupan los puntos para flujo 
laminar en la Fig. 8.1, corresponde a la 
Ec. (8.3). Substituida esta ecuación en 
la de Darcy- Weisbach, el coeficiente / de¬ 
pende directamente de la velocidad me¬ 
dia en el tubo. 

b) A partir de R e = 2 300 se inicia la 
zona de transición de flujo laminar a 
turbulento, sin poder establecer una ley 
general de variación. Dentro de esta zona, 
f depende, tanto de R e como de e/D. 


lililí 





Número de Reynolds, R,= VDf/y. 

Figura 8.1. Diagrama de Nikuradse para tubos con rugosidad uniforme. 
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c) De acuerdo con el valor de e/D la 
zona turbulenta se inicia con diferentes 
valores de R<¡; es decir, que el número 
de Reynolds, como límite superior para 
la zona de transición, depende de la rugo¬ 
sidad del tubo. 

d) Dentro de la zona turbulenta, esto 
es, para números de Reynolds grandes, 
/ es independiente dé R„ y varía exclusiva¬ 
mente con la rugosidad relativa e/D. De 
acuerdo con la fórmula de Darcy-Weis- 
bach, ello significa que / depende del cua¬ 
drado de la velocidad. 

Como se mostrará posteriormente, la 
evidencia experimental obtenida por Ni¬ 
kuradse proporcionó la información que 
Prandtl y von Kármán necesitaron para 
apoyar y completar las fórmulas teóricas 
que definen el flujo turbulento en tubos 
lisos y rugosos. Sin embargo, el valor 
práctico directo de los resultados de Ni¬ 
kuradse tuyo algunas limitaciones debido 
a que era difícil correlacionar la rugosi¬ 
dad artificial uniforme, con el tipo irre¬ 
gular y ondulado de los tubos comer¬ 
ciales. 


8.4 Resistencia al flujo en tubos comer¬ 
ciales 

La rugosidad de los tubos comerciales 
no es homogénea, razón por la cual es 
difícil de definir científicamente. Sin em¬ 
bargo, se puede caracterizar por un valor 
medio que, desde el punto de vista de pér¬ 
dida, es equivalente a una rugosidad uni¬ 
formemente distribuida. Conviene aclarar 
que en dicho valor intervienen, además, 
otros factores como la frecuencia y ali¬ 
neamiento de las juntas en los conductos 
de concreto y asbesto-cemento, o bien el 
tipo de costura o de remachado en los 
tubos de acero y, finalmente, el efecto de 
incrustaciones y acumulamientos en los 
conductos, principalmente metálicos, por 
la acción corrosiva del agua. 

Con el fin de comprobar los resultados 
en tuberías comerciales, diferentes inves¬ 
tigadores hicieron estudios posteriores a 
los de Nikuradse y aceptaron el concepto 
—de rugosidad media— usado por éste, 
la cual determinaron por un proceso in¬ 
verso. Es decir, una vez que obtuvieron 
experimentalmente la pérdida de fricción 
en una tubería de características hidráu- 



0.1 1 10 100 


Número de Reynolds de rugosidad R, t = f^e/v 

Figura 8.2. Comparación entre las curvas, en la zona de transición, para tubos comerciales y de 

rugosidad uniforme. 
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licas y geométricas conocidas, determi¬ 
naron el coeficiente / de la fórmula de 
Darcy-Weisbach y obtuvieron, a partir 
de la Ec. (8.6), el valor de s con números 
grandes de Reynolds. 

Colebrook y White comprobaron los 
mismos resultados de Nikuradse, para las 
zonas laminar y turbulenta en tubos de 
rugosidad comercial, lo cual permite ex¬ 
tender la validez de las Ecs. (8.3) y (8.6) 
a tubos comerciales. Sin embargo, den¬ 
tro de la zona de transición encontraron 
discrepancias con los resultados en la 
Fig. 8.1, mismos que se muestran, com¬ 
parativamente, en la Fig. 8.21 (Ref 39), 

Colebrook y White presentaron la si¬ 
guiente fórmula empírica para la zona de 
transición de flujo laminar a turbulento 
en tubos comerciales, a saber: ; : ■; 



Con base en estos resultados Moody pre¬ 
paró el diagrama universal,, que lleva su 
nombre, para determinar el coeficiente 
de fricción / en tuberías de rugosidad 
comercial que transportan cualquier lí¬ 
quido (Fig. 8.3). 

En dicho diagrama se comprueban tam¬ 
bién los mismos aspectos para los tubos 
de rugosidad comercial, que con el dia¬ 
grama de Nikuradse de la Fig. 8.1. La cur¬ 
va límite inferior corresponde a los lisos 
y coincide parcialmente con la ecuación 
de Blasius (8.4). . I" 

La precisión en el uso del diagrama : 
universal de Moody depende de la selec¬ 
ción de s, según el material de que está 
construido el tubo. En la tabla 8.1 se pre¬ 
sentan los valores de s para tubos comer¬ 
ciales y, en la Fig. 8.4, los valores de la 
rugosidad relativa z/D para los materia- , 
les más comunes. 

Distintos intentos de evaluar el efecto 


corrosivo del agua en conductos se han 
llevado a cabo, basándose en la reduc¬ 
ción del gasto calculado teóricamente, de 
acuerdo con el PH del agua y el número 
de años de servicio de la tubería (Ref. 40). 
Sin embargo, el criterio que parece más 
efectivo es el de Genijew (Ref. 7) al mo¬ 
dificar la rugosidad absoluta del tubo 
nuevo, de acuerdo con el tipo de agua que 
va a escurrir y el número de años de servi¬ 
cio ; esto es: 

Sí = «o + a t (8.8) 

donde 

So rugosidad del tubo (nuevo), en 
mm; 

a coeficiente que depende del grupo 
en el que se clasifique el agua que 

va á escurrir, según la tabla 8 . 2 ; 
t número de años de servicio de la 
tubería ; ■' 

«i rugosidad del conducto, después 
de t años de servicio, en mm. 

■ “i 

Problema 8.1. Determinar la dirección 
del flujo en el tubo mostrado en la fi¬ 
gura 8.5, así como el gasto que transpor¬ 
ta, donde y=800 kg/m s , p=0.14x 10~ 3 kg 
seg/m 2 . 

Solución. Con el plano horizontal de re¬ 
ferencia al nivel del punto 2, la suma de 
las cargas de posición y de presión, en el 
punto 1, es 


Pi 14 000 

- Zi — ■—-- 

Y 800 


4- 4.6 — 22.10 m 


y la carga de presión, en el 2, la siguiente: 


p 2 _ 21000 

~ ~ 800 


26.25 m > 22.10 m 


luego, el flujo es necesariamente de 2 a 1, 
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TABLA Sil Rugosidad absoluta s en tubos comerciales 

Material e, en mtn 

Tübosí lis os 


De vidrio, cobre, latón, madera (bien cepillada), acero 
nuevo soldado y con una mano interior de pintura; 
tubos de aceró de precisión sin costura, serpentines 


industriales, plástico, hule 

0.0015 


Tubos industriales de latón 

0.025 



Tubos de madera 

0.2 

a 

1 

Hierro forjado 

0.05 



Fierro fundido nuevo 

0.25 



Fierro fundido, con protección interior de asfalto 

0.12 



Fierro fundido oxidado 

1 

a 

1.5 

Fierro fundida, con incrustaciones 

1.5 

a 

3 

Fierro fundido, centrifugado 

Fierro fundido nuevo, con bridas o juntas de macho 

0.05 



y campana 

Fierro fundido usado, con bridas o juntas de macho 

0.15 

a 

0.3 

y Campana 

Fierro fundido para agua potable, con bastantes in- 

2 

a 

3.5 

crustaciones y diámetro de 50 a 125 mm 

1 

a 

4 

Fierro galvanizado 

0.15 



Acero rolado, nuevo 

0.05 



Acero laminado, nuevo 

0.04 

a 

0.1 

Acero laminado con protección interior de asfalto 

0.05 



Tubos de acero soldado de calidad normal 

Nuevo 

0.05 

a 

0.10 

Limpiado después de mucho uso 

0.15 

a 

0.20 

Moderadamente oxidado, con pocas incrustaciones 

0.4 



Con muchas incrustaciones 

3 



COn remaches transversales, en buen estado 

Coii costura longitudinal y una línea transversal de 

0.1 



remaches en cada junta, o bien laqueado interior¬ 
mente 

0.3 

a 

0.4 


Cotí líneas transversales de remaches, sencilla o doble; 

0 tubos remachados con doble hilera longitudinal de 
remaches e hilera transversal sencilla, sin incrusta¬ 
ciones 0.6 a 0.7 

Acero soldado, con una hilera transversal sencilla de 
pernos en cada junta, laqueado interior, sin oxida¬ 
ciones, con circulación de agua turbia 


1 
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TABLA 8.1 ( Continuación ) 

Material e, en mm 

Acero soldado, con doble hilera transversal de per¬ 
nos, agua turbia, tuberías remachadas con doble 
costura longitudinal de remaches y transversal sen¬ 
cilla, interior asfaltado o laqueado 
Acero soldado, con costura doble de remaches trans¬ 
versales, muy oxidado. Acero remachado, de cuatro 
a seis filas longitudinales de remaches, con mucho 
tiempo de servicio 

Tubos remachados, con filas longitudinales 
y transversales 

a) Espesor de lámina < 5 mm 0.65 

b) Espesor de lámina de 5 a 12 mm 1.95 

c) Espesor de lámina > 12 mm, o entre 6 y 12 mm, 

si las hileras de pernos tienen cubrejuntas 3 

d) Espesor de lámina > 12 mm con cubrejuntas 5.5 

Tubos remachados, con cuatro filas transversales y . 

seis longitudinales con cubrejuntas interiores 4 

Asbesto-cemento nuevo 0.025 

Asbesto-cemento, con protección interior de asfalto 0.ÓÓ15 

Concreto centrifugado, nuevo 0.16 

Concreto centrifugado, con protección bituminosa 0.0015 a 0.125 

Concreto en galerías, colado con cimbra normal de 


madera 

1 

a 

2 

Concreto en galerías, colado con cimbra rugosa de 




madera 

10 



Concreto armado en tubos y galerías, con acabado in- 




terior cuidadosamente terminado a mano 

0.01 



Concreto de acabado liso 

0.025 



Conductos de concreto armado, con acabado liso y va- 




ríos años de servicio 

0.2 

a 

0:3 

Concreto alisado interiormente con cemento 

0.25. 



Galerías con acabado interior de cemento 

1.5 

a 

1.6 

Concreto con acabado normal 

1 

a 

3 

Concreto con acabado rugoso 

10 



Cemento liso 

0.3 

a 

0.8 

Cemento no pulido 

1 

a 

2 

Concreto presforzado Freyssinet 

0.04 



Concreto presforzado Bona y Socoman 

0.25 



Manipostería de piedra, bien junteada 

1.2 

a 

2.5 

Manipostería de piedra rugosa, sin juntear 

8 

a 

15 

Manipostería de piedra, mal acabada 

1.5 

a 

3 


1.2 a 1.3 


2 
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TABLA 8.2 Coeficientes a de la fórmula de Genijew 

Grupo I 

Agua con poco contenido mineral que no origina corrosión. Agua con 
un pequeño contenido de materia orgánica y de solución de hierro: 

a varía de 0.005 a/0.055; valor medio, 0.025. 

Grupo II 

Agua con poco contenido mineral que'origina corrosión. Agua que 
contiene menos de 3 mg/lt de materia orgánica y hierro en solución: 

a varía de 0.055 a 0.18; valor medio, 0.07. 

Grupo III 

Agua que oríginá fuerte corrosión y con escaso contenido de cloruros 
y sulfatos (menos de 100 a 150 mg/lt). Agua con un contenido de 
hierro de más de 3 mg/lt : 

a varía de 0.18 a 0.40; valor medio, 0.20. 

Grupo TV 

Agua que origina corrosión, con un gran contenido de sulfatos y cloru 
ros (más de 500 a 700 mg/lt). Agua impura con una gran cantidad de 
materia orgánica: 

a varía de 0.40 a 0.60; valor medio, 0.51. 

Grupo V 

Agua con cantidades : importantes de carbonatas, pero de dureza pe¬ 
queña permanente, con residuo denso de 2000 mg/lt: 

a varía de 0.6 a más que 1. 


dado que la carga de velocidad es la mis¬ 
ma en ambos puntos. 

La pendiente de fricción de 1 a 2 es 
constante y vale: , 



Substituyendo la ecuación (8.3) en la 
Ec. (8.2b) y despejando a V, resulta: 

YS/P 2 
32 p 

800 x 0.451 x(O.0125) 2 n . 

=-— 0.43 m/seg 

32X0.14X10- 2 ' * 


y el gasto será entonces: 
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Q= = 

4 


_ JI (°- 0125 ) 2 X°- 43 _ 0.527X10~ 4 m 3 /seg 


j p, = 1.4 kg/cm* 


-1 

2 - 

p¡ = 2.1 kg/cm* 

Figura 8.5. Ilustración al problema 8.1. 

y el número de Reynolds se determina, 
una vez calculados p y V. así: 

81.63 kg segVm 4 
9.8 

v = . ?' 41xl0 ~ 2 .=0.502 x1o- 4 m 2 /seg 
81.63 

0430x001^ = < 2 300 

0.502 Xl0- 4 

luego entonces el flujo es efectivamente 
laminar. 

De la Ec. (8.3) el factor de fricción 
vale 


/ = —í— = 0.60 

1 107.1 

Problema 8.2. En la Fig. 8.6 se muestra un 
dispositivo utilizado en el laboratorio para 
medir la viscosidad de los líquidos. Con¬ 
siste en un recipiente a superficie libre 
o a presión con descarga al medio am¬ 
biente, mediante un tubo horizontal de 
diámetro pequeño. Dentro del recipiente 
se ha vaciado un líquido cuyo peso espe¬ 
cífico. es 7 = 950 kg/m 3 y alcanza una 
altura h = 0.80 m; hay una presión mano- 
métrica p 0 = 0.1 kg/cm 2 sobre la superfi¬ 
cie libre. El diámetro del tubo es Z>=5 cm 
y su longitud L = 6m; el gasto descar¬ 
gado es de 182kg/min. Determinar la 
viscosidad del líquido. 

Solución. El gasto y la velocidad son los 
siguientes: 


O - . ■ -— = 0.00319 m 3 /seg 
v 950X60 

Q __ 4x0.00319_ _ 162 5 m/seg 
V = ~ ” «X (0.05 ) 2 

Puesto que el tubo descarga al medio 
ambiente, la D érdida por fricción sera: 



Figura 8.6. Ilustración del problema 8.2. 
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h f ~ h + 


AO 0.1 x 10* (1.625)* 

= 0.8 -I-—--= 1.718m 

950 19.6 


y la pendiente de fricción es: 

S, = = 0.2863 

6 


Si suponemos que el flujo es laminar, 
de la ecuación que proporcionó la veloci¬ 
dad en el problema 8.1 la viscosidad di¬ 
námica resulta ser: 

yS,D* 

14 32 V 

950x 0.2863 X (0.05 ) 2 
32x1.625 

= 0.013 kg seg/m 2 

Faltaría verificar si el flujo es efectiva¬ 
mente l aminar . Con p = y/g, el número 
de Reynolds vale: 


1.625 x 0.05 x 950 
0.013x9.8 


= 606 < 2,000 


Calcular también la potencia hidráulica 
que la bomba debe proporcionar al fluido. 

Solución. La pendiente de fricción vale 
= = 0.0446 

De la ecuación de continuidad y de la 
que proporcionó la velocidad media en 
el problema 8.1, resulta: 

„ /128|iQ\i . 


p=( m ' íQ Y = 

\ jcyS/ / 


luego, el flujo es laminar y los resultados 
anteriores son correctos. 


D — 0304 m 

Es necesario verificar que el flujo sea 
efectivamente laminar. La velocidad me¬ 
dia vale 

0.057 x4 ' 

^ = "flx(0.304) B - 03 **- 

con p=y/g, el número de Reynolds será: 

„ 0.786 x 0304x900 

0.14646 x 9.8 _15 ° 

donde, por ser menor de 2 000, es correcto 
haber supuesto que el flujo es laminar. 

La potencia que debe suministrar la 
bomba está dada por 


Problema 83. Determinar el diámetro 
adecuado para una tubería de 305 m de 
longitud que transporta 57 It/seg- de acei¬ 
te, en la cual se debe vencer una carga 
de 13.6 m, debida a las pérdidas por fric¬ 
ción. A la temperatura de trabajo, el peso 
específico del aceite es de 900 kg/m 3 y la 
viscosidad dinámica de 0.14646 kg seg/m 8 . 


P =yQH = 900 X 0.057 X 13.6 
P = 697.68 kg m/seg s,-. 

o bien 



697.68 

75 


9.3 CV 
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Problema 8.4. Calcular la pérdida de ener¬ 
gía por fricción en un tramo de tubo liso 
de 153 m de longitud y 0.10 m de diáme¬ 
tro, donde fluye aceite de peso específico 
y = 930 kg/m®, viscosidad ¡i = 0.00486 kg- 
seg/m 2 , si la velocidad media es: a) V = 
- 0.60m/seg; b) V = 3m/seg. 

Solución a). El número de Reynolds es: 

VDp 0.60 X 0.10 x 930 _ 

R, - 9 g x 0i00 486 

= 1 172 <2000 

luego el flujo es laminar y vale la ecua¬ 
ción (83), a saber: 


= 0.0546 


La pérdida por fricción es 


L V a _ 0.0546 X 153 X 036 _ 
~D2e~ 0.1 X 19.6 




- 1.535 m 

Solución b). Siguiendo un procedimien¬ 
to semejante, tenemos que 


3 x 0.10 X 930 
9.8 X 0.00486 


= 5 858 


Del diagrama de Moody,paraun tubo 
liso f — 0.0356, resulta: 


0.0356 x 153 X 9 
0.1X19.6 


= 25.01 m 


Problema 8.5. Determinar el gasto que 
fluye en un tubo de acero de 030 m de 
diámetro, que conduce agua potable con 
temperatura de 15°C, si se especifica que 
la pérdida de fricción sea de 1.20 m por 
cada 100 m de tubería (e/D = 0.00085). 


Solución: Se supone f — 0.0188 para un 
número de Reynolds grande. De la fórmu¬ 
la de Darcy-Weisbach, tenemos: 

Y1 h ' D _ I' 20 * 0 ' 30 -nioi.m 

2 g fL 0.0188x100 

V = 1.939 m/seg 

Para el agua de 15°C, v = 1.145 X 10- e m 2 / 
seg, el número de Reynolds resulta ser: 

. 1.145 , 

y del diagrama de Moody / = 0.0195, 
luego: 


V a 120 X 030 


= 0.185 m 


2g 0.0195 X 100 

V - 1.905 m/seg 

El nuevo número de Reynolds es í, = 
— 499 130; por lo tanto, / — 0.0195. 

El gasto vale, finalmente: ' 

q = * X ^°:— x 1.905 = 0.135 m«/seg. 

Problema 8.6. Determinar el diámetro 
de un tubo de acero (e = 0.0000458 m), 
necesario para transportar 0.250 m 8 /seg 
de aceite, de viscosidad cinemática v = 
= 0:00001 m 2 /seg, a una distancia de 
3 000 m con una pérdida de fricción de 
23 m. 

Solución. De la fórmula de Darcy-Weis¬ 
bach tenemos: 


h, = / 


D 2gw s D i 


Por lo tanto. 


tubos de sección no circular 


8LQ 2 

gzfh, 



8 X 3 000 X 0.0625 
9.8 X * 2 X 23 


í = 0.674/ 


además: 


R,= 


4QD 

zcvD* 


4 x 0.250 1 31831 

* X 0.00001 ZT D 


Si / = 0.02, entonces 

D = ^0.674 x 0.02 = 0.423 m 
Con el valor aproximado de D, se obtiene: 



31831 

0.423 


75 251 


asimismo: 


s _ 0.0000458 
D ~ 0.423 


= 0.0000108 


Del diagrama de Moody / = 0.0195, el diá¬ 
metro será: 


D = ^0.674 x 0.0195 = 0.42 m 


Es decir, prácticamente el mismo valor 
que en el caso anterior, el cual correspon¬ 
de al diámetro definitivo de la tubería. 


8.5 Tubos de sección no circular 

En el caso de tubos de sección no circu- ; 
lar, con esquinas pronunciadas, el esfuer¬ 
zo cortante en la dirección del flujo es 
menor en las mismas que a lo largo de las 
paredes. Lo anterior provoca la formación 
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de comentes secundarias desde la zona de 
alto cortante hacia el centro del tubo, 
mientras ocurre un flujo de circulación 
hacia las esquinas, con la tendencia a uni¬ 
formar el cortante en la pared. El estu¬ 
dio fue hecho por Schiller y Nikuradse, 
mismos que determinaron la ley de fric¬ 
ción y la distribución de velocidades para 
tubos de sección rectangular, triangular, 
trapezoidal, y circular, esta última con es¬ 
cotadura. Como conclusión a sus estu¬ 
dios encontraron que en estas secciones 
con poca simetría el factor de fricción po¬ 
día calcularse, en las tres distintas zonas 
de éscurrimiento, con las fórmulas obte¬ 
nidas para tubos de sección circular; sólo 
basta cambiar D (diámetro del tubo circu¬ 
lar) por 41?», donde 1?» representa el ra¬ 
dio hidráulico de la sección transversal 
del tubo. 

Sin embargo, en 1963 J. Malaika (Ref. 
41) realizó experimentos en tubos de sec¬ 
ción no circular, con objeto de encontrar 
fórmulas para el factor de fricción /. VLa 
idea se basó en que un mismo valor del 
radio hidráulico puede caracterizar á un 
número ilimitado de geometrías de la sec¬ 
ción, por lo qué deberían intervenir otros 
parámetros (de la sección) capaces de to¬ 
mar en cuenta está contingencia. Malaika 
encontró que los errores causados al des¬ 
preciar los efectos geométricos son, a me¬ 
nudo, más pequeños que los cometidos 
en la apreciación de la rugosidad del con¬ 
ducto ; sin embargo, dichos efectos pue¬ 
den inducir errores en el factor de fric¬ 
ción hasta de 35 %, dependiendo su mag¬ 
nitud del gasto y de las condiciones de 
frontera. 

Las conclusiones de Malaika fueron las 
siguientes. . ‘ »’ \ 

a) Como el diámetro del círculo ins¬ 
crito en una sección cualquiera es una di¬ 
mensión lineal más representativa de la 
sección (para ser usada en los números 
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de Reynolds y en la rugosidad relativa en 
el diagrama universal de Moody). es posi¬ 
ble utilizar las ecuaciones antes obtenidas 
si en lugar del diámetro D se usa el diá¬ 
metro d del círculo inscrito en las seccio¬ 
nes (Fig..8.7). . 

b) La eficacia hidráulica relativa, de una 
variedad de formas de secciones trans¬ 
versales de conductos, puede expresarse 
por la. relación adimensional entre el diá¬ 
metro del círculo inscrito y el radio hi¬ 
dráulico. . 

En la Fig, 8.7 se muestran cuatro for¬ 
mas distintas de la sección transversal de 
conductos, incluyendo el diámetro d del 
círculo inscrito en ellas. 


8.6 Fórmulas empíricas de fricción 

Antes de que se conocieran las fórmulas 
de tipo logarítmico, las únicas disponibles 
para el diseño eran las de tipo exponen¬ 
cial,; puramente empíricas, cuyo solo mé¬ 
rito estriba en su sencillez. Sin embargo, 
fueron y siguen siendo usadas. Para tu¬ 
bos que transportan agua, dichas ecuacio¬ 
nes toman la expresión general: 

V = airSi“ (8.9a) 

o bien, con S/ — hf/L (pendiente de fric¬ 
ción) : 


hf 


( Y \ " r 40 p 

\TdTJ UaZ><* +2 > J 

(8.9b) 


donde el coeficiente a y los exponentes x, 
y son empíricos. La expresión no es adi¬ 
mensional, por lo que se debe tener cui¬ 
dado en la conversión de unidades. 

Es conveniente investigar la relación 
entre el factor de fricción / y los términos 
anteriores. Para ello, si se iguala la ecua¬ 
ción (8.2a) de Darcy-Weisbach con la 
(8.9b) y se despeja a f resulta: 

D(l-í/V) 

f = 2 Z "¿w yo-vw" (8,10) 

Dado que a normalmente varía con la ru¬ 
gosidad y la viscosidad, tiene por ello las 
mismas características que f. 

Cuando las fórmulas exponenciales se 
representan gráficamente en el diagrama 
estándar j — Re, aparecen como líneas rec¬ 
tas con diferentes pendientes. Debido a 
que la verdadera forma de la ecuación 
del factor de fricción es del tipo logarít¬ 
mico, de concavidad hacia arriba (excepto 
en tubos rugosos en la zona turbulenta), 
la fórmula exponencial es aproximada¬ 
mente válida únicamente en un intervalo 
limitado. En sus extremos, la línea recta 
queda debajo de la curva, con la que re¬ 
sulta una subestimación de la pérdida por 
fricción; por lo tanto, es importante tener 
cuidado con el intervalo en el cual se pue¬ 
de aplicar cada fórmula exponencial, dado 
■ que cualquier intento de extrapolación 
puede conducir a serios errores. Normal¬ 
mente, la desviación máxima no excede 
de un 3 %, lo cual está dentro de los 
límites de seguridad en la estimación de 



Figura 8.7. Círculo inscrito en las formas geométricas de secciones en tubos. 









Manning 1 Resulta de la fórmula de Chezy al considerar que C = R¿/ 6 ln. 

(Ref. 42) V — — R* 8/s S^ 1 / 8 Equivale a usar la Ec. (8.9a) con a = 0.397/«, x = 2/3, y - 1/2. 

w n depende del material de que está construido el tubo de 

acuerdo con la tabla 8.4. 
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la rugosidad. En la tabla 8.3 se presenta 
un resumen de las principales fórmulas 
experimentales para el cálculo de la pér¬ 
dida por fricción en tuberías. 

Problema 8.7. Un tubo de acero trans¬ 
porta 0.152 m a /seg de agua. Si S/-0.0025, 
determinar el diámetro del tubo reque 
rido de acuerdo con las fórmulas de: al 
Colebrook-White (e = 0.3 mm ); b) Hazen- 
Williams (Cu - 135); c) Manning (ti - 
= 0.01). Suponer v = 0.0114 cm 2 /seg. 

Solución a). En cualquier caso la velo¬ 
cidad vale: 


4 Q 0.194 
V ~ nD 2 ~ D 2 

Substituyendo en la fórmula de Cole- 
brook-White, resulta: 


v7 


i- = -21og( 


14.75 X 10-« X D 


VF 


80.9 X 10“ 6 


X 10~« \ 

D ) 


(a) 


De la fórmula de Darcy-Weisbach (Ec. 
82 b) se obtiene: 

f í 0.194 V 

00025 = T9¿nr(nH 


de tal manera que: V/ = D 2 ®/0.877, y 
substituida en la Ec. (a) resulta: 


0.877 

£2.5 



12.94 X 10- 6 
D»-« 


+ 


80.9 X 10- 6 \ 
+ p ) 


Por un procedimiento de iteraciones re¬ 
sulta Z> = 0.425 m. 


Solución b). Substituyendo en la fórmu¬ 
la de Hazen-Williams (tabla 8.3), tene¬ 
mos : 

_ ,194 . = 0.355 X 135 (0.0025)° M D 0 63 
D 2 

de la cual, D = 0.420 m. 

Solución c). Substituyendo en la fórmu¬ 
la de Manning (tabla 8.3): 

0.194 0.397 D 2 ^ (0.0025) 1/2 

£2 " ÓM 

de la cual, D = 0.417 m. 

En la práctica, un diámetro comercial 
de 457 mm sería apropiado para todos los 
valores de D que han sido obtenidos. Para 
£ - 0.425 m, V - 1.07 m/seg y R e = 4 x 
X 10®; del ¿agrama universal de Moody: 
f = 0.0182. Esto indica que el tubo opera 
en la zona de transición. 


8.7 Pérdidas locales 
8.7.1 Fórmula general 

Las tuberías de conducción que se uti¬ 
lizan en la práctica están compuestas, ge¬ 
neralmente, por tramos rectos y curvos 
para ajustarse a los accidentes topográ¬ 
ficos del terreno, así como a los cambios 
que se presentan en la geometría de la sec¬ 
ción y de los distintos dispositivos para 
el control de las descargas (válvulas y 
compuertas). Estos cambios originan pér¬ 
didas de energía, distintas a las de fric¬ 
ción, localizadas en el sitio mismo del 
cambio de geometría o de la alteración 
del flujo. Tal tipo de pérdida se conoce 
como pérdida local. Su magnitud se ex¬ 
presa como una fracción de la carga de 
velocidad, inmediatamente aguas abajo 


del sitio donde se produjo la pérdida; la 
fórmula general de pérdida local es: 

V 2 

h = K~~ (8.11) 

2 g 

donde 

h pérdida de energía, en m; 

K coeficiente sin dimensiones que 
depende del tipo de pérdida 
que se trate, del número de Rey¬ 
nolds y de la rugosidad del tubo; 
FV2 g la carga de velocidad, aguas aba¬ 
jo, de la zona de alteración del 
flujo (salvó aclaración en con¬ 
trario) en m. 

En los siguientes incisos se presentan 
los valores del coeficiente K, de acuerdo 
con el tipo de perturbación. 

8.7.2 Pérdida por entrada 

A la entrada de las tuberías se produce 
una pérdida por el efecto de contracción 
que sufre la vena líquida y la formación de 
zonas de separación; el coeficiente K 
depende, principalmente, de la brusquedad 
con que se efectúa la contracción del 
chorro. En la Fig. 8.8 se muestran algunos 
valores tomados de las Reís. 1 y 6. 

La entrada elíptica (Fig. 8.8 h) es la que 
produce el mínimo de pérdidas. Si el tubo 
es de sección circular la ecuación de la 
elipse de entrada es (Ref. 37), (ver tam¬ 
bién subcapítuio 6.10 

x 2 y 2 

(0.5 D) 2 + (0.15 D) 2 = 1 (8 ' 12) 

Si es de sección rectangular la ecuación 
resulta ser: 

x 2 y 2 

~H r + (0.33 H) 2 = 1 (8,13) 


donde H es la dimensión vertical del con¬ 
ducto, para definir la forma del perfil su¬ 
perior e inferior o la dimensión hori¬ 
zontal para la forma de las entradas late¬ 
rales. 

8.7.3 Pérdida por rejilla 

Con objeto de impedir la entrada de 
cuerpos sólidos a las tuberías, suelen uti¬ 
lizarse estructuras de rejillas formadas 
por un sistema de barras o soleras vertica¬ 
les, regularmente espaciadas, que se apo¬ 
yan sobre miembros estructurales; dichas 
rejillas obstaculizan el flujo y producen 
una pérdida de energíá. Cuando están 
parcialmente sumergidas y sobresalen del 
nivel de la superficie del agua, el coefi¬ 
ciente K puede calcularse con la fórmula 
de Kirschmer que está de acuerdo con las 
experiencias de Fellenius y Spanglér, ade¬ 
más de ser válida para el flujo normal al 
plano de rejillas: 

K = C f (s/b) 4/z sen 0 . (8.14) 

donde C¡ es un coeficiente que depende de 
la forma de la reja; V, en la Ec. 8.11, es la 
velocidad V 0 frente a las rejas como si 
éstas no existieran. 

En la Fig. 8.9 se indica el significado de 
cada término. 

Cuando la dirección del flujo no es nor¬ 
mal al plano de rejillas, la* pérdida es ma¬ 
yor y el coeficiente K se calcula con la 
■ fórmula de Mosonyi (Ref. 46), a saber: 

(8.15) 

donde K, es el coeficiente de pérdida para 
flujo normal al plano de. reja y (3 otro coe¬ 
ficiente que depende del cociente s/b y 
del ángulo 8 de inclinación del flujo, cu¬ 
yos valores se presentan en la Fig. 8.10. 
Como se desconoce el grado de aplica- 
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a) K = 0.5 




c) K = 0.15 a 0.25 



Figura 8.8. Coeficientes de pérdida 


—por entrada— para diferentes formas. 
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ción de las fórmulas anteriores a rejillas 
completamente sumergidas, se puede ob¬ 
tener una 1 - aproximación media con la 
fórmula de Creager (Ref. 37), siguiente: 

•* K = 1.45 - 0.45 (An/Ab) —:(An/A t y 
- (8.16) 
dónde: '•. • • v- • 

An área neta de paso entre rejillas; 

A b área bruta de la estructura de re¬ 
jillas. 


Debe aclararse que, al aplicar la Ec. (8.16) 
en la Ec. (8.11), V es la velocidad neta a 
través de las rejillas. i ;• 


8.7.4 Pérdida por ampliación , 

Esta se origina al producirse una am¬ 
pliación de la sección transversal del tubo. 
El coeficiente K depende de la brusque¬ 
dad de la ampliación y para encontrarlo 
se usa la fórmula de Borda-Carnot (Ec. 
4.45b): 

Jiy.-r-i • 


K - ( 8 - 17 > 

donde C« depende del ángulo 0 del difu¬ 
sor, como se muestra en la Fig. 8.Í1, la 
cual incluye los resultados de Gibson. 
Para ampliaciones bruscas se usa la mis¬ 
ma fórmula con C a = 1. 

La pérdida mínima de energía se obtie¬ 
ne para ángulos de difusión 0=8°; para 
9. — 50° una ampliación brusca es tan con¬ 
fiable como la gradual. 

A fin de evitar separaciones y cavitacio¬ 
nes, el ángulo 0 del difusor debe ser 

0 \/g D 

tan T = - Tf para9<20 ° 

donde: 

D = (D y + D 2 )¡2 ; V = ( V x + V 2 )/2. 

Según Hutarew (Ref. 3) el ángulo 0 ópti¬ 
mo depende del número de Reynolds (Fig. 
8.12). Para calcular 0 en transiciones con 
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Figura 8.10. Valores de P para flujo inclinado, según Mosonyi. 


sección distinta de la circular, se usa el 
criterio del cono equivalente, es decir, un 
cono truncado o limitado por áreas circu¬ 
lares, de la misma magnitud que las rea¬ 
les, en los extremos de la transición. 

8.7.5 Pérdida por reducción ¡ 

En este caso se produce un fenómeno 


de contracción semejante al de entrada a 
la tubería, el cual también conviene que 
sea gradual. Si bien en este: caso la pér¬ 
dida es inferior a la de la ampliación, de¬ 
pendiendo de la brusquedad con que se 
efectúa la contracción, el coeficiente de 
pérdida está supeditado al ángulo 0 al 
cual ésta se produzca, de acuerdo con la 
tabla 8.5 de Kisieliev (Ref. 6). 



Figura 8.11. Coeficientes de pérdida para ampliaciones graduales. 



Figura 8,12. Angulo óptimo del difusor, en función del número de Reynolds. 


TABLA 8.5. Coeficiente de pérdida por reducción gradual de ángulo 9, según Kisieliev 


9 

4 a 5° 

7° 

10* 

15° 

20° 

25° 

30° 

35° 

40° 

45° 

60° 

75° 

80° 

K 

0.060 














0.005 

0.16 

0.16 

0.18 

0.20 

0.22 

0.24 

026 

028 

030 

0J2 

0J4 

0J5 



Con objeto de evitar pérdidas grandes, 
el ángulo de reducción no debe exceder 
de un valor especificado (Fig, 8,13). 
Dicho ángulo vale: 

tan 0 

en que 

+ ir.Ü + H ' 

2 > v 2 



Figura 8.13. Reducción gradual. 


y en este caso, K, = 0.1. 


Si la contracción es brusca se usan los 
coeficientes de Weisbach, mostrados en la 
Fig. 8.14, en la que aparece también la cur¬ 
va de Kisieliev (Ref. 6), la cual pretende 
dar los valores medios de todos los auto¬ 
res que han estudiado el problema. En el 
caso de tubos de pequeño diámetro, un 
copie reductor tiene un coeficiente de pér¬ 
dida K que varía de 0.05 a 2; y para un 
copie que una dos tubos del mismo diá¬ 
metro, K varía de 0.35 a 0.9 para diáme¬ 
tros variando de 100 mm a 25 mm, res¬ 
pectivamente. 

Cuando la contracción brusca conten¬ 
ga un diafragma como el que aparece en 
la Fig. 8.15, el coeficiente de pérdida vale 
(Ref. 43): 
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Siendo la pérdida h = K VJ/2 g. 

Si. 7 l 0 < 0,1 Ai y el diafragma tiene can¬ 
tos; afilados, los valores de p y K de la 
. Ec. 8.18; se muestran en la tabla 8.6 
(Ref, 43): ■ ,í . . . 

TABLA 8.6. Coeficientes n y K para el cálculo 
de la pérdida én una contracción brusca con 
p ¡ ; diafragma, para A 0 < 0.1 A, 


A 0 /A 2 •••' l* : 


0.1 0.616 . 231.7 

0.2“ 0.614 " 51 

0.3 0.612 19.78 

0.4 0.610 9.61 

. 0.5 0.607 5.26 

0.6. 0.605 3.08 

0.7 0.603 1.88 

0.8 0.601 1.17 

0.9 0.598 0.73 

1 0.596 0.48 


Si A 0 g: 0.1 A, y el diafragma tiene can¬ 


tos afilados, los valores de p de la Ec. 8.18 
se presentan en la rabia 8,7 (Ref. 43), 

TABLA 8.7. Coeficiente p para éf calculó de la pér¬ 
dida en una contracción brusca con diagrama, pa¬ 
rado V 0.1 A i ■’ 


AJA, 

Mr 

0.1 

0.63 

0.2 

0.64 - 

0.3 

0.65 

0.4 

0.67 

0.5 

0.69 

0.6 

0.72 

0.7 

0.77 

0.8 

0.85 

0.9 

0.92 

1 

1 ■ 


Si A, = A 2 y el diafragma tiene cantos 
afilados {AJA, = A 0 /A 2 ;> 0.1),; los va¬ 
lores de p y K se presentan en la tabla 8.8 
(Ref. 43): 7 ■ ' ' ' ;v ' ; 


TABLA 8.8. Coeficientes de n y K para un 
diafragma en un tubo de diámetro constante 


Aq/Ax 


K 

0.05 


1 070 

0.1 

0.624 

226 

0.2 

0.632 

47.8 

0.3 

0.643 

17.5 

0.4 

0.659 

7.8 

0.5 

0.681 

3.76 

0.6 

0.712 

1.79 

0.7 

0.755 

0.80 

0.8 

0.813 

0.29 

0.9 

0,892 

0.09 

1.0 

1.0 

0 

Si A, es muy grande. 

p ~ 0.60; según 

Weisbach (Ref. 

9) los valores de K se 

presentan en la tabla 

8.9 y siguen la 

ecuación 

,, / 

a 2 

A* 

V — 1 

.11 

K -\ 

Mo 

7 

TABLA 8.9. Coeficiente de pérdida para un 

diafragma a 

la entrada de un tubo 

A^/Aq 


K 

1 


0.44 

1.25 


1.17 

1.5 


-- 2.25 

2 


5.44 

3 : 


lé 

5 


53.7 

10 


.245.5 


8.7.6 Pérdida por cambio de dirección 

Si se visuáliza el flujo en un cambio de 
dirección, se observa que los filetes tien¬ 
den a conservar su movimiento rectilíneo 
en razón de su inercia. Esto modifica la 
distribución de velocidades y produce zo¬ 
nas de separación en el lado, interior y. 
aumentos de presión en el exterior, con 




Vx 




ssas-... 


Az 


Figura 8.15. Reducción con diafragma. 

un movimiento espiral que persiste en una 
distancia de 50 veces el diámetro. Si el 
cambio de dirección es gradual con una 
curva circular de radio medio R y rugosi¬ 
dad absoluta s, para obtener el coeficiente 
de pérdidá K se usa la gráfica de Hoffman 
(Fig. 8.16a) que, además, toma en cuenta 
la fricción en la curva (Ref, 47), donde 


K 



(8.19) 


Si el tubo es liso se usa la gráfica (de la 
Fig. 8.16b) de Wasieliewski (Ref. 47). 

Para curvas en ductos rectangulares, 
se emplea la fórmula , de Abramobich 
(Ref. 6), a saber: 


K — 0.73 C DE (8.20) 


donde C, D y E son coeficientes que se 
obtienen de las Figs. 8.17 

Los coeficientes de las Figs. 8.16 b son vá¬ 
lidos para curvas en tubos de gran diámetro, 
i Si se trata de curvasen tubos de menor diá¬ 
metro, se usan los resultados de la Fig. 8.18 
(Ref. 47) de acuerdo con el diámetro nomi¬ 
nal del tubo. 

Si el cambio de dirección es brusco, el 
coeficiente de pérdida depende del nú¬ 
mero de Reynolds —como se muestra 
en la Fig. 8.19 (Ref. 47)—, de Kirchbach 
y Schubart, para diferentes ángulos. Si el 
cambio de dirección es a base de peque¬ 
ños tramos rectos, los coeficientes de pér¬ 
dida se obtienen de la Fig. 8.20 (Ref. 47) 











pérdidas locales 


305 




Figura 8.17. Coeficientes C, D y E, para el cálculo de la pérdida, en una curva de un tubo de 

sección rectangular. 


que contiene los resultados, de diferentes 
investigadores, para tubos lisos y rugosos. 

8.7.7 Pérdida por válvulas 

Los coeficientes de pérdida por válvu¬ 
las varían de acuerdo con el tipo y, para 


TABLA 8.10. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de compuerta de diámetro D = 50 mm. 


c 

K 

A/Aq . 

1/8 

0.07 

0.949 

2/8 

0.26 

0.856 

3/8 

0.81 

0.74 

4/8 

2.06 

0.609 

5/8 

5.52 

0.466 

6/8 

17 

0.315 

7/8 

97.8 

0.159 

31/32 

159 

— 


distintas posiciones, deben ser proporcio¬ 
nados por los fabricantes. A falta de estos 
datos, se pueden utilizar los valores me¬ 
dios que a continuación se indican. 

TABLA 8.11. Coeficientes de pérdida para vál¬ 
vulas de compuerta. 


D mm 

25 

.100 

150 

300 

900 

Valores de c 0.95 

_i’ 

_ 

850 

680 

_ 

0.9 

— 

— 

215 

165 

— 

0.8 

— 

—- 

47 

35 

28 

0.75 

32 

16 

- ' 

— 

— 

0.7 

— 

— 

16 

12 

9 

0.6 

— 

-- 

7 

5.5 

4 

0.5 

4.1 

2.6 

3.3 

2.7 

1.8 

0.4 

— 

— 

1.7 

1.3 

— 

0.3 

— 

— 

1.05 

0.65 

— 

0.25 

0.23 

0.14 

— 

'- 

— 

0.2 

— ' 

— 

0.68 

0.29 

—* 

0 

0.23 

0.14 

— 

— 

— 
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Valores de 6° 


Figura 8.19. Coeficiente de pérdida por codo, : K.- 


Si la válvula de compuerta es de diá¬ 
metro inferior o mayor de 50 mm, la ta¬ 
bla 8.11 sirve para seleccionar el coefi¬ 
ciente K, de pérdida,, adecuado. 

Los coeficientes de pérdida, para vál¬ 
vulas esféricas (Fig. 8.22), dependen del 
ángulo de abertürá 0, como se indica en 
la tabla 8.12. 

Para válvulas de mariposa o de lenteja 
(Fig. 8.23), K se obtiene de la tabla 8.13. 

Si la válvula de mariposa está coraple- 
tamente abierta, el coeficiente de pérdi¬ 
da se obtiene de la siguiente fórmula 
(Ref. 6): 


K=t/d 


espesor de la hoja 
diámetro 


( 8 . 21 ) 


Cuando se utilice una compuerta ra¬ 
dial (Fig. 8.24) para controlar la descarga 


TABLA 8.14. Coeficientes’ de pérdida para 
compuertas radiales en una tubería 



b/W ! 

K 

0.10 

0.07 

128 

0.2 

0.15 < 

30.2 

0.3 

0.24 : 

12.2 

0.4 

0.34 

6.03 

0.5 

0.43 

3.23 

0.6 

0.54 

1.79 

0.7 

0.65 

0.99 

0.8 

.0.77 

0.56 

0.9 

0.88 

0.36 

0.95 

0.94 

0.31 

1.00 

1.00 

0.30 





















Figura 8 20. Coeficiente de pérdida para curvas compuestas y número de Reynolds de 2.25 x 10 5 . 


perdidas locales 
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Figura 8.21. Válvula 
de compuerta. 


Figura 8.22. Válvula 
esférica. 


Figura 8.23. Válvula 
de lenteja o mariposa 


en una conducción a presión, el coeficien¬ 
te de pérdida, según Abeljew (Ref. 7), de¬ 
pende de o bien de b/w, de acuerdo 
con la tabla 8.14. 


de la relación de abertura bfW, sino tam¬ 
bién de la forma del labio inferior de la 
compuerta (Fig. 8.25b). El coeficiente de 
pérdida se obtiene de la tabla 8.15. 


Figura 8.24. Compuerta radial en una tubería. 

Si se utilizan compuertas deslizantes, 
como la mostrada en la Fig. 8.25a, el 
coeficiente de pérdida depende no sólo 

TABLA 8.15. Coeficientes de pérdida para 
compuertas deslizantes en una tubería. 


b/W 

K canto afilado 

K canto redondo 

~ 1 r - 

0.1 

186.5 

_ 

6/8 

0.2 

44 . 1 ' 

23.2 

Figura 8.25. Compuertas deslizantes 

0.3 

17.8 •' 

, 10.8 

en una tubería. 

0.4 

8.68 . ; 

"" 4.95 


0.5 

0.6 

4.57 " 

: 2.43 

2.7 

1.48 

Para válvulas de pie (Fig. 8.26) con pi- 

0.7 

1.31 

C.96 

chancha, completamente abierta, el coefi¬ 

0.8 

. 0.68 

0.58 

ciente de pérdida depende del diámetro 

0.9 

0.38 

, 0.36 

(referencia 48), como se indica en la ta¬ 

1 

0.3 

0.24 

bla 8.16. 
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►IWíS; 

mm 


Pichancha 


Figura 8.26. Válvula de pie con pichancha 
., . abierta. 


TABLA 8.16. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de pie abierta con pichancha 


T>> 

enm 

K 

.... J>> 

en m 

K 

0.040 

12.9 

020 

5.2 

0.050 

10:0 

025 . 

4.4 

0.065 

8.8 

: 030 

3.7 

0.080 

8.0 

035 

3.4 

v 0.100 

. ,.7:o 

0.40 

3.1 

0.123" 

65 

0.45 

2.8 

0.150 

6.0. 

, 050 ..... 

2.5 


Para calcular la pérdida, exclusivamen¬ 
te, en la pichancha, el coeficiente vale 
(Ref. 21): . ' y .;; ; ' 

K = (0.675 á 1.575)(-^-) (8-22) 


TABLA 8.17. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de retención completamente 
abiertas 


Den m 

K ■::} 

0.05 

18 

0.075 . 

11 

0.10 ■ : : y i - 

8 v- 

0.15 

' 65 

0.2 

55 

0.25 

. 45 ' 

0.3 

35 

035 

3 

0.4 

25 

05 

0.8 


Si la válvula de retención está, parcial¬ 
mente, abierta entonces K es como se in¬ 
dica en la tabla 8.18 (Ref. 30). 

TABLA 8.18. Coeficientes de pérdida para 
válvulas de retención parcialmente 
.abiertas .. *■■■:■, 


A área del tubo; 

Ao área neta (únicamente las perfora¬ 
ciones de la pichancha). 

Para una válvula check o de reten- 
ión (Fig. 8.27), completamente abierta, 
1 coeficiente de pérdida depende del diá- 
letro (Ref. 48) como se indica en la ta¬ 
la 8.17. 



Figura 8.27. Válvula de retención 
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Figura 8.28. Válvula de alivio de forma cónica. 

Para válvulas de alivio (Fig. 828) re¬ 
sulta conveniente emplear la fórmula 
(Ref. 30) siguiente : 

K = 2.6 —0.8— + 0.14 (—) (8.23) 

z \ z / 


Si la válvula es semejante a la de la figu¬ 
ra 8.29 (Ref. 49), entonces tenemos que: 

K = R6 + 0.15(£) 2 . (8.24) 

Para válvulas de pequeño diámetro total¬ 
mente abiertas, se deben usar los coefi¬ 
cientes de pérdida indicados en la figu¬ 
ra 8.30. 



Figura 8.29. Válvula de alivio plana. 

Para el control de gasto, en tuberías de 
gran diámetro se utilizan válvulas de agu¬ 
ja, en puntos intermedios o en el extre¬ 
mo final del conducto. La Fig. 8.31 mues¬ 
tra una válvula -—del primer tipo— para 


la cual, en posición de apertura total, el 
gasto está expresado por la ecuación: 

' Q mSl = Ct—j— V2gff (8.25) 
donde 

Ci = 0.58, coeficiente de gasto; 

D diámetro a la entrada de la válvula, 
en m; 

H energía total antes de la. válvula. 

Cuando el diámetro de la válvula, de aguja 
; (del lado de la descarga) es 0.833 D; en 
la ■&;. (825), Ci = 0.503. 

¡ I*a Fig. 8.32 muestra las dimensiones de 
una; válvula de aguja, del tipo utilizado 
en el extremo final de un conducto para 
controlar las descargas. El coeficiente 
máximo de velocidad para este. tipo de 
válvulas, totalmente abiertas, es C© ss 0.96 
a 0.98. 

Esto es, la velocidad del agua en la sec¬ 
ción contracta del chorro descargado es: 

yí : V, — C v \/2 g H 

o sea, el coeficiente de pérdida de ener¬ 
gía quedaría expresado por la ecuación 
siguiente: 



que afectaría a la carga de velocidad, 
V. 8 /2 g, para obtener la pérdida. 

En el caso de válvulas de chorro, hue¬ 
co, como la de la Fig. 8.33a, usadas en el 
extremo final de un conducto para con¬ 
trolar descargas, según la firma alemana 
Voith, Ci - 0.808 en la Ec. (8.25) para 
válvula totalmente abierta. Para estas 
mismas condiciones (de válvula totalmen¬ 
te abierta), la firma norteamericana U. S. 
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Nota: El diámetro D corresponde al 
nominal y se mide en centímetros; 
r es el intervalo aproximado 
de variación de K. 


Figura 8.30. Coeficientes de pérdida para válvulas completamente abiertas. 

Morgan Smith propone que C d = 0.85 para 
las válvulas que fabrica. 

El U. S. Bureau of Reclamation estudió la 
válvula de chorro hueco mostrada en la fi¬ 
gura 8.33b, para la cual Cd ~ 0.70 en la 
Ec. (8.25); H deberá medirse un diáme¬ 
tro, aguas arriba, de la sección de entrada. 


8.7.8 Pérdida por salida 
Esta pérdida vale: 


Figura 8.31. Válvula interior de aguja 
(U.S.B.R.). 



OMMirn 

u.¿ 

0.4 

U.85 

0.87 

0.5 

0.88 

0.6 

0.90 

0.7 

0.92 

0.8 

0.94 

0.9 

0.965 

1 

1.0 
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a) Separación b ) Unión 

' Figura 8.35. Pérdida por bifurcación. 


• • "• ) j. . ' <V' • : • ' ' ■ • - ' * ' ^ *■/ 2 i' •" T/2 

Si la descarga es al medio ambiente, p — p° ■ , \ K _ 

V i = 0 yh. = V,V 2 gP*™A. = A í . y + 2g + ^‘ J 2g 


8.7.9 Pérdidas por bifurcación 

La pérdida de energía en una bifurca¬ 
ción de conductos depende —además del 
ángulo que forman la tubería secundaria 
con la maestra— de la relación entre los 
diámetros de ambas tuberías y de la di¬ 
rección de la corriente. Dicha pérdida es 
mayor en la unión que en la bifurcación 
(Figs. 8.35 a y b) y se expresa como un 
porcentaje de la carga de velocidad, lo 
que demuestra que el coeficiente K es in¬ 
dependiente del número de Reynolds. 

.Con las designaciones indicadas en la 

Fig. 8.35a para la separación y con las 
secciones próximas al punto en que se rea¬ 
liza la bifurcación, la ecuación de la ener¬ 
gía entre la corriente principal y la sec¬ 
ción C (suponiendo que la pérdida por 
fricción es.pequeña), conduce a: 


En la misma manera, de la ecuación de la 
energía, entre la corriente principal y la 
sección A, tenemos : 



En el caso de la unión, en la Fig. 8.35b, 
las ecuaciones son: 


Ei—L + Zc = (^ + 1 ) 4 - 

y " ¿g 

+ Za = (Ka + 1)~ 


V 0 2 

2g 

Va 2 
2 g 


además, en ambos casos son válidas las si¬ 
guientes ecuaciones: 




4 Qa 

: a n, z 




p» 

Y 




Q — Qa + Qa 

Los coeficientes K a y K¿, antes definidos, 
son dependientes de la relación entre gas- 


o bien: 
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tos Q a /Q y entre los diámetros; del ángu¬ 
lo con que se realiza la bifurcación y del 
grado de redondez de los cantos en los tu¬ 
bos. Para el caso de cantos agudos, como 
los de la Fig. 8.35 y D = D c , los autores 
Vogel, Petermann y Kinne, obtuvieron los 
resultados de la tabla 8.20 (Ref. 1). 


cientes de pérdida K, para bifurcaciones 
de diámetro pequeño: 

En obras hidroeléctricas son de espe¬ 
cial interés las bifurcaciones simétricas 
mostradas en la Fig. 8.37. 

Para la'bifurcación del tipo 1 (Fig. 8.37a) 
(D = constante), con una distribución 


TABLA 8.20. Coeficientes de pérdida para bifurcaciones en tuberías (cantos agudos) 


Separación Unión 



0.0 0.95 0.04 0.90 0.04 —1.20 0.04 —0.92 0.04 

02 0.88 —0.08 0.68 —0.06 —0.40 0.17 —028 0.17 

0.4 0.89 —0.05 020 —0.04 0.08 030 0.00 0.19 

0.6 0.95 0.07 038 0.07 0.47 0.40 0.22 0.09 

0.8 1.10 ; 021 0.35 020 0.72 031 037 —0.17 

1.0 128 ; 0.35 0.48 0.33 0.91 0.60 0.37 —034 


Por otra parte, las' relaciones más ade¬ 
cuadas para una separación en tubos, 
con cantos redondeados (redondeo con 
0.1 D a ), son las indicadas en la tabla 8.21 
(Ref. 43). 


TABLA 8.21. Coeficientes de pérdida para 
bifurcaciones en tuberías (cantos redondeados) 


QJQ 

0 

DJD 

VJv 



90°. 

1 

0.3 

0.76 

0.3 

60° 

0.61 

0.8 

0.59 


45° 

\ 0.58 

0.9 

0.35 


90° 

1 

0.5 

0.74 

0.5 

60° 

0.79 

0.8 

0.54 


45“ 

0.75 

0.9 

0.32 


90° 

1 

0.7 

0.88 

0.7 

60° : 

1 

0.7 

0.52 


45° 

1 

0.7 

0.30 


En la Fig. 8.36 se presentan los coefi- 


simétrica del gasto (Qa/Q = 0.5), los 
coeficientes de pérdida definidos en dual- 
quiera de las dos siguientes expresiones: 



h = K/ 



se obtienen de la tabla 8.22, en la cual se 
incluyen también los correspondientes al 
tipo 2, para diferentes valores de 0 (re¬ 
ferencia 1). 


TABLA 8.22. Coeficientes de pérdida para las 
bifurcaciones tipos 1 y 2 (Fig. 837) 



Tipol 

/ 


Tipo 2 


RJD 

Ka 

Ka 

0 

K a 

K¿ 

0.50 

1.10 

4.4 

10’ 

0.1 

0.4 

0.75 

0.60 

2.4- 

30’ 

0.3 

1.2 

1.00 

0.40 

1.6 

45° 

0.7 

2.8 

1.5 

0.25 

1.0 

60° 

1.0 

4.0 

2.0 

0.20 

0.8 

90° 

1.4 

5.6 
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Nota : El diámetro corresponde al nominal y se mide en centímetros; r es el intervalo aproxima¬ 
do de variación para K. 

Figura 8.36. Coeficientes de pérdida en bifurcaciones de diámetro pequeño. 



o) Tipo 1 b) Tipo 2 



Figura 8.37. Bifurcaciones simétricas. 
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Por otra parte, para las bifurcaciones de 
los tipos 3 y 4, los correspondientes coefi¬ 
cientes de pérdida se presentan en la ta¬ 
bla 8.23. 


TABLA 8.23 Coeficientes de pérdida para las 
bifurcaciones tipos 3 y 4 (Fig. 8.37) 



QJQt 




0.5 

1.0 


... X 

0.40 

, 0.30 

r-í 


1.60 

0.30 

<*> - 
§ 

K a 

K’ 

0.40 

0.40 

0.85 

0.21 

O 





K a 

0.55 

0.50 



2.20 

0.50 

*5 

K a 

0.75 

1.35 

O 


0.75 

0.34 


Gráficas de valores, más amplias, para 
estos, coeficientes se pueden consultar en 
la Ref. 50. 


PROBLEMAS 

1. Si la velocidad crítica del agua, en un tubo 
de 5 cm de diámetro, es de 0.0488 m/seg, 
determinar la velocidad crítica del aire en 
un tubo de 15 cín de diámetro, ambos a 
15°C de temperatura. 

2. Calcular la potencia —en CV— requerida 

' ' para bombear 50 tons dé aceite por hora, a 

lo largo de una tubería de 0.10 m de diá¬ 
metro y 1609 m de longitud, si el aceite 
pesa 916 kg/m 3 y tiene una viscosidad cine¬ 
mática v = 0.00186 m 2 /seg. ' : ' 

3. Agua a 10°C es forzada a fluir en un tubo 
capilar D - 0.8 mm y 70 m de longitud. La 
diferencia de presiones entre los extremos 
del tubo es de 0.02 kg/cm®. Determinar la 
velocidad media, el gasto y el número de 
Reynolds para v = 0.0133 cm®/$eg. 

4. Comparar las pérdidas de fricción, en 100 m 
de longitud, en un tubo de 2.5 cm dé diá¬ 


metro donde fluye agua con una viscosidad 
0.013 poises con gastos dé: a) 0.159 m 3 /h; 
b) 0. 682 m 3 /h. Calcular el factor dé fric¬ 
ción adecuado con la fórmula de Poiseuille, 
si el flujo es laminar; y, la de Blasius, si 
es turbulento. 


5. Un enfriador de aceite consiste de tubos 
de 125 cm de diámetro interior y 3.65 m de 
longitud. El aceite,' con un peso específico 
de 900 kg/m 3 , es forzado a una velocidad de 
1.83 m/seg. El coeficiente de viscosidad a 
la entrada es 028 poises y, a la salida, de 
1 poise; puede considerarse que dicho coefi¬ 
ciente varía como una función lineal de la 
longitud. Determinar la potencia requerida 
para forzar_eI aceite a través de un grupo 
de 200 tubos semejantes en paralelo 

6. Agua a 5°C es bombeada a un tubo de co¬ 

bre, liso, a una velocidad de 1.53 m/seg. Si 
el tubo tiene 2.5 cm de diámetro y 46 m 
de longitud, calcular la diferencia de pre¬ 
siones requerida entre los. extremos del 
tubo; use la fórmula de Nikuradse, para tu¬ 
bos lisos. i 

7. Los siguientes datos fueron obtenidos de 
una prueba en un tubo liso de 3.05 m de lon¬ 
gitud y un cm de diámetro, usando agua 
cuya viscosidad fue 0.013 poises; la veloci¬ 
dad fue gradualmente incrementada, como 
sigue: 



Velocidad (m/seg) 

0.183 0214 0244 0.274 0.305 0.335 


Pérdida (m) 

0.0226 0.0265 0.0305 0.0342 0.0376 0.0506 



Velocidad (m/seg) 

0.381 0.458 0.610 0.915 1.525 3.05 


Pérdida (m) 

0.084 0.149 0.300 0.61 1.49 5.03 

Dibujando la curva adecuada, estimar el 
valor del número de Reynolds R t , para 
el cual probablemente ocurra la velocidad 
crítica y, también, mostrar que el factor 
de fricción f para R e > 5 000, está dado 
aproximadamente por f = 0.4 4/R*/*. 

8. Un aceite, de peso específico de 801 kg/m 3 , 
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es bombeado a un tubo de 0.305 m de diá¬ 
metro y 6 000 m, de longitud. El coeficien¬ 
te de viscosidad del aceite es de 0.01865 
poises. La rugosidad del tubo es tal que 
g = 0.075 cm. El, gasto en el tubo es de 
221 lt/seg. Usando las curvas de rugosidad 
adecuadas, calcular la pérdida de fricción 
y la potencia que requiere la bomba, si su 
eficiencia es de 75 por ciento. 

9. Aceite, con peso específico de 800 kg/m 8 
,y con una viscosidad cinemática de 
0.1858 cm?/seg, se bombea a un tubo 
de ,0.15 m de diámetro y 3 050 m de longitud. 

a) Encontrar la potencia requerida para 
bombear 127 m 3 /h. b) Si el aceite se calien¬ 
ta hasta que su viscosidad cinemática sea 
de 0.01858 cm 2 /seg, determinar la potencia 
—ahora requerida— para bombear la mis¬ 
ma cantidad de aceite que antes. 

10 . Determinar el número de Reynolds en 
un tubo de 2 mm.de diámetro, cuando 
en él fluye agua a 25“C a una velocidad de 

, 30 cm/seg. ., 

11. Determinar el diámetro de la tubería verti¬ 
cal necesaria para que fluya un líquido, de 
viscosidad cinemática v=1.5x 10 —e cm 2 /seg, 
con número de Reynolds de 1800. 

12. a) Calcular el gasto que fluye en.el sistema 

indicado en la figura, despreciando to¬ 
das ías pérdidas excepto las de fricción. 

b) ¿Cuál sería el gasto en el mismo siste¬ 
ma, si en la línea se instala una válvula 
esférica abierta? Suponer una tubería 
lisa y una entrada redonda. 



Figura del problema 12. 


13. Cuando el gasto de agua en un tubo liso 
dado, es de 114 lt/seg, el factor de fricción 


esf = 0.06. ¿Qué factor de fricción se espera¬ 
ría si el gasto aumenta a 684 lt/seg? 

14. Agua sale de un tubo horizontal nuevo 
(fierro fundido) de 0305 m de diámetro. 
Para determinar la magnitud de una fuga 
en la tubería, dos manómetros separados 
610 m, aguas arriba de la fuga, indican una 
diferencia de presión de 0.141 kg/cm 2 . Esti¬ 
mar el gasto de la fuga. 

15. Agua fluye en un tubo, de 152 mm de diá¬ 
metro, con un gasto de 89 lt/seg. La pérdi¬ 
da de energía entre dos secciones, separadas 
30 m, es de 3.80 m. a) Determinar el factor 
de fricción: b) Determinar la rugosidad 
relativa del tubo, c) Identificar el material 
del tubo. 

16. El flujo turbulento plenamente desarrollado 
en un tubo liso es con una velocidad media 
de 0.61 m/seg. Determinar la velocidad má¬ 
xima al centro del tubo cuando: 

a) R t = 1000; 

b) R, = 10*. ... • ¿rí) 

17 . En una prueba realizada con una tubería 
de 15 cm de diámetro se ha medido uña 
diferencia manométrica de 350 mm, en un 
manómetro de agua-mercurio conectado a 
dos anillos piezométricos, separados 50- m. 
El gasto era de 3000 lt/min. ¿Cuál es el 

.. i ..factor de fricción /? . q. ^ ■■■: 

18. Determinar. la pérdida, de energía que se 
produce en un tramo de 1 000 m, al mante¬ 
ner una velocidad de 5 m/seg en una tube¬ 
ría de 12 mm de diámetro, v=4xlÓ"m 2 /seg. 

19. ¿Qué diámetro de tubería de fierro galva¬ 
nizado se necesita para que sea "hidráulica¬ 
mente lisa”, para R e = 3.5x105? 

20. Determinar el número de Reynolds arriba 
del cual el flujo en una tubería de 3 m de 
acero remachado, e = 0.300 mm, es indepen¬ 
diente de la viscosidad del fluido. 

21. Determinar la rugosidad absoluta de una 
tubería de 1 m de diámetro, que tiene un 
factor de fricción f = 0.04 para R e = 10«. 

22. ¿Cuál será el diámetro de una tubería nue¬ 
va de fierro galvanizado, para que tenga el 
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mismo factor de fricción para R e = 10 5 , 
que una tubería de fierro fundido de 30 cm 
de diámetro? 

23. Calcular el factor de fricción para el aire, 
a presión atmosférica y 15°C, que fluye por 
una tubería galvanizada de 1.2 m de diáme¬ 
tro, a velocidad de 25 m/seg. 

24. A lo largo de una tubería de fierro fun¬ 
dido, de 30 cm de diámetro, se bombean 
60 lt/seg de un aceite; g = 0.16 poises y 
y = 870 kg/m 3 , Si cada una de las bombas 
empleadas produce 5 kg/cm 2 de ascenso en 
la presión; determinar a qué distancia deben 
colocarse las bombas. 

25. Calcular el diámetro de una tubería nueva, 
de fierro fundido, necesaria para transpor¬ 
tar 300 lt/seg de agua a 25’C, a un km de'- 
longitud y con una pérdida de energía 
de 1.20 m. 

26. Agua a 25”C fluye en un tubo liso, de 5 cm 
,de diámetro, a una velocidad, media de 
3 m/seg. Determinar: ,. 

a) el número de'Reynolds del flujo; 

;< b) el factor de-fricción /; 

c) el gradiente de fricción. 

27. Aceite, con una viscosidad cinemática v = 

= 0372 cm 2 /seg, fluye en un tubo inclinado 
de 25 mm de diámetro, - coñ ' una veloci¬ 
dad de 1.22 m/seg. Determinar qué inclina- 

; ción debe tener el tubo para qúe la presión 
en su interior permanezca constante a lo 
largo del mismo/ 

28. Aceite; de densidad p = 92 kg seg 2 /m 4 y vis¬ 
cosidad cinemática v = 2.79 cm 2 /seg, fluye 
en uri ducto cuadrado de 5 x 5 cm con 
velocidad media de 3.66 m/seg. a) Determi¬ 
nar la caída de presión por cada 100 m de 
longitud del ducto. b) Determinar la caída 
de presión por cada 100 m de longitud, 
si las dimensiones del,.ducto cambian a 
2.5 x 10 cm. c) Determinar la misma caída 
de presión, si el ducto tiene una sección 
triangular equilátera de 2.5 cm de lado. 

29. Utilizando el diagrama universal de Moody 
dar respuesta a las siguientes preguntas: 
a) ¿Para qué tipo de flujo la pérdida de fric¬ 
ción varía con el cuadrado de la veloci¬ 


dad? fe), ¿Cuál es el factor de fricción para 
i? o =10 5 —en un tubo liso— para s/D=0.0001 
y para e/D=0.001? c) ¿Para qué rango del 
número de Reynolds, es constante el fac¬ 
tor de fricción, en un tubo de fierro fundido 
y 152 mm de diámetro? d) Suponiendo que 
la rugosidad absoluta de un tubo dado se 
incrementara en un periodo de 3 años, a 
tres veces su valor inicial, ¿tendría ello 
mayor efecto en la pérdida en flujo turbu¬ 
lento, para números de Reynolds altos o ba¬ 
jos? e) ¿Para qué tipo de flujo / depende úni¬ 
camente de R e ? f) ¿Para qué tipo de flujo 
/ depende únicamente de R e y e/D? g) Si el 
factor de fricción es 0.06, para un tubo liso, 
¿cuál sería el factor de fricción para un 
tubo de rugosidad relativa e/D = 0.001, con 
el mismo número de Reynolds? h) Lo mis¬ 
mo para f = 0.015. 

30. Aire a 15°C fluye en un ducto rectangu¬ 
lar de 61 cm x 122 cm, fabricado con 
Unía lámina de aluminio liso a un gasto de 
274 m 3 /min. a) Determinar la caída de pre¬ 
sión, en 50 m de longitud; fe) Determinar 
el. diámetro necesario de un ducto cilíndri- 
co del mismo material, para transportar 
este gasto con el mismo gradiente de pre- 

. siones. 

. .. . ^ ■ ;-y 

31. Agua fluye , con un gasto de 17.1 lt/seg en 

un tubo horizontal de 150 mm, el cual se 
ensancha hasta un diámetro de 300 mm. 
a) Estimar la pérdida de energía entre los 
dos tubos en.el caso de ampliación brusca, 
fe) Determinar la. longitud que debe te¬ 
ner el tubo de 152 mm para que la pérdida 
por ampliación fuese equivalente a la de 
fricción. . ’ .; : 

32. Una tubería horizontal, de fierro fundido con 
D - 500 mm, L = 1 000 m, debe transpor¬ 
tar agua a 10'C con velocidad v = 1.5 m/seg. 
Determinar una curva que relacione la 
pérdida por fricción en la tubería con 
Ja rugosidad absoluta del tubo, al cambiar 
su rugosidad absoluta de e = 0.2 mm a 
e = 4 mm, durante los años de servicio 
de la tubería. 

33. El cambio de dirección —mostrado en la 
figura— es tridimensional, siendo el diá¬ 
metro del tubo D = 400 mm. La velocidad 
del agua en la tubería es V = 3 m/seg. La 
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presión p 1 = 2 kg/cm 3 . El factor de fricción 
f = 0.02 y el de pérdida local por los codos 
es K c m 1.3. Calcular la fuerza dinámica 


total F, del conjunto y los momentos M m , 
M„, Ai. de la misma. 



Figura del problema 33. 


34. Dentro de una tubería de diámetro D = 
= 600 mm se encuentra una válvula de 
mariposa con inclinación O = 60°, siendo 
su coeficiente de pérdida K v = 118. El gasto 
que escurre en la tubería vale Q=140 lt/seg. 
Calcular la fuerza F n normal a la válvula, 
producida por el cambio de presión y la 
fuerza en la dirección del eje del tubo. 



Figura del problema 34. 


35. Calcular la pérdida de energía (en C V) 
para un flujo de 3 m s /min a través de una 
contracción brusca, en una tubería que cam¬ 
bia de 150 a 100 mm de diámetro. 


36. a) Determinar H, en el sistema mostrado 
en la figura, para un flujo de aceite de 
750 It/min, p = 6.1 póises, y = 960 kg/m 3 , 
para la válvula de ángulo, totalmente abier¬ 
ta. b) Calcular el valor de K, requerido en 
la válvula de ángulo, si el gasto és de 
300 It/min ,y la misma carga H. c) ¿Cuál 
sería el gasto que pasa por el mismo siste¬ 
ma para agua a 25°C cuando H = 6 m? 



Figura del problema 36. 
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37. a) Utilizando la fórmula de Colebrook-White 
(Ec. 8.7) comprobar la situación de la línea 
e /D = 0.006 en el diagrama de Moody. b) En 
esta misma fórmula, demostrar que cuando 
e = 0 se reduce a la fórmula de Nikuradse 
para tubos lisos (Ec. 8.5); y que cuando R, 
es muy grande, se reduce a la fórmula de 
Nikuradse para tubos rugosos (Ec. 8.6). 

38. Elegir la respuesta correcta. El número de 
Reynolds superior crítico es: 

a) el número para el cual el flujo cambia 
de turbulento a laminar; 

b) aproximadamente 2,000; 

c) no mayor de 2,000; 


d) no es de importancia práctica-eti los pro¬ 
blemas de tuberías; 

e) importante desde el punto de vista del 
diseño de una tubería. 


39. Elegir la respuesta correcta. El factor de 
fricción en flujo turbulento, en tuberías li¬ 
sas, depende de las siguientes magnitudes: 

a) V, D, p, L, p; 

b) Q, L, p, e; 

c) V, D, o, p, p; 

d) V, D, p, o; 

e) p, L, D, Q, V. 
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ANALISIS DE SISTEMAS DE TUBOS 


9.1 Introducción . 

En este capítulo se hace una presentación detallada de los métodos 
de aforo y de análisis de sistemas de conductos a presión, que van desde 
el tubo único hasta el de redes de agua potable. El análisis se realiza uti¬ 
lizando las ecuaciones de continuidad y de energía, tomando en consi¬ 
deración las pérdidas por fricción y locales, cuya forma de cúanti- 
ficacióh ha sido presentada en el capítulo 8. Dicho análisis se refiere 
únicamente al caso de flujo permanente. ‘ : i 


9.2 Dispositivos de aforo en tuberías 

El'gasto en la sección de una tubería se puede medir indirectamente 
con dispositivos de aforo¡ en el sitio en el que se desea conocer. Los’más 
comunes son los venturímetros, toberas y diafragmas, que se adaptan 
generalmente a tuberías de medianas y grandes dimensiones, donde es 
■ necesario llevar un control de los gastos, como en el caso de redes de 
abastecimiento de agua. 

i ■ --- , .■ ■ 

9.2.1 Venturímetros 

La función básica de los venturímetros consiste en producir un estran- 
gulámiento J en la sección transversal de la tubería, el cual modifica las 
presiones. Con la medición de ese cambio es posible conocer el gasto que 
circula por la sección; el estrangulamiento de ésta'es muy brusco, pero 
la ampliación hasta la sección original es, por el contrario, gradual. 

En la Fig 9.1 se presenta el corte longitudinal de un venturímetro para 
una tubería, con algunos detalles sobre su geometría. En la deducción 
de la fórmula se supone despreciable la pérdida de energía, además de 
que los coeficientes a de corrección son iguales a 1. 
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Figura 9.1. Venturímetro en una tubería. 


Con Zi y z 2 como cargas de posición de 
las secciones 1 y 2, respecto de un plano 
de referencia cualquiera, la ecuación de 
Bemoulii resulta ser : 


*+7 + íH + 7 + -ír ÍM) 


Por, otra parte, de la ecuación de continui¬ 
dad, tenemos que 


X^2 g A/z^-^-1^ 


Para corregir los errores cometidos, en 
la no inclusión de la pérdida de carga y 
que cij = «2 = 1, la ecuación anterior se 
afecta de un coeficiente C„. Además, con: 


C 4 =- . . 

Con h =(z x + £i^-(z 2 + y) jsubsti- ( ) 


2 -m* 


tuyendo la Ec. (9.2) en la Ec. (9.1), se 
obtiene: 


/ 2gt 

v i-í-4 


m 


y en términos de la deflexión en el ma¬ 
nómetro de mercurio, el gasto es 


v-(*y 


V2 g h = 


donde m = -p- es el grado de estrangu- 
; . Ay 

lamiento, se obtiene finalmente: 

Q = l) (9.4) 

Por un análisis dimensional (ver apén¬ 
dice A), se demuestra que el coeficien¬ 
te Ct depende del grado de estrangu- 
Iamiento m, de los efectos viscosos y 
rugosidad del tubo, contenidos en los 
términos de pérdida de energía y, además, 
del tipo de venturímetro. Valores típicos 
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medios fueron determinados experimen¬ 
talmente y se presentan en la Fig. 9.2a 
(Ref. 30), la cual muestra que C<¡ depende 
de m y de R e hasta el límite fijado por la 
línea LL', a la derecha de la cual, C<¡ es 
independiente de R„ y dependiente sólo 
de m, como se presenta en la Fig. 9.2b. 
En estas figuras el número de Reynolds es 



v 


donde Z> 2 es el diámetro de la sección 
estrangulada, V 2 la velocidad media en 
la misma, y v la viscosidad cinemática del 
líquido. 

Problema 9.1. Un venturímetro tiene un 
diámetro a la entrada D 1 = 0.15 m y 
un diámetro en el estrangulamiento D 2 — 
= 0.075 m. La deflexión en el manóme¬ 
tro de mercurio es de 0.15 m. Calcular 


el gasto para una temperatura del agua 
de 1Q°C, "*• •, 

Solución. El peso específico del mercu¬ 
rio es y m — 13 5,95 kg/m 3 y la viscosidad 
cinemática del agua a 10°C es v ,= 
= 0.013 cm 2 /seg. 

El área de las secciones transversales 
vale: 

Ay = */4 X (0.15 ) 2 = 0.01767 m 2 
A¡¡ = n/4 X (0.075 ) 2 = 0.00442 m 2 

El grado de estrangulamiento es igual a 



Considerando inicialmente que Ct es 
independiente de R e , de la Fig. 9.2b se ob¬ 
tiene que Ct — 1.009. De la Ec. (9.4) re¬ 
sulta entonces: 
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Q = 1.009 X 0.00442 yi9.6xO.15 j 


pi ^ p2 , n 

Y 2g Y 2g 


0=0.0271 m 3 /seg 

Para este gasto,, la velocidad en la sec¬ 
ción 2 sería así: . 


V 2 


Q 0.0271 
17 “ 0.00442 


6.13 m/seg 


y el número de Reynolds: 



613 X 7.5 
0.013 


= 3.54 X 10 5 


Con este valor de R? y con tn = 0.25, se 
obtiene el mismo valor C<¡ = 1.009 de la 
Fig. 9.2a, lo cual comprueba el resultado 
obtenido para Q = 0.0271 m s /seg. En caso 
de que se hubiera obtenido, un valor dis¬ 
tinto de Ci, en la Fig. 9.2a, con este nuevo 
coeficiente se corregiría el gasto y se ob¬ 
tendría otro R, hasta ajustar todos los 
valores. 



Figura 9.3. Diafragma en una tubería. 

Con substituciones análogas a las del 
venturímetro, el gasto teórico es: 



9.2.2 Diafragmas 

En tuberías donde se permita una gran 
pérdida de energía para efectuar el aforo, 
sé puede utilizar un diafragma para es¬ 
trangular la sección (Fig. 9.3). Éste con¬ 
siste en una placa, donde se practica un 
orificio de área A 0 , la cual se inserta 
dentro de la tubería en la sección desea¬ 
da. La modificación en las velocidades 
ocasiona un cambió de presiones, antes y 
después del diafragma, cuyo valor deter¬ 
mina el gasto. 

Las ecuaciones de continuidad y de Ber- 
noulli para las secciones 1 y 2 de la 
Fig. 9.3 son 



Con los coeficientes, de contracción 
C c = AJA a y de. abertura C A = Ai/A lt dé 
la : ecuación anterior se obtiene: - t 




AI incluir el coeficiente de gasto Ct y 
medir la diferencia de presiones, en tér¬ 
minos de la deflexión Ah, en un manóme¬ 
tro de mercurio, el gasto real es final¬ 
mente: 


Q - Ci Ao^2 g — l) . (9.5) 

El coeficiente C d depende no sólo de la 
geometría del diafragma y de la rugosidad 
de las paredes, sino también del núme¬ 



ro de Reynolds que incluye él efecto de 
viscosidad del flujo. De Iá figura 9.4 se 
pueden obtener los valores de Ci para el 
diafragma estándar tipo VDI (Verein 
Deutscher Ingenieure). Para este tipo de 
diafragma, las tomas piezométricas deben 
quedar localizadas 2.5 cm, antes y después 
de la placa. Se observa que para Re - 10 5 , 
Cd es prácticamente independiente de Re. 

9.2.3 Toberas 

En el caso de tuberías con diámetros 
mayores de 30 cm, se emplean toberas en 
lugar de diafragmas. Dos formas común¬ 
mente usadas se muestran en las Figs. 9.5a 
y 9.6. La primera ha sido estudiada y sus 
dimensiones especificadas por la Verein 
Deutscher Ingenieure; su forma elimina 
el coeficiente de contracción haciéndolo 
igual a uno. Esto es, las dimensiones del 
orificio coinciden con las del área con¬ 
traída de la Fig. 9.3 y vale la Ec. (9.5) 
con la única salvedad que A 0 —A 2 y Ce— 1. 
De la Fig. 9.4b se puede obtener el valor 
de Ci en la ecuación siguiente: 


Q = CiA í ^2gÁh^-~--l^ (9.6) 

Para la tobera de la Fig. 9.6, Ci varía 
aproximadamente entre 0.95 para R e = 
= V 2 D 2 /v = 10 5 hasta 0.98 para R, = 10®, 
a partir del cual conserva constante este 
último valor. : ' ' 1 

Para lograr mejor precisión en los afo¬ 
ros con estos dispositivos, se recomienda 
tener un tramo de tubería recta —de por 
lo menos 10 a 40 D — antes de ellos y —de 
por lo menos 5 D — después de los mismos. 

Problema 9.2. Determinar el gasto en 
una tubería de 0.15 m de diámetro en la 
cual se ha insertado una tobera de 0.10 m 
de diámetro. El manómetro diferencial de 
mercurio marca una deflexión de 0.25 m y 
la temperatura del agua es de 15°C. 

Solución. De los datos se obtiene que 
A 2 = 0.00785 m 2 , A, = 0.01767 m*; y para 
agua a 15°C v — 0.0114 cm 2 /seg y AJA X = 
= 0.444. Suponiendo inicialmente que Ct 
no depende de R„ de la Fig. 9.5b Cu=1.056 
y de la Ec. (9.6) el gasto vale: 
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Figura 9.5. Tobera VDI y sus coeficientes de gasto (Ref. 51). 


Q = 1.056 X 

X 0.00785y 19,6 x 0.25 (Hp- l) = 
; = 0.065 m s /seg 


entonces: 


V. = JL = . °'.— — = 3.68 m/seg 
1 A t 0.01767 

y el número de Reynolds es 


s , 368 X 15 _ í0 , 

r . 0.0114 


De la Fig. 9.5b resulta que C<¡ es efecti¬ 
vamente independiente de Ru y el gasto 
es 0.065 m 8 /seg. 


9,2.4 Morador de codo 

Otro tipo de aforador es el llamado de 
codo y consiste en medir ,1a diferencia 
de presiones que se genera entre el intra¬ 
dós y el extradós de una curva en una 
tubería. En la Fig. 9.7 se detallada dispo¬ 
sición de las tomas piezométricas. 

El gasto se obtiene de la ecuación: 

Q = CiKA\/2gAh (9.7) 

donde A es el área de la tubería; Ah = 
h 2 — K la diferencia en cargas de presión 
(expresada en metros de columna de 
agua) entre el extradós y el intradós; g la 
aceleración de la gravedad; C<¡ y K son 
coeficientes sin dimensiones (el primero 
de gasto y el segundo de forma) que de¬ 
penden de la relación R/D radio del codo 
a diámetro del tubo, de acuerdo con la 
tabla 9.1. 
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I— Z>. (•— 1.4D,—f 


Figura 9.6. Diagrama de una tobera. 

TABLA 9.1. Coeficientes K para el aforador 
de codo, según Addison (Ref. 31) 


R/D 

c 4 

K 

1.0 

1.23 

0.570 . 

1.25 

1.10 

0.697 

1.50 

1.07 

0.794 

1.75 

1.05 

0.880 

2.00 

1.04 

0.954 

225 

1.03 

1.02 

2.50 

1.03 

1.02 

2.75 

1.02 

1.14 

3.00 

1.02 

1.20 



Figura 9.7. Aforador de codo. 

energía: La primera establece la invaria¬ 
bilidad del gasto en cualquier sección i 
del conducto; a saber: 

Q^AiVt 

La segunda establece la constancia de la 
energía entre dos secciones transversales 
1 y 2 del conducto, para lo cual se acepta, 
usualmente, que el coeficiente a en dichas 
secciones valga uno. Esto es: 


9.3 Conducto sencillo ; , 

És. el más sencillo, de los sistemas. Con¬ 
siste de un conducto único alimentado en 
el extremo, aguas arriba, por un . recipien¬ 
te o una bomba y con descarga libre o a 
otro recipiente. El conducto puede tener 
cambios geométricos u obstrucciones que 
producen pérdidas locales de energía, ade¬ 
más de la propia de fricción. 

En la Fig. 9.8 se muestra el comporta¬ 
miento de las líneas de energía y gradien¬ 
te hidráulico, para el tubo que conecta 
dos recipientes; ambas líneas interpretan 
el significado físico de los términos en la 
ecuación de la energía. En la Fig. 4.10 se 
presenta el sistema alimentado por una 
bomba. 

Para el análisis del conducto sencillo se 
utiliza la ecuación de continuidad y la de 



2 

"2hf — suma de las pérdidas de fricción 

1 hf, en cada tramo de la sección 1 
a la 2; 

2 

2 ht = suma de las pérdidas locales que 

1 ocurren de la sección 1 a la 2 de¬ 
bidas a entrada, cambios de sec¬ 
ción, válvulas, etcétera. 

Los dos términos se expresan en razón 
de la carga de velocidad dentro del tra¬ 
mo de sección constante,, si la pérdida es 
de fricción o aguas abajo del punto donde 
se produce la pérdida local. Por esta cau- 
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Figura 9.8. Conducto sencillo. 


sa, la ecuación de la energía contendrá 
los valores de la velocidad, en distintas 
secciones del conducto, mismos que se 
pueden substituir por la velocidad, en un 
sólo tramo, utilizando la ecuación de con¬ 
tinuidad. 

Si en el sistema de la Fig. 9.8, el reci¬ 
piente de aguas abajo no existe, es decir, 
si el conducto descarga libremente a la 
atmósfera, el desnivel H se mide como 
la diferencia de niveles entre la superfi¬ 
cie libre en el depósito superior y el cen¬ 
tro de gravedad de la sección final del 
tubo. En cualquier caso, dicho desnivel 
será: ’ 

■ ■- ' v , 2 

H = ,S k, + 2 hi + -r— 

& 

donde V, 2 /2 g es la carga de velocidad en 
la sección final del conducto, considerada 
como energía final en el casó de descarga 
libre, o como pérdida en el caso de des- 
carga a otro recipiente. Se presentan dos 
tipos de problema: 


a) Revisión. Conociendo H, la geome¬ 
tría y rugosidad del tubo, se desea calcu¬ 
lar el gasto. 

Solución. Supuesto que se desconoce la 
zona de flujo (laminar, transición o tur¬ 
bulento) en la que trabaja el tubo; la ve¬ 
locidad y los coeficientes de pérdida son 
incógnitas 1 . Si la sección 1 se elige dentro 
del depósito superior y la'2 dentro del 
inferior, dé tal manera que Iá velocidad 
de llegada sea despreciable, de la ecuación; 
de la energía se tiene: ’ 1 



y 2 2.2 

= + 2 hr + 2 h 

2 g *' 1 


en que V , es la' velocidad en la sección fi¬ 
nal de la tubería. . 

Por la fórmula de Darcy-Weisbach y de 
pérdidas menores vemos que: 
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Ly y t 2 , , l 2 y 2 2 




+ f 2 -^~ + 

D 2 2 g 


V 2 „ V 2 

U + K ‘U + 


jq _ l 7 » 2 damente hasta obtener el gasto. Este pro- 

~ 2g blema es poco común. 

y V 2 TV 2 \ P° r ejemplo, en el caso de una tubería 

+ ({y — —— + f 2 — — l L + - • • ) + de diámetro constante y pérdidas locales 

\ Dy 2 g D 2 2 g J despreciables, de la Ec. (9.8) vemos: 

/ y , 2 y , 2 \ 

+ (k í — + k í ~ í + -) reV2gg 

4 fL/D 6 

debido a que V, A„ — Vi Ai, entonces re- 

„lta: O WSXnLV 

' H ’ ’ 

TT V,Z ( I , /l A As* , f2 L 2 A,~ - 

2g\ ^ Dy A 2 ^ O., A 2 ^ también en el número de Reynolds, nos da 

+ ••• + *"*. = _Í2* £> (9.10) 

a 2 J v xvDD 


y debido a que V,A„ — Vi Ai, entonces re¬ 
sulta: 


la velocidad en la sección final vale 



(9.8) 

y el gasto: 


Q = V*A, 

Puesto que se conoce e i/Di, se puede 
estimar un valor para cada /<, por inspec¬ 
ción del diagrama de Moody, así como los 
Ki. Con dichos coeficientes, substituidos 
en la Ec. (9.8), se determina el gasto; 
de éste, y*=4 Q/jtD¡ y con los números de 
Reynolds, se obtienen nuevos valores /<. 
El proceso se repite. 

b) Diseño. Conociendo H ,da geometría 
(con excepción de uno de los diámetros), 
la rugosidad y el gasto, se desea calcular 
uno de los diámetros (con más de un 
diámetro como incógnita, la solución es 
imposible). 

Solución. Igual que el problema anterior 
—se utiliza la Ec. (9.8)— estimando f y D 
desconocidos, que se substituyen reitera- 


en el que se conoce a 

C 2 = 4 Q/jtv 

La solución consiste en los siguientes 
pasos: . . 5:1 

a) Se, estima un valor de / (por ejem¬ 
plo 0.02). 

b) Se calcula D de la Ec. (9.9). 

c) Se calcula R e de la Ec. (9.10). 

d) Con y e ¡D, del diagrama de Moo¬ 

dy, se determina un nuevo valor de f. 

e) Con el nuevo valor de f se repite el 
procedimiento hasta que ésta no cambie 
en más de dos cielos sucesivos. 

Problema 9.3. En la Fig. 9.9 se presenta 
una tubería horizontal, para la descarga 
de fondo, de una presa con una deriva¬ 
ción lateral. Los datos son: H 0 = 150m, 
Le ~ 20 m, L 0 = 60 m, L t — 40 m, D 0 = 
=4 m, Dy = 3 m, Z> 2 = 2 m, A 0 - 12.57 m 2 . 
Ay - 7.07 m 2 , A 2 = 3.14 m 2 , A R = 120 m 2 ; 
rejillas con s/b = 0.1, C¡ = 1.67 y 0 = 70°; 
en la válvula de mariposa Ai, = 30 m 2 , 
ancho 'de escotaduras b/h — 0.2, rugosidad 
del tubo e - 0.5 mm. 
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\ », i i . j. ce oenvauuii .} 

Figura 9.9. Descarga libre del desagüe de fondo del problema 9.3. 


Determinar el gasto Q dé la tubería, en 
el supuesto que se cierra el paso a la deri¬ 
vación lateral (Ref. 1 ). 

Solución. Se aplica la Ec. (9.8), donde 
H = H 0 para descarga libré. _ 

Los diferentes coeficientes de perdida 
se obtienen de los valores presentados en 
el capítulo 8, como sigue: 

1. Rejilla. K = 0.073 según la Ec. (8.14), 
reducido con AjAn — 0.0262, resulta en- 

rr 


2. Reducción después de la rejilla. Se 
usa el criterio del cono equivalente. 

Los diámetros equivalentes son: 

^-#=VS : = 1 « 7m 

Ds = J ——= 6.19 m 
' 0.785 

0 = 2 ang tan —— = 2 ang tan 0.1545 = 

LUE 

= 17°34 - ■ ■ ,:■■■ 
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De la tabla de pérdida por reducción, 
K — 0.19, con Ao/An - 0.105, se redu¬ 
ce a: K 2 = 0.0021 

3. Entrada. Para forma de trompeta, 

K = 0.08; con A 2 /A n = 0.25, se redu¬ 
ce a: K 3 — 0.005 

4. Escotaduras. Para V > 2 m/seg, 

K — 0.05; con AJAs = 0.105, se redu¬ 
ce a: £ 4 = 0.00055 

5. Válvula de mariposa abierta. Se su¬ 

pone K — 0.05; con A 2 /A 0 — 0.25 se 
reduce a: K¡¡ — 0.0031 


12. Fricción en el tramo de longitud Lj. 
s/D, = 1.67 x ÍO-*yf % m 0.0132 ,f t L l /D 1 = 
= 0.176; con A»/A x = 0.445, se redu¬ 
ce a: ' K u = 0.03485 

Total: 2 K = 0.16063 

De la Ec. (9.8), la velocidad a la sali¬ 
da es: 

V 2 = J 19 - 6 X 150 = 50.3 m/seg 
* 1.16063 

y el gasto: 

Q = 50.3 X 3.14 = 158m a /seg 


6. Pérdida por bifurcación. De la tabla 

para separación, K» - 0.04 (cerrada la 
derivación lateral); con AJA 3 = 0.25, se 
reduce a: K e = 0.0025 

7. Pérdida por reducción , Con 0 entre 4 

y 5 o , se elige K = 0.019; con A 2 /A 1 = 0.445, 
se reduce a: K 7 — 0.00376 

8. Cambio de dirección. Con 0 = 30°, 
e/D 1 = 0.5/3 000 = 1.67 X I0~ 4 y R/D~ 2; 
de la Fig. 8.16a, C„ = 0.18 y de la Ec. (8.19) 
tenemos: 

30 

K = 0.18 x — = 0.06 
Con ^ 2 /4 1 = 0.445 se reduce a: K s = 0.0119 

9. Válvula de aguja. Con C v = 0.96, 
K — 0.08507 y con AJA 2 = 1.0, tenemos: 

K a = 0.08507 

10. Fricción en la zona de entrada. Se 
considera cero; K 10 = 0. 

11. Fricción en el tramo de longitud L 0 . 

z/D 0 ■ — 1.25 x 10" 4 ; y con R„ grande, del 
diagrama de Moody /„=0.0125 y f 0 L 0 /D 0 - 
= 0.188; con AJA 2 = 0.25, se redu¬ 
ce a: . K n =. 0.01175 


La pérdida total de energía en toda la 
conducción es 

V.? (50.3) 2 

, = H 0 -^-=15°-i_ 

Finalmente: ; 


h = 20.91 m 


Problema 9.4. La instalación hidroeléc¬ 
trica, con la geometría mostrada en la 
Fig. 9.10, abastece a una casa de máqui¬ 
nas un gasto de 8.98 m 3 /seg. La instala¬ 
ción consta de una galería con acabado 
interior de cemento de 3.00 m de diáme¬ 
tro, una cámara de oscilación y una tu¬ 
bería de acero soldado, nuevo, de 1.50 m 
de diámetro. Determinar: a) la carga neta 
sobre las máquinas: b) la potencia 
neta —en kw— que produce el sistema, si 
las máquinas tienen una eficiencia de un 
82 %; c) la eficiencia de todo el siste¬ 
ma; d) el nivel de la superficie del agua 
en la cámara de oscilación que, para las 
condiciones de flujo permanente, actúa 
como un simple tubo piezométrico. 


Solución a). Las áreas en la galería y 
tubería son, respectivamente: 
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Figura 9.10. Instalación hidroeléctrica del problema 9.4. 


A g = 0.7854 ( 3)= = 7.069 m 2 
Ai = 0.7854 (1.5) a = 1.767 m 2 


El número de Reynolds, en la galería 
para agua a 15°C (v— 1,145 X 10“ 6 m 2 /seg), 

es:. í. '■ 


y las Velocidades: 


7.069 


R _ 127 X 3 , X 1( L _ 3.33 X 10" 
1.145 


= 1.27 m/seg 


:= 5.08 m/seg 


y én la tubería: 


SDSxLSxlo 8 


= 6.66 X 10 6 


La ecuación de la energía, entre una 
sección dentro del vaso y la de salida de 
la tubería, es : . 

’ P* V ‘ 2 i vt, 

329 = 170.3 + -d— + -rr— + 2 h 
Y 2 g 

La carga neta sobre las máquinas es 
entonces: ¡■■■i ■: 


De la tabla 8.1 y del diagrama de Moo- 
dy, tenemos que: . 

para la galería: s = 1.5mm, 

t/T) = 0.0005, f -■ 0.0169; 

para la tubería: s = 0.075 iñm, 

e/D = 0.00005, f = 0.011. 
Las pérdidas de fricción serán: 


= 158.7- Zh 

Y 2 g 

Debido a que la longitud de los tubos 
es grande, las pérdidas locales se con¬ 
sideran despreciables respecto de las de 
fricción. 


h, a = 0.0169 


4 500 
3 


(1.27)* 

19.6 



0.011 X 


860 (5.08) 2 
1.5 19.6 


Zh 


2.09 ni 

8.30 m’ 
10.39 m 


y la carga neta: 
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H n = 158.7- 10.39 = 148.31 m 

Solución b). La potencia neta del siste¬ 
ma vale: 

P~T\ m yQH n = 0.82x1,000 x8.98x148.31 
P = 1092 095.5 kg m/seg 

En caballos de vapor:. 


1 092 095.5 ■ / 


14 561.3 C V 


En kilovatios: 


„ 14 561.3 

P — ~ = 19 784.3 kw 

0.736 

Solución c). La eficiencia de todo el sis¬ 
tema es la relación, entre la potencia neta 
y la que se produciría con la carga bruta, 
al no ocurrir pérdidas en la conducción 
y en las máquinas. 

La carga bruta es ■ 

H„ = 329 - 170.3 = 158.7 m 


y la eficiencia del sistema: 


Y Q Un 

~QH„ ~ H b 


0.82 x 148.31 


=0.766 ; 76.6 por ciento. 


La eficiencia de la conducción resulta ser: 
Y QH n 148.31 

93.5 por ciento. 

Solución d). De la ecuación de la ener¬ 
gía, entre el vaso y la sección de la gale¬ 
ría en la base de la cámara de oscilación, 


con hfo — 2.09m de los cálculos anteriores, 
resulta entonces: 


329 = N.C. + —+ h , 0 

2 g 


N.C. = 329 


(1.27) 2 

- - 2.09 = 326.828 m* 

19.6 


Problema 9.5. El sifón mostrado en la 
Fig. 9.11 consiste en un tubo de acero 
soldado, de rugosidad s = 0.15 mm, con 
una descarga de 1 000 lt/seg; el radio de 
las curvas es R = 1.5 D. Determinar el 
diámetro comercial necesario y la carga 
de presión en el punto S. 

Solución. En un primer tanteo, al des¬ 
preciar las pérdidas locales, se supone 
f - 0.016. Con L = 102.6 m y H - 3 — 
— 0.6 = 2.40 m, dé la Ec. (9.9) resulta: 


Z>«.^ 


0.0827X 102.6 xl 2 , 


: 0.56 m 


Puésto que considerar las pérdidas lo¬ 
cales implicaría seguramente un diáme¬ 
tro mayor, se supone que D = 0.60 m, por 
lo que el área del tubo sería 


A=~ (0.6 ) 2 = 0.2827 ra 2 


Debido á que el flujo dentro de la galería 
se encuentra en la zona turbulenta, es posible 
emplear las fórmulas de tipo exponencial o 
logarítmico. Por ejemplo, con N = 34 en la 
fórmula de Kozeny, la pérdida de energía en 
la galería es: 


[8.86 log D + NI 1 D 
(1.27)2 x 4500 
[8.86 log (3) + 3412 x 3 


= 1.655 m 


que es inferior al obtenido con la fórmula de 
Darcy. 
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Figura 9.11. Sifón del problema 9.5. 


y la velocidad: 

y — —í— = 3.54 m/seg 
0.2827 : ! ’ 

Para la pérdida por fricción, eí número 
de Reynolds aproximado para y == 1-145 X 
X 10®mVség, es el siguiente: 

3.54 x, 0.6 X 10° _ Lg55 x 10 e 
1.145 

Con s/D — 0.00015/0.6 = 0.00025, del 
diagrama de Moody f — 0.0148 y el coefi¬ 
ciente de pérdida por fricción, resulta. 


0.0148 X 102.6 


= 2.531 


Si se considera como coeficiente de 
pérdida por entrada, K* — 0.08 y, de la 
Fig. 8.16a C„ = 0-206, entonces de la ecua¬ 
ción. (8.19) los coeficientes de pérdida por 
curvatura son: 


Curva a 87°: Ko = 0.206 — — 0.20 


Curva a 30°: K 0 — 0.206 — — 0-07 


Total: 0.27 


1 + fjL- + Ke + Ko = 3.881 

y con A,/A x = 1, de la Ec. (9.8), vemos 
que: . - • /. o ••• • ■' 1 ' 


119.6 X 2.40 


,= 3.48 m/seg 


entonces, 


siendo el gasto: 

Q = 0.2827 X 3.48 = 0.984 m 3 /seg 

o sea, como es 1.5 por ciento menor que 
el gasto deseado, el diámetro necesario 
es de 0.60 m. 

La carga de presión en S se calcula de 
la ecuación de la energía entre Ay S, así. 

D V 2 

3.0o = 9.00 + — + •—— X 
Y 2 g 

X (1 + f L/D + K, + K°) 
luego entonces, 


. = - 6.00 ■ 


X (1 + / L/D + Ke + Ko) 
donde L es ahora 82.60 m, y K 0 únicamen- 


http://libreria-universitaria.blogspot.com 
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te es de la primera curva. Por tanto, los 
coeficientes de pérdida por fricción, en¬ 
trada y curvatura respectivamente son: 

.'4- - 00148 *-Sir- 204 

K e = 0.08 
Ko = 0.20 

siendo la suma total igual a 3.32. Por tan¬ 
to, la carga de presión en el punto S vale: 


agua, a 10°C, a un recipiente cuyo nivel 
se encuentra 10 m arriba del cárcamo de 
bombeo. La tubería de conducción es 
de fierro fundido con incrustaciones (e = 
= 0,76 mm), con una longitud de lOOm, 
tres curvas de radio R = 5D (dos de 45° 
y una de 90°) y una válvula con K v — 8. 
Determinar el diámetro necesario en la 
tubería. 

Solución. La potencia suministrada por 
la bomba a la tubería e$: 




(3.48) 2 

19.6 


X 3.32 = 


8.05 m 


De lo anterior, resulta en S una carga de 
presión inferior a la atmosférica, próxima 
a la de vaporización del agua (subcapí- 
tulb 1.7) y no recomendable. 


P = 75 x 0.75 x 25 = 1 406 kg m/seg 

y la carga de bombeo para Q = 6/60 = 
= 0.1 m 3 /seg, la siguiente: 



1406 

1000 x 0.1 


= 14.06m 


Problema 9.6. Una bomba de 25 CV de Como se dispone de esta energía inme- 
potencia y 75 por ciento de eficiencia, diatamente después de la bomba, de la 
debe abastecer un gasto de 6m 3 /min de ecuación de la energía resulta que * 
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V 2 ,L V* 

, 4,0 6 = 10 + - + /- — + 

V 2 v 2 

: +K °1T + KV 2T 

4.06 — —— (1+/ L/D+Ko+Kv) (n) 
2 g _ 


Igual que en el problema anterior, se re¬ 
suelve por iteraciones. Después de efectuar 
varios ciclos, se propone D — 0.254 m cuya 
área, velocidad y carga de velocidad son: 


A = — (0.254 ) 2 = 0.05065 m- 
4 


y — -'-= L974m/seg 

0.05065 


= 0.199 m 


El número de Reynolds para v =■ 
= 0.0131 cm 2 /seg es: 

» _ 1-974 X 0.254 X ÍO 9 ^ __ 3 g27 x 10 = 

~ 1.31 

y para t/D - 0.076/25 = 0.003 del dia¬ 
grama de Moody, f = 0.026, se obtiene: 

L 0.026X11» 

' D 0.254 


De la Fig. 8.18, para codos á 45°,.C« = 0.16 
y para 90° C 0 = 0.25. Por lo cual, X, = 
= 2 X 0.16 + 0.25 - 0.57. Por tanto, de 
la Ec. (9.8) o de la Ec. (a) nos da : 


=v; 


19.6 X 4.06 
+ 10.24 + 0.57 + 8 


= 2 m/seg 


siendo el gasto: 


Q = 2 X 0.05065 = 0.102 m 3 /seg 

entonces, el diámetro de 254 mm es el 
adecuado. 

Problema 9.7. Una bomba extrae agua 
(v = 0.0112 cm 2 /seg) desde un cárcamo 
y la entrega, a un tanque elevado, por una 
tubería —de 381 m de longitud y 102 mm 
de diámetro— de fierro fundido y asfal¬ 
tado (Fig. 9.13). La tubería de succión es 
vertical de 1.73 m de longitud y está equi¬ 
pada con una válvula de pié. El tubo de 
descarga contiene dos codos regulares con 
bridas R/D = 1.4, una válvula check y 
una válvula de compuerta. Determinar 
la carga de succión h, (antes de la bom¬ 
ba), la carga de bombeo -ht, y la lectura 
en el manómetro del lado de la descarga 
p d , cuando .el gasto sea de 757 lt/min. 
Calcular la potencia en CV, de la bomba, 
si ésta tiene una eficiencia de 80 °/o. 


Solución. Tubería de succión. Para D = 
— 102 mm, de la Fig. .8.4 i/D = 0.0012, 
para fierro fundido y asfaltado. La velo¬ 
cidad y el número de Reynolds en el tubo 
es: ■ 


4 X 0.757 

60 Jt ( 0.102 Y 


1.544 m/seg; 


V 2 

-= 0.12 m 

2 g 


154.4 X 10.2 

R ° ~ 0.0112 


1.41.x 10 5 


Del diagrama de Moody, f — 0.0225 y 
la pendiente de fricción: 


0.0225 

0.102 


X 0.12 = 0.0265 


El coeficiente de pérdida en la Válvula de 
pie es K = 0.8 (Fig. 8.30) y la pérdida 
correspondiente.: 
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'v ■ 

^-Válvula de pie., 


Figura 9.13. Instalación referente al problema 9.7. 


h v — 0.8 x 0,12 = 0.096 m 

La bomba debe elevar el agua desde la al¬ 
tura de 7.32 m a la de 8.73 m. De esta ma¬ 
nera la carga de succión es:. 

h, = (8.73 - 7.32) + 0.0265 x 1.73 + 

X 0.096 = 1.552 m 

la cual es negativa,, dado que correspon¬ 
de al lado de succión. Tubería de descar¬ 
ga. La pérdida de fricción en la tubería 
de descarga es: 

h t = 0.0265 x 381 = 10.10 m 


Los coeficientes de pérdida en los acceso¬ 
rios se obtienen de las Figs. 8.18 y 8.30. 

Codo regular con bridas (90°), - 

K = 0.31 x 2 = 0.62 
Válvula check con bridas, : 

K = 2.00 2.00 

Válvula de compuerta con bridas, 

K = 0.17 i 0.17 

Salida (Aa/Aj, 

K = 1.00 1.00 

. -! K = 3.79 

y la pérdida de energía por los accesorios: 

• h = 3.79 X 0.12 = 0.455 m 
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La bomba debe elevar el agua desde la y la potencia que debe proporcionarse a 

altura de 8.73 m a la de 88.15 m. La carga la bomba, la siguiente: 

de bombeo será: 

, Y QH t 

ha= (88.15 - 8.73) + 10.10 + 75 n 


+ 0.455 = 89.975 m 

La carga de presión del lado de la des¬ 
carga y en el punto donde está colocado 
el manómetro, será igual a la carga está¬ 
tica más la pérdida de fricción en la des¬ 
carga menos la carga de velocidad. La car¬ 
ga estática es 80.83 — 2.14 = 78.69 m. Las 
otras cantidades han sido calculadas an¬ 
teriormente ; por lo tanto, la carga de pre¬ 
sión requerida es 78.69 + 0.45 + 10.10 — 
— 0.12 = 89.12 m. Para calcular la carga 
de presión al centro del manómetro será 
necesario considerar la conexión vertical 
de altura igual a 0.61 m. La lectura en el 
manómetro será: 

Pi 89.12 - 0.61 

~ ~ 1 ooo 

= 88.51 m; pt = 8.851 kg/cm 2 . 

la carga total de bombeo es igual al des¬ 
nivel.entre los dos tanques, más las pér¬ 
didas totales en la conducción, a saber: 


1 000 x 0.757 X 91.527 
75 X 60 X 0.8 


= 19.2 CV 


Problema 9,8. En una tubería horizontal, 
de diámetro D, se mantiene una presión 
a la entrada; a lo largo de la misma 
hay n orificios laterales localizados a igua¬ 
les. distancias, cada uno de los cuales des¬ 
carga un gasto q (lt/seg). Calcular la pre¬ 
sión p en el extremo cerrado del tubo si su 
longitud es l = 600m; su diámetro D = 
= 15 cm; n- 20; q ~ 1 lt/seg, y la pre¬ 
sión en el extremo inicial es de í:.5 atm. 


Solución. Como el gasto total en el tubo 
es nq, la velocidad a la entrada resulta: 
V 1 = 4 nq/nD* = a n, siendo a = Aq¡% D~ ; 
velocidad que se reduce después del pri¬ 
mer orificio a V 3 = a(n— 1 ) y después 
del t-ésimo orificio a F< = a in — (i —1)3, 
por lo cual F, = o y 7» M = 0 . 

La distancia a entre cada orificio es 
a = 1 /(k + 1 ). 

La pérdida de fricción para el tramo 
i es: 


H t - 80.83 + 0.0265 X 1.73 + 

+ 0.096 + 10.10 + 0.455 = 91.527 m. 


a V? 





Figura 9.14. Ilustración referente al problema 9.8. 
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Como / no cambia, la pérdida total de 
fricción será: 

n "id a 2 n 

puesto que: 

¿i [«.— (» — l )] 3 - — (n + 1 ) (2 n + 1 ) 

O 

resulta que: 

H f = (2 n + 1) 

3 j/gLr 

Substituyendo a q — nD‘ ¿ Vj/4 n, en la 
ecuación anterior, se obtiene: 

3 D 2g \ T 2n / 

Ya que (f lV^/2 g D) es la pérdida por 
fricción en todo el tubo, en el supuesto 
de que no se hicieran las derivaciones, 
para n grande, resulta entonces: 

Con los datos proporcionados: q = 1 
lt/seg, l — 600 m, Z> = 15 cm, n = 20 y 
f — 0.03, se obtiene H t = 2.679 m. 

La carga de presión en el extremo 
cerrado del tubo se calcula de la ecuación 
de energía siguiente: 


conduce a que 


Px 

+ 11 

_ P* 

, * + 

Y 

+ 2 g 

Y 

+ 2 g + 


< 

IV 

V? 


X 2 

«.—i 

— + K-— 

2 g. 2 g 

donde: 





v m = 

a [n — 

(m — I)] 



3 



por lo que entonces: 


C? = ~ ( Pí -pi) + Fj 2 — 3 FdX 


:,V. X'JSi I )] 2 

ahora resulta: 


2 ín— (m — l )] 2 s= 

B >—1 


+ l) 2 -2m(H+l)4 = 

i 4 

-i(n + l ) 2 — 2(n + 1 ) 2 ík -f- S ^ 

m—«i 


puesto que: 

i 


Px , *7 

“ “T . . . 

Y 2 g 


- + H, 

Y 


S& m = *2 <* + 1) 

V» “í (* +1) (2 i + i) .. 


Con V^n «=1.132 m/seg, p/y=12.389 mj se obtiene así: 

La ecuación de energía, entre un punto 
en el orificio de entrada y el punto i (con ¿ Cn — (m — 1 )]» - 

C« velocidad de descarga del orificio i), *»“ 1 .. / ~ 
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= —¡6 n (n + 1 — i) + 

6 

+ i (2 i — 3) + l]= 5«, í 
por lo tanto, resulta: 

c 4 2 = — Oi-p<) + a2 t» 2 - 

p 

-3^«-(¿-l)^r:/|-&,«í (*) 

El diámetro A del orificio i se determi¬ 
na de . 


Puesto que a = 4 q/xD* = 0.0566 m/seg, 
de la Ec..(í>) se pueden obtener las velo¬ 
cidades Ci, correspondientes a los orificios 
desde i = 1 hasta 20; de la Ec. (c) los 
diámetros de los mismos. Los : cálculos 
se indican en la siguiente tabla. 


i 

^ 

' v en m/seg 

d x , en cm 

1 

400/ , 

9.392 

1.164 

2 

761/ 

9.055 

1.186 

5 

1 630 

8.191 

1.247 

10 

2 485 

7.263 .. 

1.324 

15 

2 815 

6.894 

1.359 

20 

2 870 

6.845 

1.364 


9.4 Sistema de tubos en paralelo 

En ocasiones resulta necesario derivar 
varios ramales de un mismo tubo (figu¬ 
ra 9.15), para lo cual se pueden presentar 
dos casos: 

1 . Se conoce la pérdida entre A y B y 
se desea determinar el. gasto en cada 

ramal. / 

2. Se conoce el gasto total y se desea 
determinar la pérdida entre Ay B, así 


como la distribución del gasto en cada 
ramal. 

Ambos casos ocurren independiente¬ 
mente de las energías que existan en A 
y B. El primero no ofrece dificultad pues¬ 
to que una vez conocida la pérdida, se 
puede calcular el gasto en cada ramal en 
base a que funciona con una carga igual 
a la pérdida determinada; esto es, que 
con A Hi = A H 2 - ... = A H, la pérdida 
de energía vale: 

A H = (9.11a) 

2 S 

por lo que: 

Vj = ‘J. 2gAH U " f9.11b) 
’ : Ki 

donde: \ 

•• " : - " Ui 


siendo el gastó: 

Qí^AíVí (9.12) 



Figura 9.15. Sistema en derivación. 


Para el segundo caso, se supone la exis¬ 
tencia de una tubería (ficticia) que trans¬ 
porta el gasto total, equivalente a todos 
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los ramales, con una pérdida en la misma 
de A H e = A H x = A H 2 = ... = A H n . 

Al substituir las Ecs. (9.11b) y (9.12) 
en la de continuidad, obtenemos: 

Q = Ql + C?2 + ■ • • + Qn 

y al simplificar, resulta: 

De* • D¿_ 

VK¡ ~ < “ 1 VKi 

o bien: 

- [- - - ] 2 (913) 

z>.‘ “ b(zv/v*)J ( 

o sea, la condición de equivalencia entre 
los conductos, en los que se elige un valor 
arbitrario para D e o K„ y el otro se calcula 
con la Ec. (9.13); luego entonces, 


A H = K,- 


a 2 D e * g 


Substituyendo la Ec. (9.13), resulta: 


!v & 


• (9.14) 


Una vez que la pérdida A H se conoce, 


* & 0>* 2 /V^)f 


el problema se torna en uno del primer 
caso. 


Problema 9.9. En la Fig. 9.16 se muestra 
un sistema con un tanque (en el cual hay 
la presión p sobre la superficie libre) que 
conecta con otro recipiente a través de 
una tubería maestra con tres derivacio¬ 
nes; siendo la geometría del sistema: 
L x = 400 m, ¿ 2 = 180 m, L s — 50 m, L 4 = 
= 400 m; D x — D 4 = 200 mm, D 2 , — D 3 — 
100 mm, f x = f 4 = 0.02, f 2 - f 3 - 0.025. 
Calcular la prdsión p necesaria en el reci¬ 
piente A, para que el gasto Q 4 — 40 lt/seg. 
Despreciar las pérdidas locales: 

Solución. La pérdida de energía éntre los 
puntos C y B se determina con el gasto 
en el tubo cuatro. Eligiendo como plano 
de referencia la elevación dé la superfi¬ 
cie libre en los dos recipientes, de la ecua¬ 
ción de la energía entre A y B, se tiene: 

V = (A H) x + (AH) 4 + 

V 2g 

el área, la velocidad y la carga de veloci¬ 
dad en el tubo cuatro son: 


A x = A 4 = 0.7854 (0.2 ) 2 
V 1.62 

— = —— = 0.083 m 


0.0314 m 2 



Figura 9.16. Sistema de tubos del problema 9.9. 
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Como únicamente se considera la pérdida 
por fricción, de la fórmula de Darcy-Weis- 
bach, tenemos: 


(A#) 4 = 0-02— X 0.083 = 3.306 m 
y, dé las Ecs, (9.11b) y (9.12), resulta: 


Q 3 = 0.7854 (0.1 Y X 


19.6x3.306x0.1 

0.025X50 


=0.01791 m 3 /seg 


0.7854 ( 0.1 ) 2 X 


19.6x3.306x0.1 


" o, 


.025x180 


= 0.0094 m s /seg 


conduce a un gasto total/igual a . 

Qi = 0,040 4* 0.01791 + 0.0094 = 

= 0.06731 m 8 /seg 

La velocidad, carga de velocidad y pér¬ 
dida en el tubo 1 son: . , 


0.06731 

v -nr =2 - 14ffl/seg; 


V i i _ 4.59 
2 g “libó 


0.234 m 


(AH) X = 0.02— X 0.234 = 9.36 m 

finalmente, la carga de presión en el reci¬ 
piente A, vale: 

ü - 9.36 + 3.304 + 0.083 = 12.75 m 
Y 


o bien, 


1.275 kg/cm 2 


Problema 9.10. El sistema mostrado en 
la Fig. 9.17 tiene la siguiente geometría: 
H = 24 m j Lj = li 3 — Lj = L 4 = 100 m j 
D 1 = Z> 2 — D 4 — 100 mm; D z = 200 mm; 
además, ¡= % — /< = 0.025 y / s — 0.02 ; 
el coeficiente de pérdida en la válvula 
K» = 30. Calcular los gastos en cada tubo, 
despreciando las pérdidas locales. 



Figura 9.17. Tubería del problema 9.10. 
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Solución. La pérdida de energía entre B 
y C está dada por la Ec, (9.14), Como en 
los tubos uno, dos y cuatro, únicamente 
hay pérdidas por fricción, resulta enton¬ 
ces .* 

Kt - fs ~ = 0.025 = 25 

U.I 

K x = K t = 25 

En el tubo tres, tenemos: 


-ir , L * , „ 0.02 x 100 _ 

Ks-t.^ + K. - — -+ 30.40 


V A S V 2 V 2 

24 = + 1192 Q 4 * + X 4 -LL + Li. 

2 S 2g^2g 

Substituyendo términos: 

24 = (2 x 25 x 828 + 1 192 + 828) Q 4 2 

24 

43 420 ~ 0-0235 m 8 /seg 
La pérdida de energía entre B y C, será 
A H = 1 191 (0.0235 ) 2 = 0.658 m 
Para el tubo 2, lo siguiente: 


Para la Ec. (9.14), nos resulta así: 

V ¿>! 2 0.01 0.04 

2 -L- = -= + = 0.00833 

, " 1 VK< \/25 V40 

f « D< 2 1 2 

l* "7==J = (3.14 X 0.00833) 2 = ' 

y Ki 

= 0.000685 

De la Ec. (9.14), por otra parte: . 


AH =¡——- —— OA =1 192 O 2 

0.000685 x 9.8 ■ 4 ■ . 


Además, con D t = D 4 , en la ecuación de 
continuidad, obtenemos: 

Fi g / P 4 \ 4 V/ _ F 4 2 

2 g V Dj / 2 g ~ 2 g 

*V _ Qf 

2 g 2 g (ir D 4 2 /4) 2 “ 

Q 4 2 

19.6 ( 0.7854 X 0.01 ) 3 “ 828 ^ 

De la ecuación de la energía entre Ay D, 
nos da: 


VJ 

0.658 = 25 —i- 

2 g 


>.6 x 0.658 


= 0.718 m/seg 


0 2 = 0.7854 X 0.01 x 0.718 = 

— 0.00564 m 3 / seg 

En la misma forma: 

0 3 » 0.7854 X 0.04 J 19 ~ 6 x 0-658 

r.-, V 40 


= 0.01784 m 3 /seg 

y como comprobación: 

Q = 0.00564 4- 0.01784 = 0.02348 m 8 /seg 

que es prácticamente el gasto total. 

9.5 Redes abiertas 

Decimos que una red es abierta cuando 
los tubos que la componen se ramifican, 
sucesivamente, sin intersecarse después 
para formar circuitos. Los extremos fina¬ 
les de las ramificaciones pueden terminar 
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Figura 9.18. Ejemplo de red abierta. 


to /. El término 2 h es la suma de las 

pérdidas de energía de los tubos que se 
encuentran en el recorrido, desde el pun¬ 
to 1 hasta el extremo /; toma signo posi¬ 
tivo para h en aquellos elementos en que 
la dirección del gasto coincide con la di¬ 
rección del recorrido y negativo en caso 
contrario. :<¡ ■■■■ < '■■'■■■■ 

Por ejemplo, para el extremo 7, la Ec. 
(9.15) es: ' *> 7 ;■ \ y 

Zi „( Zf+ XLy= h (9.15) ti -(z T + hit’■+&» + h * 

donde * es el nivel de la superficie libre y de acuerdo 

del agua si el tubo descarga a un recipien- los gastos en la Fig. 9.18, para el extre 
te o bien, el nivel del centro de gravedad mo 13, se obtiene, 
de la sección final, si el tubo descarga a V 2 \ 

la atmósfera; el subíndice J corresponde z _( Zl8 + )=h l2 - h w - h U3 

a las características hidráulicas en el pun- \ 2 g / 


en un recipiente o descargar libremente a 
la atmósfera. 

Un ejemplo de red abierta se esquema¬ 
tiza en la Fig. 9.18. De acuerdo con los 
niveles de los distintos recipientes y la 
longitud de los tubos, se deberá conocer 
o suponer la dirección del gasto en los 
diversos tramos. 

De la ecuación de la energía, entre el 
recipiente superior y los extremos de los 
tubos, resulta entonces: , , O 
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donde ht¡ representa la suma de las pérdi- en la que se conoce su geometría y los 

das locales y de fricción en el tramo que gastos de cada tubo, se deberán elegir 

va del nudo i al nudo /. —por j 0 menos— ( l-m ) diámetros de los l 

Además, en cada punto de ramificación tramos que componen la red ( m , número 

(nudo) se satisface la ecuación de conti- de extremos finales) para evitar la inde- 

nuidad, siguiente: terminación del problema, ya que las ecua¬ 

ciones de nudo se convierten en identi- 
2 Q = 0 (9.16) dades. ... 

* .¿j 

y se establece como convención que los Problema 9.11. Determinar la magnitud 
gastos que lleguen al nudo tengan signo Y sentido de los gastos en los tubos que 

negativo; y positivo los que salgan del forman el sistema mostrado en la Fig. 9.19. 

nu do. Los tubos son de fierro fundido, con 15 

Si el problema es de revisión, el resul- años deservicio (N de Kozeny = 30) y tie- 

tado será un sistema de tantas ecuaciones, nen la siguiente geometría: 

del tipo (9.15), como extremos finales ten¬ 
ga la red; y decantas ecuaciones del tipo = 0.55 m - 680 m 

(9.16) como ñudos existan. Para la red D 2 = 0.60 m ' L 2 = 520 m 

de la Fig. 9.18 se pueden establecer ocho D 3 = 0.80 m L z ~ 800 m 

ecuacionés del primer tipo y cinco del se¬ 
gundo. Solución. Primero, es necesario suponer 

Si el problema es el diseño de una red un sentido de los gastos en el nudo D y 



Figura 9.19. Sistema de tubos del problema 9.11. 
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luego resolver y comprobar esta suposi- 
cíón; por ejemplo, se acepta que Ay B 
alimentan a C, esto es: 

Qi + Qs = Q3 

Por otra parte, siendo la pérdida por fric¬ 
ción la única importante, será la pér¬ 

dida en el tubo 1; (/ti 4- Ah) en 2; y h 3 
la pérdida en 3. Esta última en el supues¬ 
to de despreciar la carga de velocidad en 
el tubo tres. 

De la fórmula de Kozeny se obtiene: 

cu = 4 D " ( 8 - 86D t + *0 V-r- 

Q 2 = ~ (8.86 log D 2 + N) JE LtE D 2 

4 * ¿2 

Qa = — D 3 2 (8.86 log D 3 + N)JjlL- £> a 
4 1 I 3 

de la geometría del sistema, & = 20 m, 

/i 3 := 50 ~ h. Además, las constantes son: 

Dj=0.55 m; Di 2 =0,303; 

C 1 =8.86logDt +30=27.7; D/ C, = 8.393 

D 2 =0.60m; D 2 2 =0.360; 

C 2 =28.04; D 2 2 C 2 = 10.08 

Z>3=0.80m; Dg 2 = 0.640; 

C 3 =29.14; D 8 2 C 3 = 18.65 

Por lo tanto, las tres últimas ecuaciones, 
substituidas en la de continuidad, con¬ 
ducen a; 

IV C x y Di ~~~* + lV C a 


que con valores de las constantes resulta: 
V-66/tg + 914.93 = 0 


de ahí que: 


h x = 19.81 m 


lo cual significa que sí existe raíz real 
de la ecuación y que, por lo tanto, es 
correcta la suposición del sentido de gas¬ 
tos en el nudo D. 

Con este valor obtenemos los siguien¬ 
tes: 

Qj = 0.834 m 3 ,/seg 
Q¿ = 1,696 m 8 /seg 
0 3 = 2.54 m 8 /seg +■ 

se puede calcular V 3 2 /2g, a saber: 


2 g a 2 2 g Dg 4 


= 1.306 m 


(h t + &h) 


= D/C^D; 


(50 - M' 
3 ln 


y corregir los resultados anteriores. En 
efecto, la única modificación se hace en 
la ecuación para calcular Q 3 : 

Q 3 = ^-CD 3 2 (8.86 log Dg + Af] 

Planteando nuevamente la ecuación de 
segundo grado, ésta resulta ser: 

h t 2 - 64.01 h x + 859 = 0 
h x = 19.16 m 
CU. =0.818 m 3 /seg 
Q 2 = 1.682m s /seg 
Q 3 = 2.517 m 3 /seg 
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Problema 9.12 f Una tubería principal A, 
abastece al sistema mostrado en la figu¬ 
ra 9.20; en el punto de unión el manóme¬ 
tro M marca una presión de 4.3 atm. Las 
características de los tres tubos son igua¬ 
les : L = 210 m, D = 100 mm, f ~ 0.025. 
Calcular la carga h para que el gasto ali¬ 
mentado al recipiente B sea de 5 It/seg, 
con las tres válvulas abiertas. 

Solución. El área de los tubos es: 

A = 0.7854 ( 0.1 ) 2 = 0.007854 m 2 

la velocidad y carga de velocidad del tubo 
que conduce el gasto Q¡¡ son: > 


V 2 = 16 205 0/ 
y también 

VJ = 16 205 Qa 2 

el coeficiente de pérdida por fricción es el 
mismo en los tres tubos; 

Kf = f^ = 0.025 ~ = 52.5 

de la ecuación de la energía, entre AyB 
(Pa/y = 43 m), se tiene que 

Va 2 

43 = h + 52.5 —— + (52.5 + I) 0.0207 
2 g 



Las velocidades en los otros tramos son 
las siguientes; . 


43 = h + 43 406 Qa 2 + 1.11 (a) 

ahora, entre A y C, tenemos: 

Va 2 V? 

43 = 52.5—-+(52.5 + 1)41. 

2 g 2 g 

o bien 


0.007854 


= 127.3 Q„ 


52.5 x 16 205 Qa 2 



Figura 9.20, Instalación del problema 9.12; 
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Además, de la ecuación de continuidad, 
resulta: 


El signo menos no tiene significado físico 
por las condiciones en las que se planteó 
el problema, por lo tanto, 

. Q 0 - 0.0195 m s /seg 


<2,t = 0.005 + Q 0 « (c) 

QJ - 0.000025 + 0.01 Q 0 + Q? (d) 

En el sistema de Ecs. (a), ( b ) y (d), exis¬ 
ten tres incógnitas: 7t> Qa y Qci si substi¬ 
tuimos la Ec. (d) en la ( b ), obtenemos: 


Substituyendo este resultado en la ecua¬ 
ción (c), nos da 

Qa = 0.0245 m 3 /seg 

finalmente, en la (a), resulta que 

h = 15.84 m 


43 = 43 406 ( 0.000025 + 0.01 Qc + Qc 2 ) 
+ 44 233 Qc 2 

43 = 1.09 + 434 Qc + 43 406 Q/ + 

+ 44 233 Qc 2 

Q r -+ 0.00495 Qc - 0.000478 = 0 
la solución de esta ecuación será: 


Problema 9.13. En la Fig. 9.21 se pre¬ 
senta una red abierta y su geometría. Se 
desea que los gastos sean: Q s = 251t/seg, 
Q., = 30 lt/seg, hacia los tanques C y D 
respectivamente y que Q 2 = 11 lt/seg 
desde la bomba. Determinar los diáme¬ 
tros D u D 3 y D i necesarios para que se 
satisfagan las condiciones impuestas. El 
factor de fricción en todos los tubos es 
f = 0.014 y los tanques A y B abastecen 



>1 = 73 % 


Figura 9.21. Red abierta del problema 9.13. 
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Solución. La carga producida por la bom¬ 
ba es 

n YQffa 


76 t\P 76 x 0.73 x 6 _ 

H ‘ ~ ~7q~ = T ooó x o.oii =303m 

De la ecuación de continuidad en los nu¬ 
dos, los gastos son: 

Q 3 = Qi + Q 5 = 0.055 m 3 /seg 
Qi = Q 3 ~rQ s =z 0.044 mVseg 

Las velocidades y cargas de velocidad,, en 
los tubos, son las que siguen: 

y _ 0.044 0.056 

0.7854 D] 2 D t 2 ' 

Vf _ (0.056) 2 0.000161 

2g ~ 19.6 Dx 4 ~ D* 


rr 0.011 

2 “ 0.7854 x 0.01 ~ 1Am / se 8; 


= 0.1 m 


-zr- = 0.0323 m 

2g 

La ecuación de la energía entre F y C, es 
como sigue: 

15.00+ (0.014 —+1 ) x 

\ 0.20 / x 

X 0.0323 = 16.389 m 

La ecuación de energía entre F y D, es: 

16.389 = 15.00+^0.014-^+1 j x 
0.000074 


i ?» Q _ 0-000414 0.000074 

ZV + 'ZV 

Esta ecuación se satisface para D.¡ = 
= 0.20 m. 

La ecuación de energía entre B y' E, 
como se indica: 


30.3 + 0.1 = E e + 0.014—0.1 

0.10 


^3 

0.055 

0.07 

E e = 30.4 - 7.0 = 23.4 m 

0.7854 D 2 

■- D , m/seg; 

La ecuación de energía entre A y E, es: 

IV 

2 g 

0.00025 

Z>3 4 


30.00 - 23.4 + 0.014 2850 O' 000161 

Vi 

0.030 

0.0382 

D x 


0.7854 Di 2 

Di 2 ' 

rj ^ / 0.00642 *—- 

- V~6"6— “ ' y °- 000973 = 0.25m 

Vi 2 

2 g 

0.000074 


La ecuación de energía entre E y F, será 

v ñ 

0.025 

0.7854 x 0.04 

= 0.796 m/seg; 

23.4 - 16.389 + 0.014 1970 °'° 0025 

d 3 d ; * 








análisis de sistemas de tubos 


*/ 0,0069 
Í 7.011 


= ^0.000983 = 0.25 m 


9.6 Redes cerradas 

9.6.1 Planteamiento del problema 

Se conoce como red cerrada aquella 
en la cual los conductos que la componen 
se cierran formando circuitos (Fig. 9.22). 
Es el caso de las redes de distribución de 
agua potable en ciudades o las de agua 
para industrias. 

La solución del problema se basa en 
dos tipos de ecuaciones: la de nudo y la 
de pérdida de energía. 

a) Ecuación de nudo. Por razones de 
continuidad (Ec. 9.16) en cada nudo se 
debe satisfacer que: 

2 Qn+Qt= 0 parat=l, ...,n (9.17) 

j si 

donde 


Qi, gasto que va del nudo / al nudo i 
(negativo si llega al nudo i y posi¬ 
tivo si sale); 

Qi gasto que sale o entra al nudo i 
(con la misma convención de sig¬ 
nos). 

El símbolo j si se lee: "para todos los 
nudos j conectados al i a través de un 
tubo". Por ejemplo, si el sentido de los 
gastos fuera el mostrado en la Fig. 9.22, 
la Ec. (9.17), para el nudo 3, indicaría 
que 

Q35 + Qu + Q30 Q;t2 + Q 3 = 0 

donde el gasto Q s es conocido. 

b) Ecuación de pérdida. La pérdida por 
fricción en cada tramo está dada por la 
fórmula de fricción correspondiente, don¬ 
de al substituir la velocidad expresada 
por la ecuación: 



Figura 9.22. Ejemplo de red cerrada. 
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resulta: 


hi¡ = cui Q% (9.18) 

donde ay es una constante del tramo ij. 
Por ejemplo, si la fórmula de fricción es 
la de Darcy-Weisbach, se tiene: 


ha = 


8 fjj Ly 
g ¡y¡i 



Esto es, N = 2, y entonces: 

8/yLy 

1 

en cambio, si fuese la de Hazen-Williams, 
N = 1.851 y 


_ Lij 

ai> (0.279 CWyA/ 2 - 63 ) 1 - 861 

La utilización de las Ecs. (9.17) y (9.18) 
para la solución de una red, conduce a 
un sistema de ecuaciones que es posible 
resolver, por un método de iteraciones o 
con computadora —con base en la esti¬ 
mación de valores iniciales—, los cuales 
se aproximan a la solución exacta me¬ 
diante correcciones cíclicas. 

Existen, en los factores iniciales, tres 
posibilidades a escoger: 

1. Estimación de los valores de Qy. 

2. Estimación de los valores Ay. . 

3. Estimación simultánea de valores de 

Qu y h t¡ . . 

Se presentarán aquí las dos primeras 
que son las más comunes. La última es 
poco frecuente, para la cual se utiliza el 
método de Mcllroy, presentado en la re¬ 
ferencia 52. 

Con el fin de hacer posible el cálculo, 
la aplicación de los métodos de iteración 
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se limita a redes de abastecimiento de 
agua por grupos; a conductos de distri¬ 
bución principal de redes locales en for¬ 
ma de anillos cerrados o a zonas parcia¬ 
les de una red local, reuniendo en grupos 
las demandas de cada usuario, 

9.6.2 Método de Cross para el balance 
de pérdidas 

En una red cerrada cualquiera se eligen 
circuitos elementales como los formados 
en la Fig. 9.22 (por ejemplo, el circuito 
2-7-5-3-2 mostrado en la Fig. 9.23) en los 
cuales se conocen los gastos Q u Q 2 ,...,Q n 
que entran o salen de cada nudo. 

En cada nudo se satisface la Ec. (9.17); 
además, la pérdida de energía entre dos 
nudos de la red (cualquiera que sea el 
recorrido que se elige para llegar de uno 
a otro) es la suma algebraica de las pér¬ 
didas en cada tramo (calculadas con la 
Ec. 9.18). Para ello, es necesario también 
establecer una convención de signos,' ! por 
ejemplo: la pérdida en un determinado 
tramo tiene signo positivo si la dirección 
del gasto en el tramo coincide con la del 
recorrido; y negativo en caso contrario. 

El recorrido completo en cada circuito 
elemental (partiendo y llegando al mismo 
nudo) implica que: 

, t 

'■ ¿E h i} = 0 (9.19) 

donde k es el numero de tramos que for¬ 
ma el circuito elemental. Para el recorrido 
de cada circuito es necesario especificar 
que sea siempre con el mismo sentido, 
por ejemplo, el sentido de las manecillas 
del reloj. 

La Ec. (9.19) es llamada ecuación de 
circuito y vale para todos los circuitos 
elementales de' la red. 
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'■ Figura 9.23. Circuito elemental en una red cerrada. 


Para proceder a la solución, primero se 
estiman los gastos en los tramos, hacien¬ 
do que se satisfaga la ecuación de nudo 
con los valores; estimados y los ya cono¬ 
cidos, Si +AQ es ;una corrección atribui- 
ble a todos los tramos de un mismo cir¬ 
cuito elemental (Fig. 9.23), al recorrer 
éste en gl sentido de las manecillas del 
reloj,, la Ec. (9.19) implica que: . 

hj2 + ^57 — ^S3 ^32 — 

= a 72 (Q 72 + A QY + a 57 (Q„ + AQ)* - 
— a sz (Qos — A QY — a 3Z (O 32 AQ) — 0 

Por ün desarrollo en forma de binomio, 
donde se desprecian términos ‘ dé orden 
superior, resulta-entonces : - ■ ’ 

4 U 72 Q*72 + Ost QV 

Q = ” N{a„Q"-' + a sl Q"¿ + 

— ££S 8 0^53 — U 3 Í Q ,V 32 

+ ^0^ + a 32 Q^) 


o bien, en.el caso general, tenemos: 

'* QV]<?ej) 

ÁQ = — * ■ - - (9.20) 

;; ; : n 2 | ^qV | 

donde el gasto Q<y y la corrección AQ son 
positivos cuando su sentido coincide con 
el de recorrido del circuito en el sentido 
de las manecillas del reloj, o negativo en 
caso contrario. La iteración se realiza has¬ 
ta que se satisfaga la ecuación- de circuito. 

La rapidez en la convergencia del mé¬ 
todo es muy diversa y depende, tanto de 
la estimación de los valores iniciales como 
del tipo y tamaño de la red, pero especial¬ 
mente del número de tramos que se unen 
en cada nudo. Mientras que en redes pe¬ 
queñas se alcanza una buena aproxima¬ 
ción con tres o cuatro iteraciones, en re- 
dés grandes se suelen necesitar de treinta 
a cincuenta. La computadora hace rápi- 
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damente el cálculo, y ello nos facilita un 
ahorro considerable de tiempo. 

La convergencia del método se puede 
acelerar si el valor de la corrección AQ en 
cada paso se multiplica por un factor 
(que varía entre 0.50 y 1.00) cuya magni¬ 
tud depende del tipo de red y del grado 
de exactitud deseada. 

El problema se presenta como sigue: 
Datos conocidos: 

1. Longitud, diámetro y rugosidad de 
los tubos. 

2. Gastos que entran o salen de la red. 
Se desean saber: 

1. Los gastos de todos los tramos. 

2. Las cargas de presión en los nudos 
de la red. 

La secuela de pasos se explica a conti¬ 
nuación, aunado con las columnas de una 
tabla auxiliar, cuando el cálculo es ma¬ 
nual (Prob. 9.14, tabla 9.2). 

1. División de la red en circuitos ele¬ 
mentales (Cois, 1 y 2). Registro de los. 
valores conocidos (Cois. 3 y 4) y cálculo 
de las constantes a (Col. 5). 

2. Primera estimación del gasto en to¬ 
dos los tramos (Col. 6 ). El signo de Q 
será positivo si se estima que sigue el sen¬ 
tido de las manecillas del reloj en el re¬ 
corrido del circuito, y negativo en caso 
contrario. 

3. Multiplicación de los valores de a por 
los gastos correspondientes en el primer 
circuito (Col. 7) en valor absoluto. 

4. Multiplicación de los productos a|Q| 
de la Col. 7, por los gastos Q correspon¬ 
dientes del primer circuito, obteniendo la 
pérdida h, cuyo signo corresponde al atri¬ 
buido al gasto Q (Col. 8 ). 

5. Suma algebraica de Sh — 'Sai Qi 2 en 
el primer circuito (Col. 8 ). 

6 . Suma absoluta de los valores de ai Q¡ 
en el primer circuito (Col. 7). 


7. La corrección resulta de: 


AQ = — 


2 cuQ? 

2 f<zt Q*| 


y se anota con su signo en todos los tra¬ 
mos de un mismo circuito (Col. 9). 

8 . En tramos que pertenecen a dos cir¬ 
cuitos se deben agregar las correcciones 
que resulten del siguiente circuito, con 
signo contrario (Col. 9). 

9. El cálculo en los siguientes circuitos 
se hace en la forma indicada en los pasos 
3 a 8, hasta terminar la primera etapa de 
distribución en toda la red. 

10. Se hace la suma de los gastos esti¬ 
mados, más las correcciones, y se realiza 
una segunda etapa en la misma forma. 

11. El cálculo finaliza cuando las correc¬ 
ciones AQ alcancen el grado de corrección 
deseado. 

Si se consideran como incógnitas los 
diámetros y los gastos de cada tramo, una 
vez calculados éstos se pueden obtener las 
cargas de presión, en cada nudo, a partir 
de las fórmulas de pérdida. Para una red 
compuesta de k tramos’y m nudos, él nú¬ 
mero de incógnitas es entonces: 

I — 2 k 

Para el cálculo de las / incógnitas, existen 
E ecuaciones disponibles. Las de nudo 
proporcionan m — 1 ecuaciones, ya que 
la ecuación para el último nudo resulta 
de las anteriores. Las de circuito propor¬ 
cionan 1 ecuaciones para l circuitos ele¬ 
mentales. 

Se considera que el número de circui¬ 
tos es: 

l — k — m + 1 
y el número de ecuaciones: 

E = (m — 1) + (k — m + 1) = k 
De la comparación entre / y E resulta que 
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TABLA 9.2. Proceso de cálculo del Prob. 9.14 


1 

.2 

3 

4 

5 

6 

... 7 

8 

9 



D 

h 

a x 10-® 

Q x 103 

«-IQ1 

aQ2 x ios AQ x ios 

Circuito 

Tramo 

mra 

m 

segs/mS 

m®/seg 

seg/m 2 

m 

ms/seg 


1-2 

200 

1000 

7.27 

+ 25.0 

182 

+4545 

-13 


2-4 

150 

800 

2820 

+ 16.0 

451 

+7220 

-1.3 

I 

4-3 

125 

500 

4825 

-10.0 

483 

-4825 

-13+12 


3-1 

: 200 

800 

5.81 

-25.0 

145 

-3630 

-13 







1261 

+ 3310 







AQ = 

+ 3310 

-13 




. 



2x1261 



4-6 

125 

500 

4825 

+ 11.0 

531 

+ 5845 . 

-12 


6-5 

125 

500 

48.25 

- 9.0 

435 

-3910 

-1.2 

II 

5-3 

150 

500 

17.65 

-15.0 

265 

-3970 

-12 


3-4 

125 

500 

48.25. 

+ 10.0+13 

545 

+ 6160 

-12 







1776 

+4125 


' ' ' 






+ 4125 







AQ = 



-1.2 


10' 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

Q x ios 

a|Qt 

a Q 2 x ios 

AQ x ios q x 103 

a|Q| 

aQzxlOs 

AQ x ios 

Q 

ms/seg 

seg/m 2 m 

m«/seg 

ms/seg 

seg/m 2 

m 

mS/seg 

ms/seg 

+23.7 

172 

+ 4080 

-03 

+232 

169 

■ +3910 

-0.0 

+ 0.0232 

+ 14.7 

415 

+ 6085 

-0.5 

+14.2 

400 

+5680, 

-010 

+ 0.0142 

-10.1 

488 

-4920 

-03+0.1 

-10.5 

507 

-5325 

-0.0+ 0.0 

-0.0105 

-26.3 

153 

-4010 

-0.5 

-26.8 

156 

-4160 

-0.0 

-0.0268 


1228 

+ 1235 



1232 

+ 105 





+ 1235 




+ 105 




AQ = - - 


03 


AQ = 


- = -0.0 




2 x 1228 

■ ' 



2 x 1232 



+ 9.8 

474 

+ 4645 

-0.1 

+ 9.7 

469 

+ 4550 

-0.0 

+0.0097 

-102 

492 

-5020 

-0.1 

-103 

497 

-5120 

-0.0 

-0.0103 

-162 

286 

-4630 

-0.1 

-163 

288 

-4685 

-0.0 

-0.0163 

+10.1+03 

512 

+5430 

-0.1 

+10.5+0.0 

507 

+ 5325 

-0.0 

+0.0105 


1764 

+ 420 



1761 

+ 70 


, : '• 



+ 420 




+ 70 




AQ = - - 


0.1 


AQ = 

- —- 

- = — 0.0 




2 x 1764 




2 x 1761 




se deben escoger m de las incógnitas para 
resolver el problema; esto es, los diáme¬ 
tros o los gastos. 

Problema 9.14 La red mostrada en la 
Fig. 9.24 tiene la geometría que se indica 
y a ella llegan o salen los gastos también 
mostrados. Las constantes a se calculan , 
a partir de la fórmula de Kutter, con un 
coeficiente m = 0.20 (tubos de acero) y 
para N = 2. 




25,0 


\ 


. 25.7 

ívm 

/ 

•t/seg 

v i r 

/ 9 U/seg 


\¡ 

{ D =t 200 mm 2/ 
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lOOOm 
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25.0 
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/ / 16.0 

26.8 
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A 

,31 Z.~500 m4 

r ^ 151t/seg 
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—\ 11.0 


16.2 f 

6 

| 9.8 

T fitfl 

6 It/seg ^ 
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\ mu/xg 


Figura 9.24. Red del problema 9.14. 


Solución. Se presenta en la tabla 9.2 y en 
la Fig. 9.24 se muestran los diferentes 
ajustes que experimentaron los gastos es¬ 
timados, así como el sentido de los mis¬ 
mos. La columna 18 muestra el valor fi¬ 
nal de los gastos. 

9.6.3 Método de Cornish para el balance 
de gastos (Ref.52) 

Son conocidas las cargas de presión 
en los nudos a los cuales llegan gastos 
(~Qn), o salen gastos (+Qy). Se desean 
obtener dichos gastos y las pérdidas en los 
tramos o las cargas piezométricas en 
los mismos (Fig. 9.25). 



Figura 9.25. Designaciones para las condiciones 
de nudo en el método de Cornish. 

Las pérdidas en los tramos h<,¡ se esti¬ 
man inicialmente y se corrigen por itera¬ 
ciones, a partir de los gastos que llegan o 
salen del nudo. 

La condición de nudo implica que se 
satisfaga la Ec. (9.17). 

Por otra parte, si Pu¡ representa la pér¬ 
dida de energía en el tramo del nudo j 
al i; y Hi la carga piezométrica en el 
nudo i, se tiene: 

_ ( hit \ l,!r .i/tt 

= j =C y (921) 

donde 

Cl ’~ü¿F¡r <“> 

Por lo tanto, el sistema , de ecuaciones 
(9.17) es el siguiente: 

/ hu V /y 

/ £ 2 A—j = 0, para í«l,... ,n 

(9.23) 

Si A Hi es la corrección de la carga piezo¬ 
métrica en el nudo i, en alguna etapa de 
la iteración, la ecuación correspondiente 
a ese nudo sería: 



+ AH¡ 
cui 
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= J ( 4 ±^y" +0l= 

/ e A hii/Qif / 

/ MHi \ 1/N 
- 2 Qyl 1 + ~~r ~~) +Q 

i si \ hj / 


+ Q< = 0 


donde el signo de cada término de la 
suma se elige de modo que sea, negativo 
cuando él gasto es hacia el nudo y posi¬ 
tivo en caso contrario. 

Desarrollando el radical como un bino¬ 
mio, sin considerar términos de orden su¬ 
perior, se obtiene: 

> .( 1+ « «) +a _o 

;«t Q»\ N fui / 

Por lo tanto, la corrección de la carga de 
presión en el nudo i es: c . ; 


AHi = —Ni 


Qi + 2 . Qy 
jet 

TWM 

fei 


La iteración termina hasta que se satisfa¬ 
ce en cada nudo la ecuación de continui¬ 
dad (9.17). 

El problema se presenta como sigue: 
Datos conocidos 

1. Longitud, diámetro y rugosidad de 
los tubos. 

2. Cargas de presión en cada nudo. 

Datos que se desean 

1. Los gastos que llegan o salen del 
nudo. 

2. Las pérdidas de carga en los tramos. 

La secuela de pasos se explica a conti¬ 
nuación, juntamente con las columnas de 
una tabla auxiliar, cuando el cálculo se 
realiza en forma manual (Prob. 9.15, ta¬ 
bla 9.3), para N = 2. 


1. Designación de los nudos y asig¬ 
nación de las direcciones de los gastos 
(Cois. 1 a 5). 

2. Determinación de los valores de 
(Col. 5). 

3. Primera estimación de las pérdidas 
en los tramos (Col. 6); se pone el signo 
negativo a la pérdida correspondiente a 
los gastos que llegan al nudo, y positivo 
én caso contrario. 

4. Divisiones de las diferencias en las 
cargas de presión hy, a través del adecua¬ 
do valor de ay. De la raíz de los cocientes 
resulta el gasto Qy = y/ky/ay', el signo 
pertenece al de hy (Col. 7). 

5. Suma algebraica de los gastos Q en 
cada nudo (Col. 7). 

6. Cálculo del cociente Qy/hy (Col. 8). 

7. Suma de los cocientes Qy/hy en un 
nudo (Col. 8). 

8. Cálculo de la corrección A Hi (con 
N = 2) mediante la ecuación: 


A Hi = -2 


Qi + 2 Qy 
/s* 

2 (Qy/hy) 
iet 


Este valor se suma algebraicamente a 
todas las diferencias de cargas de presión 
en un nudo (Col. 9). 

• 9. A los tramos que pertenecen a va¬ 

rios nudos, además del A Hi calculado en 
el nudo, se suman los correspondientes 
a los de los otros nudos con su signo ori¬ 
ginal (Col. 10). 

10. El cálculo del segundo nudo —y de 
los siguientes-^ se realiza en la misma 
forma como en los pasos del 5 al 10; se 
continúa el cálculo con el primer nudo 
para la segunda corrección, hasta lograr 
que los gastos no cambien y su suma al¬ 
gebraica valga cero. 

* 

Problema 9.15. La red mostrada en la 
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Fig. 9.26 especifica las cargas de presión 
en los nudos 1, 3 y 6. La carga de pre¬ 
sión H l queda determinada por el reci¬ 
piente alimentador, mientras que las car- 
gas H z y H a en los sitios de derivación, 
quedan determinadas por las presiones de 
aprovisionamiento necesarias. Puesto que 
se conocen las dimensiones de los tra¬ 
mos y de las cargas de presión, en los 
sitios de entrada y salida, el sistema se 
debe calciilar por el método de compen¬ 
sación de gastos. Las constantes dé fric¬ 
ción se calculan por la fórmula de Kutter, 
para m — 0.20 y N = 2. 



Figura 9.26. Red del problema 9.15. 


Solución. Se presenta en la tabla 9.3. En 
la Fig. 9.26 se muestran los diferentes 
ajustes que experimentaron las cargas es¬ 
timadas, así como el resultado final de 
dos mismos. . 


9.6.4 Solución de redes mediante compu¬ 
tadora digital 

■ Diferentes procedimientos de solución 
con computadora se han planteado en el 


análisis de redes de agua potable (Ref. 53). 
Las dificultades en la solución consisten 
principalmente en que los sistemas de 
ecuaciones resultantes no son lineales. 
También se trata de encontrar un proce¬ 
dimiento de convergencia acelerada en 
el cálculo de los valores finales de la red. 

Se parte de una red cerrada, tan general 
como la esquematizada en la Fig. 9.22, de 
la que se conoce su geometría (longitu¬ 
des, diámetros, factores de fricción de 
todos los elementos), así como los gastos 
extraídos de la red y concentrados en 
los nudos. Deben satisfacerse las condi¬ 
ciones de frontera —que pueden ser los 
niveles piezométricos especificados en 
ciertos nudos— y que corresponden a 
tanques de nivel constante. 

El problema consiste en determinar las 
cargas piezométricas en cada nudo; éste 
queda solucionado si se resuelve el siste¬ 
ma de ecuaciones (9.17). La Ec. (9.21) se 
escribe en la manera siguiente: 


Qy =* Cy 


„ IAV (H¡ — Hi) 1 


o bien 


Qy = Cy 


(H,-Hi) 

\Hi~HiY~y» 


(9.25) 


que directamente proporciona el signo del 
gasto, de acuerdo con la convención esta¬ 
blecida: negativo si llega al nudo y posi¬ 
tivo si sale de él. 

El sistema 9.17 queda entonces así: 


.2. Cy 
leí 


(Hi-HQ 


+ Qi — 0 



para i (9.26) 


formado por n ecuaciones con las n in¬ 
cógnitas H lt ..., H n ; ; puede tomar va¬ 
lores de 1 a m, siendo m el número total 
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de nudos (variable) unidos al i por me¬ 
dio de un tubo, incluyendo los de cargas 
piezométricas constantes. El símbolo / e i 
se lee: para todos los tubos j que llegan 
al nudo i. 

El sistema no es lineal y para su solu¬ 
ción es común utilizar el método de ite¬ 
ración de Newton-Raphson, el cual se 
explica a través de los siguientes pasos : 

1. -El sistema de ecuaciones por resol¬ 
ver es del tipo: 


Se suponen valores iniciales Ht de las in¬ 
cógnitas, qué forman así el vector si¬ 
guiente: ■ "■ 

=(h 1 , H 2i ...,H») ■ 

i \ i i i / 

el cual es necesario corregir mediante el 
vector de correcciones AH. 

2. Se calculan, con los valores de H lf 
los de las funciones f¡; a saber: 1 



y el jacobiano de las funciones f¡, defi¬ 
nido como sigue: 


dU 

di, T. 

di i 

3W, 

m. 

3 H„ 

.1 

i 

1 

37- 

di. 

dh 

3 H\ 

3 

3 H, 

3 

, 3 

3 


,3 fu. 

, din 

din 

3 H, 

.1 

dH, 

3 

' ' 3H„ 

1 


3. Con el vector de correcciones de los va¬ 
lores Hi, inicialmente supuestos, tenemos 
que 1 ■. 

AH -(AH¡, A H t ,.... ÁH n 'j 

i \ i i i / 


y con el jacobiano, se forma el sistema li¬ 
neal siguiente: 


dh . 

di, ,■ 

: dfr 


AH, 

. 1 - 


f 

d H x 

dH, v 
1 

dH„ 

1 



J 1 

3, 

din 


i-, .dfn 


A H„ 

3 


U 

3 

d h x 


2 




(9.27) 


cuya solución permite obtener los valores 
de las incógnitas, para una segunda eta¬ 
pa de iteración: • : • .• 

Hi = Hi + AH< 

2 .1 1 . 

4. Se repite el procedimiento y obte¬ 
nemos : 

Hi = Hi + Aft (9.28) 

„ • ; * •••. fe —1 *— 1 ■ 

hasta que los valores de sean cero o 
menores que la aproximación deseada. 

Sin embargo, el método clásico de 
Newton-Raphson conduce —en muchos 
casos— a una lenta convergencia; en oca¬ 
siones a una divergencia, lo que consume 
tiempo de máquina. 

F. González y A. Capella (Ref. 54), des¬ 
pués de probar diferentes métodos en el 
análisis de la red interna de la ciudad de 


México, han propuesto una modificación al 
método clásico de Newton-Raphson, que 
reúne las ventajas deseadas. Para dicho 
trabajo se dispone de un programa de 
computadora, digital en el Instituto de In¬ 
geniería de la UNAM. El método consiste 
en hacer una modificación a, la forma de 
la Ec. (9.28), la cual se explica a conti¬ 
nuación. 

En cualquier etapa de la iteración el 
vector H, define un punto en un espacio n . 

Te ' 

dimensional. Además, los valores de la 
serie de funciones p ( H»), obtenidas a 
partir de H <( corresponden a errores en 

Je 

la solución que implica la aceptación de 
H¡ como valores finales de las incógnitas. 

La suma de los errores cuadráticos deter¬ 
mina la función que sigue: ' * 

F = 2 ff (H|j . (9.29) 

í. /‘—I k ’ 

la cual sería cero si H¡ fuese la solución 
* 

correcta del sistema (9.25), pues esto im¬ 
plica que todas las funciones f¡ valgan 
cero. Puede demostrarse que, en una de¬ 
terminada etapa de la iteración, el vector 
AHt señala una dirección sobre la cual 

k—i 

la función F decrece. Sin embargo, la me¬ 
jor convergencia se logra si, en lugar de 
aceptar la magnitud total de la corrección 
AHj como en la Ec. (9.28), se acepta una 

ft—1 

magnitud proporcional a ésta. Es decir, 
-que ■ 1 

-i H¡ = Hi + a 0 AH, (9.30) 

k k —1 *—i 

donde a 0 se escoge de tal manera que la 
función F sea mínima en la dirección 
dada, que puede adoptar valores compren¬ 



didos en el intervalo 0 < a 0 </., donde L 
puede ser incluso, mayor que 1. 

Para encontrar a 0 , que hace mínima 
a F sobre dicha dirección, se utilizó el 
método de búsqueda directa en una direc¬ 
ción de Fibonacci, que reduce al mínimo 
el tiempo de cálculo (Ref. 54). 

El hecho de que la función F decrezca 
hasta un mínimo, en la dirección del vec- 
t° r Aí/i, implica que dicha función sea 

unimodal dentro del intervalo 0 < a 0 < L; 
esto es, hay un número 0 < íz 0 < L tal, que 
F decrece estrictamente para a < a 0 y cre¬ 
ce estrictamente para a > a 0 . 

Por inducción se puede demostrar que 
la, cantidad NF (comprendida en el inter¬ 
valo L ) para' la cual se produce el mínimo 
de F, es: 

NF n ==+MP.- a ; n>2 (9.31) 

donde NFo = NF 1 = 1. 

Los NF n son, los números de Fibonacci 
cuya secuencia sé puede generar de la 
Ec. (9.31) en la forma:' " ' 

n = 1 2 3 4 5 6 7 "8 9 10 ..... 

NF n = 1 1 2 3 5 8 13 21 34.55 ..... 

de tal manera que NF 20 > 10 000. La 
Ec. (9.31) también se escribe así : 

NF n NFn-2 

NF *-’ . ABIT¬ 

ES posible demostrar que NF„/NFn i se 
aproxima al valor (V5+l)/2«1.62 cuan¬ 
do n es grande y, por lo tanto, 

NFns/NFn-i se aproxima al valor 0.62. 
Esto se puede ver a partir de la secuencia 
de números antes generada, para n = 10; 
por lo tanto, los dos primeros valores a x 
y a 2 se deben elegir a una distancia 0.62 L 
de ambos extremos del intervalo. 
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Figura 9.27. Mínimo de la función i 7 . 


La técnica de búsqueda de se puede 
sintetizar en los siguientes pasos. 

1. Debido a que no se conoce el inter¬ 
valo L en que varía a 0 , entonces ,se háce 
una búsqueda gruesa con los valores a= 0, 
l, 3, 4, 5,, etc., calculando simultánea¬ 
mente el valor de la función F (Ec. 9.29) 
para determinar el intervalo L¡ en que 
se encuentra el mínimo. Por ejemplo, en 
la Fig. 9.27a se observa que dicho mínimo 
se encuentra para 1 <a <2 y la magni¬ 
tud del intervalo Li = 2 —• 1 = 1. 

2. Se repite el mismo procedimiento 
del paso anterior; ahora para «i — 1 + 
+ 0.38 Lj, - 1 + 0.62 L¡_ (en este caso 
a = 1) y se calculan los valores de Fj y F 2 
correspondientes. Si F t < F 2 (como en 
la Fig. 9.27b j el nuevo intervalo ¿j és : 

L 2 = 0.62 L x = 0.62 X 1= 0.62 

medido desde u == 1, hasta a — 1 + 0.62 X 
X L t = 1 + 0.62 X I = 1.62. 

Si, por el contrario, Fj > F 2 , el nuevo 
intervalo es también: ¿2 = 0.62 = 0.62, 

pero medido ahora desde a =1 +0.38 L{= 


= 1 + 0.38x1 = 1.38, hasta a=l+L, —1 + 

+ 1 = 2 . 

3. Suponiendo que hubiese resultado el 
primer caso (F* < F 2 ), se repite el mismo 
procedimiento para los siguientes: 

= 1 + 0.38 ¿2 = 

= 1 + 0.38 X 0.62 = 1.2356 

a 2 = 1 + 0.62 ¿2 = 

= 1 + 0.62 X 0.62 = 1.3844 

y se calculan los correspondientes F x y F t . 
Suponiendo ahora que F t > F 2 , el nuevo 
intervalo es L 3 = 0.62 12 = 0.62 X 0.62 = 
= 0.3844, pero medido a partir de 
a = a x = 1.2356 hasta a = 1.62. 

4. El procedimiento se repite tantas ve¬ 
ces como sea necesario, hasta encontrar 
a 0 que da el mínimo de F con la aproxi¬ 
mación deseada. 

En la Fig. 9.28 se presenta el diagrama 
de bloques del programa en computadora 
digital. 
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Figura 9.28. Diagrama de bloques del programa en computadora digital, para la solución de 

una red cerrada. 


9.7 Diámetro económico su geometría para proceder a su análi¬ 

sis. La selección del diámetro es la que 
En la mayoría de los sistemas de tubos admite más variantes en la solución, de¬ 
es necesario conocer de antemano toda bido a que puede hacerse con base en un 
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mayor número de criterios. Sin embargo, 
el más importante es quizá el de la eco¬ 
nomía, tanto en el monto de la inversión 
inicial en el sistema, como en el de con¬ 
servación y operación. 

El diámetro más económico, de cada 
uno de los tramos componentes del sis¬ 
tema, será aquel para el cual es mínima 
la suma de-Ios costos de la instalación, 
conservación y servicios. Los costos de 
la instalación incluyen los propios en el 
diseño, conservación e instalación, para 
la obtención del sistema. Los costos de 
conservación y servicio- incluyen los 
correspondientes al personal y materiales 
necesarios para mantener en servicio el 
sistema, además de los costos de la ener¬ 
gía para el mismo, como en el caso de 
una planta de bombeo. Los tubos de gran 
diámetro ocasionan una pérdida de fric¬ 
ción más pequeña pero son más costo¬ 
sos; con los de menor diámetro sucede 
lo contrario. 

El diámetro más económico será aquel 
de mínimo costo total, como se muestra 
en la Fig. 9.29. 

En una instalación hidroeléctrica, cuya 
tubería tiene varios tramos de diámetro 
y longitud distintas, el diámetro más eco¬ 
nómico en cada tramo se puede calcular 
de modo aproximado por las fórmulas de 
Bundschu (Ref. 43): 

D = <70.052 Q/ para HM< 100 m 

D = <70.052 Q s 3 ÍOO/H» para///W>100 m 
donde 

D diámetro más económico, en m; 
Eu carga que depende de la bruta o 
total H y que vale (Eu = E + 15 
a 20), cuando E<100 m; y (H¿r = 
=¡ 1.1 H 4 - 20) cuando > 100 m 
(todas las cargas en m). 


gasto máximo alimentado a las 
turbinas, en m 3 /seg. 


■ Costo de ^ 
conservación y 
servicio 


Diámetro del tubo 


Figura 9.29. Diámetro más económico. 

En el caso de una instalación de bombeo 
se puede admitir, en forma aproximada, 
que el , costo de un conducto es c x DL, 
donde c x es el costo por unidad de diáme¬ 
tro y longitud. Él costo de la instalación 
es c 2 P; donde c 2 es el costo por unidad 
de potencia (CV) instalada y P dicha po¬ 
tencia. 

El costo total del sistema será: 

C — c t DL + c 2 P 

Substituyendo a P por su valor y despre¬ 
ciando las pérdidas locales, se tiene: 


í 16/ Q 2 

C=c,DL + c, -^- 


Al derivar e igualar a cero, resulta: 


■ — c t L + 


f)-; 

y la segunda derivada es positiva (PC/ 
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dtP — 0, lo que resulta una condición de TABLA 9.4. Velocidad media más económica 
mínimo, a saber: en tuberías, en m/seg según Richter 


D = Ks/Q 


Fórmula llamada de Bresse válida cuan¬ 
do la operación de bombeo es continua; 
K es una constante que vale, aproximada¬ 
mente, 1.20. En realidad, el hecho de adop¬ 
tar la fórmula de Bresse equivale a fijar 
una velocidad media económica: - 


4 Q 4Q 4 
ñlP ~ %K?Q ' xK? 


Tuberías de succión en bombas cen¬ 
trífugas, de acuerdo con la carga de 
succión, longitud, temperatura del 
agua (<70°C) 

0.5 a 1 

Tuberías de descarga en bombas 

15a2 

Redes de distribución para agua po¬ 
table e industrial 

Tuberías principales 

1 a 2 

Tuberías laterales 

0.5 a 0.7 

Tuberías muy largas 

1.5 a 3 

Tuberías en instalaciones hidroeléctri¬ 
cas con turbinas 

’ ; • / 


Con inclinación y .diámetro pequeño 2 a 4 
Con inclinación y diámetro grande 3,6 a 8 
Horizontales y gran longitud 1 a 3 



que para valores de K, entre 1 y 1.5, resul¬ 
tan velocidades de 1.28 m/seg a 0.57 m/ 
seg. 

Si la operación es intermitente, se pue¬ 
de usar la fórmula empírica de Marquardt 
(Ref. 55): 

D - 

donde 

K coeficiente de Bresse; 

D diámetro económico, en m; 

Q gasto, en m 3 /seg; 

número de horas diarias 

_ \ de servicio real 

__ 


Problema* 9.16. Sea una tubería formada 
por n tramos rectos de igual longitud L 
y diferentes diámetros D. Se supone que 
el costo de un tramo es kD 2 EL, esto es, 
dependiente del espesor que debe crecer 
en función de la resistenciá, con la carga 
de presión H que debe soportar (k cons¬ 
tante). Deseamos encontrar la ley que 
cambia el diámetro D del tubo, con la 
carga de presión E, si el costo de la tu¬ 
bería debe ser el más pequeño posible. 
La pérdida de energía en la conducción 
debe permanecer constante. 

Solución, El costo de n tramos de igual 
longitud es: 

K — k L 2 Di 2 Ei 

i—i 


Un criterio más sencillo consiste en es¬ 
pecificar la velocidad más económica en 
el tubo, de acuerdo con los datos de Ricn- 
ter (Ref. 43) y que se indican en la ta¬ 
bla 9.4. 


La pérdida de energía en un tramo es 
de la forma siguiente: 

h L Vi 2 8 /-LQ* C 

Vl “ 1 D t 2 g ~ n 2 g ~DF ~ ~5F 
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donde Q es el gasto y C una constante. La 
pérdida total de energía por fricción para 
los n tramos es: 


h t = ,2 h f = C { S, 


A 0 


Puesto que h t debe permanecer constante, 
• para el caso extremo K = mín, con 


ht_ 

C 


n 




siendo h t /C constante. 

Utilizando una constante a de propor¬ 
cionalidad, tenemos: 


d 

dDi 


K + 


“( 


fu 

c 


n 1 


)] 



IkLHiDi > 5«Pr 9 = 0 
H D 7 — constante 


Problema 9.17. La regla de Adams, obte¬ 
nida de la expériencia, indica que el diá¬ 
metro económico de una tubería —en una 
instalación hidroeléctrica o de bombeo- 
debe ser tal que los 2/5 del costo inicial 
del tubo, por unidad de longitud y por 
año, sea igual aí costo de la pérdida de 
potencia resultante, debida a la fricción 
en el tubo. Fundamentar teóricarhente di¬ 
cha regla. 


Solución. Dado el grado de seguridad 
del tubo, contra ruptura, se debe propor¬ 
cionar el espesor del mismo de acuerdo 
con su diámetro. , 

Para conductos : largos el costo K x del 
tubo, por unidad de longitud, es propor¬ 
cional principalmente, al p.eso del mis¬ 
mo; esto es, K x ~ C x D 2 , donde el coefi¬ 
ciente Cj incluye también otros costos de 
menor importancia, los cuales dependen 
de D 2 . 


La pérdida de potencia (P = yQh /), 
debida a la fricción en el tubo, es propor¬ 
cional al gasto y a la pérdida de fricción. 
En primer lugar es proporcional a V D 2 
y, en segundo, a V^/D, por lo cual la poten¬ 
cia perdida por fricción es proporcional 
a V 3 D. Puesto que V es proporcional a 
l/D 2 , el costo de dicha pérdida K 2 por 
unidad de longitud del tubo es igual 
a CJDr\ 

El costo total: 


K = C i D‘ ¡ + 



debe ser mínimo, para lo cual se procede 
con el criterio de la primera derivada, es 
decir: 


2 Ci D 




2K x -5K 2 

D 


o sea 



PROBLEMAS 

1. Calcular el gasto en la tubería, mostrada en 
la figura, sin considerar las pérdidas de 
energía. 



2. El sistema de bombeo, mostrado en la fi¬ 
gura, debe tener una presión de 0.4 kg/cm 2 
en el manómetro, cuando la cavitación es 
incipiente en la entrada de la bomba B 
(p = — 0.7 kg/cm 2 ). 


M 



Figura del problema 2. 

Calcular la longitud que debe tener la tu¬ 
bería para satisfacer esta condición de ope¬ 
ración, si el factor de fricción f = 0.03. ¿Qué 
potencia suministra la bomba al fluido? 
¿Qué tanto por ciento de esa potencia se 
utiliza para compensar las pérdidas? Para 
el chiflón considere C v = 0.98. 


3. Para medir el gasto de agua en un conduc¬ 
to de 0.20 m de diámetro, se instala un dia¬ 
fragma normal de 0.10 m de abertura, para 
el cual —con un manómetro diferencial de 
mercurio— se mide la diferencia de presio¬ 
nes, antes y después del diafragma. Hacer 
un esquema acotado de la instalación y esta¬ 
blecer la curva que relacione el gasto, en 
lt/seg, con la lectura en mm del manómetro 
diferencial. 

4. a) Calcular el diámetro de la tubería de ace¬ 
ro, soldado y nuevo, indicada en la figura, 
para que el gasto sea de 45 m 3 /seg con las' 
válvulas totalmente abiertas, b) Determinar 
la abertura de la válvula de mariposa en el 
caso de que se desee un gasto de 25 m s /seg. 
La rejilla consiste de placas de 3.8 cm de 
espesor y 15 cm de peralte; la velocidad 
frente a ellas es de 0.60 m/seg. Los coefi¬ 
cientes de pérdida en las válvulas abiertas 
son: K v = 0.01 (compuerta); K v - 0.008 
(mariposa). 



5. La velocidad del agua, en una tubería de 
152 mm de diámetro, se espera que varíe 
entre 0.6 y 1.5 m/seg. El intervalo corres¬ 
pondiente a / se estima que está entre 0.022 
y 0.018. A partir de estos datos, encontrar 
una expresión exponencial para la pérdida 
de fricción, por cada 1000 m de longitud de 
tubería, del tipo h, = C Q”, donde C es una 
constante. 


6. La obra de toma, cuya geometría se mues¬ 
tra en la figura, descarga libremente al am¬ 
biente. La rejilla consiste en placas de 3.8 
cm de espesor y 15 cm de peralte. En la 
estación 0 + 612.94 la tubería se bifurca para 
descargar mediante dos válvulas de chorro 
hueco, de 2.60 m de diámetro, contra una 
estructura amortiguadora. Detenninar el 
gasto que descarga la obra de toma con 
las válvulas totalmente abiertas y tubería 
de acero soldado. 
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7. En la obra de toma mostrada, determinar tramos son: L x = 50 m, L 3 - 1000 m, L i = 

el gasto en la tubería así como la presión = 2400 m, => 600 m. El diámetro de la 

en el punto B. La tubería es nueva de acero tubería es D = 0.40 m y el radio de las cur- 

soldado; las longitudes de los diferentes ■ vas igual a 4 D. 


25.00 m 



Figura del problema 7. 


8. Un sifón invertido —para cruzar un barran- ría es el doble de la velocidad en los canales 

co— consiste en una tubería de acero sol- de llegada y salida (F 0 ). Determinar el des¬ 
dado, de 1.50 m de diámetro, como se es- nivel Az que es necesario-proporcionar en- 

quematiza en la figura. El gasto máximo tre las plantillas de los dos canales, 

es de 4 m 3 /seg y Ja velocidad en la tube- 



Figura del problema 8. 


9. a) Determinar el gasto en el sifón mostrado para evaluar la pérdida por fricción, b) De- 

en la figura, el cual es de acero soldado, terminar las líneas de energía total y cargas 

nuevo y tiene los diámetros D¡ - 100 mm, piezométricas. 

D 2 = 500 mm. Utilizar la fórmula de Darcy . 
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Figura del problema 9. 


10. El tubo mostrado en la figura debe trans- - 0.058. Determinar la carga H necesaria 

portar un gasto de 3 lt/seg. El factor de para ese gasto. '■ 

fricción de cada tramo es i 1 = 0.048, f¡>~ 
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12. La tubería mostrada en la figura— es ho- Admita que los diámetros (comerciales dis- 

rizontal y de fierro fundido, nuevo. Deter- ponibles) son de: 125, 100, 90, 80, 70, (mm) 

minar una posible solución de las longitu- etcétera. Trazar también las lineas de ener- 

des y diámetros de los tramos intermedio gía total y de cargas piezométricas, conside- 

y final, para que el gasto sea de 20 lt/seg. rando todas las pérdidas de energía. 



Figura del problema 12. 


13. Un depósito B —de nivel variable—• es ali- cido, que descarga al ambiente a la eleva- 

mentado, mediante un conducto dé 400 m ción de 0.0 m. Los conductos son de fierro 

de longitud y 200 mm de diámetro, por otro fundido. Determinar el diámetro descono- 

recipiente A de nivel constante. Por otra cido para que el nivel en B permanezca 

parte, el depósito B alimenta otro conducto constante a la elevación de 4.0 m. 

’/ de 200 m de longitud, y diámetro descono- 


Elev. 14.00m 



Figura del problema 13. 


14. Dos depósitos, cuya diferencia de niveles 
permanece constante e igual a 10 m, están 
comunicados por un conducto recto y hori¬ 
zontal, constituido por dos tramos: el pri¬ 
mero de 40 m de longitud y 100 mm de diá¬ 
metro; y el segundo de 50 m de longitud y 
50 mm de diámetro. A la mitad del segun¬ 
do tramo se intercala un diafragma de 30 
mm de abertura. Los conductos son de ace¬ 
ro soldado, nuevo. Determinar el gasto que 
pasa de un recipiente a otro, así como la 


línea piezométrica, teniendo en cuenta todas 
las pérdidas. 

1S. En la figura se presenta el perfil longitudi¬ 
nal y planta general de un conducto, que 
parte de una presa cuyo nivel se encuentra 
a la altura de 76.15 m y su extremo final 
descarga al nivel de 12.15 m. A lo largo del 
trayecto se han previsto tres derivaciones: 
la primera de 0.6 lt/seg en el punto 11; la 
segunda de 0.9 lt/seg en el punto 22; la 
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tercera de 0.3 lt/seg en el nudo 24 y, como 
descarga final, 0.7 lt/seg para una utiliza¬ 
ción posterior. De esta manera, el gasto 
total extraído de la presa es de 2.5 lt/seg. 
Es necesario que la cota piezométrica en el 
punto final (25) de la tubería, sea de 30 
metros sobre el nivel de la sección final y 
que ésta se mantenga en todos los puntos 
del conducto, comprendidos entre el 11 y 
el 25. El desnivel total entre la superficie 
libre en la presa y la sección final, es de 


34 m. Determinar los diámetros del con¬ 
ducto D v D 2 , D a y Z> 4 , necesarios para 
satisfacer las condiciones anteriores, consi¬ 
derando que el material será de acero rola¬ 
do, nuevo, sin soldadura;- elija diámetros 
(comerciales) comprendidos entre los si¬ 
guientes valores: 32, 38, 51, 64, 76, 83 y 
89 mm. Considere que existe envejecimien¬ 
to del tubo durante 20 años, con agua del 
grupo II en la tabla 8.2; asimismo, des¬ 
precie las pérdidas locales. 


16. Un depósito, cuyo nivel permanece constan- 50 mm de diámetro, a) Calcular el gasto en 

te, alimenta al conducto de fierro fundido, la tubería, b) Trazar la línea de energía 


mostrado en la figura. En C hay un chi- total y de cargas piezométricas, incluyendo 

flón cónico (C d = 0.947) con una salida de todas las pérdidas. 



Figura del problema 16. 


17. En la figura se muestra -una instalación hi¬ 
droeléctrica que. alimenta a una rueda Pel- 
ton. En el vaso de almacenamiento el nivel 
se mantiene a la elevación de 200.00 m y 
aquel se une a un pozo de oscilación me¬ 
diante una galería horizontal de 2 km de 
longitud y 1.50 m de diámetro, la cual está 
revestida de concreto, bien acabado. El eje 
de tal galería se encuentra a la elevación de 
180.00 ni. Del pozo de oscilación parte .un, 
conducto de acero, soldado y nuevo, de 
600 m de longitud que descarga al ambien¬ 
te —mediante una válvula de aguja— a la 
elevación de 0.00 m. Dicho conducto está 


compuesto de dos tramos; el primero de 
200 m de longitud y 500 mm de diámetro; 
el segundo, de 400 m de longitud y 300 mm 
de diámetro. La válvula de aguja descarga 
un chorro cuyo diámetro efectivo es de 
100 mm y en ella se produce una pérdida lo¬ 
cal que se evalúa con la fórmula 0.1 Vf/2 g, 
donde V e es la velocidad del chorro descar¬ 
gado. Determinar; a) el gasto descargado; 
b) la potencia neta de todo el sistema en 
CV; c) el nivel del agua en el pozo de osci¬ 
lación; d) el trazo de la línea de energía 
total y de las cargas piezométricas, tenien¬ 
do en cuenta todas las pérdidas. 
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Elev. 



Figura del problema 17. 


18. a) El tanque de agua —mostrado en la fi¬ 
gura— alimenta al conducto A-B de 100 mm 
de diámetro y descarga al ambiente por 
un orificio, de pared delgada, de SO mm de 
diámetro (véanse coeficientes en Fig. 6.25). 
a) Determinar el gasto en el conducto, b) 
Se desea colocar en C una tobera para 
la medición del gasto cuyo diámetro en la 
salida sea de 50 mm. Dicha tobera está 
perfilada de manera que la sección contrac¬ 


ta coincida con la sección de salida. Para 
compensar la resistencia suplementaria, de¬ 
bida a esta tobera, se ha decidido sobreele¬ 
var el tanque de agua en la dirección de la 
tubería vertical, sin modificar la altura h. 
Calcular la sobreelevación del tanque, ne¬ 
cesaria para conservar el gasto original. El 
factor de fricción en el conducto es / = 0.02 
y la pérdida local en la curva es 0.2 V*/2g. 
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19. Determinar el diámetro constante de un con¬ 
ducto rectilíneo A B, del cual se derivan 
gastos de 25 y 30 lt/seg en C y D, respecti¬ 
vamente; asimismo se tienen, del punto D 
al B, derivaciones uniformes de 2 lt/seg, 


a cada metro de longitud. En el punto B 
la presión debe ser por lo menos de 15 m 
de columna de agua y está obturado por una 
tapa ciega. El factor de fricción de la tubería 
es/= 0.02. 
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Figura del problema 21. 


22. Para la tubería mostrada en la figura, se 
pide: a) Cuando L -10 km, tubo de fierro 
fundido nuevo (H = 20 m, D - 0.40 m), 
calcular el gasto, b) Para L = 10 km: tubo 
de acero soldado nuevo (H = 20 m, Q - mu 
It/seg); calcular D. c) Para L = 5 km: tubo 
de asbesto-cemento {D = 0.50 m, Q - 200 
lt/seg); calcular H. d) Si para el tubo de 
fierro fundido, L = 1000 m, H = 20 m, Q - 
= 20 lt/seg y el diámetro de la boquilla del 
chiflón es un cuarto del diámetro del con¬ 
ducto, seleccionar el diámetro del conducto 


entre los valores comerciales: 60,80,100, 125, 
150, 175, 200, 250, ..(mm). 



Figura del problema 22. 


23. En la obra de toma, mostrada en la figura, 
el tubo es de acero sin costura nuevo; su 
diámetro 1.40 m y las longitudes: L AR -2 000 
m; Lj¡ 0 = 18 m; L CD = 9m. Determinar el 
gasto que transporta y la presión. 


en B. Si dicha presión no es tolerable, in¬ 
dicar qué medidas deben tomarse para ase¬ 
gurar el gasto calculado, sin considerar las 
pérdidas menores. 



Figura del problema 23. 
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24. En el sistema de tubos mostrado en la fi¬ 
gura, la geometría es como sigue: L t = 150 
m, = 200 m, ¿3 = 300 m, D t = 150 mm, 
D 2 = 200 mm, D 3 = 250 mm. Además, las 
rugosidades absolutas de los diferentes tu¬ 
bos son: gj = 0.15 mm, g 2 = 0.6 mm, g s = 
= 03 mm. 


a) Para H = 8 m, determinar el gasto en 
cada tubo del sistema. 

b) Calcular H si el gasto total se reduce a 
200 lt/seg. 

c) Determinar la longitud equivalente de 
una tubería única nueva, de fierro fun¬ 
dido, que reemplace al sistema, para 
H = 8 in. 



Figura del problema 24. 


25. Determinar el gasto' que transporta cada L x ^L r> = 750 m\ U = £, = 500 m; L s *= 

una de las tuberías, del sistema mostrado = 300 mj D 1 = D s = 0.50 ¿n; D, = D. = 0.40 

en la figura, así como la pérdida total de m; D 3 = 0.60 m. 

A a B. Las longitudes y diámetros son: 



Figura del problema 25. 


26. Calcular el gasto en las tuberías, del siste- de 1 m/seg. Determinar también la carga 

ma mostrado en la figura, si por la de H, necesaria. 

200 mm de diámetro la velocidad debe ser 
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de fierro fundido 
Figura del problema 26. 


27. El sifón mostrado en la figura tiene la si¬ 
guiente geometría: L 1 = 50 m, l~¿ — 100 m, 
¿3 = 150 m, D ± = 75 mm, D 2 = 50 mm, 
D 3 = 75 mm. Además, f¿ - 0.025, f¡¡ ~ 
= 0.028 y f 3 = 0.025. 

a) Determinar la carga H, necesaria para 

que Q¡¡¡ = 3 lt/seg. , 

b) Si h = 2 m y la longitud del tramo C-D 
de 20 m, determinar en qué punto (C o 
D) se presenta Ja mínima presión; calcu¬ 
lar la magnitud de ésta. 



Figura del problema 27. 


28. El sistema de tubos —mostrado en la figu¬ 
ra— tiene la siguiente geometría: L = 50 m; 
D - 25 mm y transporta un líquido cuya 
viscosidad cinemática está dada por la figu¬ 
ra adjunta y su peso específico es y = 900 
kg/m 8 . 


a) Calcular, la carga H necesaria para trans¬ 
portar un gasto Q - 0.2 lt/seg, hasta el 
depósito B, a la temperatura de 10°C. 

b) Con dicha carga H, determinar el gasto 
que llegaría hasta B, si la temperatura 
del líquido aumenta hasta 40°C. 



Figura del problema 28. 
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29. Los recipientes A y B alimentan al C a tra- a) Calcular el gasto descargado a C —para 

vés del sistema de tubos mostrado, cuya H = 16 m— y con un coeficiente de pér- 

geometría es : L x = 200 m, D 1 - 200 mm, dida en la válvula: K„ = 12. 

Lj = 100 m; D z = 100 mm, L¡ = 600 m, b) Calcular cuál debe ser el mínimo va- 

f 3 n I°, mm ' Además - fi “ U = 0.02 y Ior de K„ cuando h = 4 m y la longitud 

’ 2 aü25 ‘ de la porción vertical del tubo 3 sea de 

440 m, para evitar presiones negativas, 
peligrosas en el sistema. 





Figura del problema 29. 



■; Q.< ■ 

Figura del problema 30. 


30. En el sistema mostrado en la figura, de A 
se deriva un gasto Q A = 35 lt/seg y en B 
descarga Q g - 50 lt/seg, con los siguientes 
datos: L x = 300 m; D 1 = 225 mm,/, » 0.03, 
Lj = 150 m; D 2 = 125 mm, /, = 0.038; 
¿ 3 = 250 m, D.j = 150 mm, / 3 = 0.032; 
L.¡ = 100 m, =■• 175 mm, = 0.042. 

a) Calcular H para satisfacer las condicio¬ 
nes anteriores. 

b) Calcular la elevación piezométrica en el 
punto A. 
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Figura del problema 33. 


34. Determinar la distribución del gasto, en las por arriba de-la de A. Determinar la carga 

tuberías de la obra de toma de] problema total de bombeo, si el gasto debe ser de 

93, considerando abierta la derivación la- 0.40 m 2 /seg, así cobo el gasto en cada ra- 

tera1 ' mal, considerando que f = 0.02 para todos 

los tubos. , 

35. Una planta bombea agua, de un depósito A ‘ 

a otro B, mediante un tubo de 610 mm de 36. En el sifón (mostrado en la figura) se desea 
diámetro y 450 m de longitud; éste se bi- conocer; a) el gasto total que fluye de A 

furca después en dos tubos de 305 mm y a B, si L = 100 m; D = 100 mm- v = 0.01 

457 mni de diámetro cada uno y 600 m de cm 2 /seg; £ '= 0.2 mm; B = 5 m. ’bj Cuánto 

longitud. La estación de bombeo está sitúa- debe ser h, de manera :.que la presión en C 

da en la proximidad del depósito A y la no sea inferior a — 0.6 kg/cm 2 . 

superficie libre en el B se encuentra 60 m 



Figura del problema 36. 






















384 


análisis de sistemas de tubos 


problemas 


385 


37. En la conducción mostrada se pide calcu- D z - 0.25 m; f 2 - f B = 0.0175; el tubo 1 es 

lar los gastos Q„ y Q s , si ^ = 2 m, h 2 = 1 horizontal y el gasto Q x = 130 lt/seg. 

m; 4 = 300 m, Lg = 1000 m; D 2 - 0.30 m. 



38. En el sistema de tubos, mostrado en la figu¬ 
ra, calcular H, de manera que Q = 12 lt/seg, 
para los siguientes datos: L t = L$ = 50m; 


L .¡ ~ 200 m; D = 100 mm; e = 0.2.mm; 
v = 0.C1 cm 2 /'seg. 




40. La red de tubos, representada en la figura, 
sirve a una instalación de riego. Los rocia¬ 
dores están conectados en los puntos D, E, 
F y deben proporcionar un gasto de 5.6 3t/ 
seg, con una presión equivalente a 20 m de 
columna de agua. La geometría del sistema 
es como sigue: L x = 160 m, = 40 m, 


¿3 = 80 m, L 4 = 50 m, Lg = 120 m; son 
tubos de fierro fundido N = 30 (Kozeny). 
Calcular la potencia necesaria de la bomba 
en el punto 0 para abastecer la red (ti = 
= 84 % ) así como el diámetro de los tubos 
elegido entre los comerciales: 51, 64, 76, 89. 
102, 127 y 152 mm , 


Elev. 0.60 m 



39. El agua se descarga de modo libre desde un 
recipiente con una determinada carga H — 
10 m a través de un tubo de 150 m de longitud 
y 50 mm de diámetro. 

a) Suponiendo que sólo trabaja el tubo cen¬ 
tral, calcular la longitud L x del tubo la¬ 
teral que aumentaría el gasto en un vein¬ 
te por ciento. 


b) Calcular el porcentaje de incremento del 
gasto del tubo central si, además del tubo 
del inciso anterior, se conecta un segun¬ 
do tubo con Lg = 46.7 myí 2 = 0.10 m. 

Considere los mismos coeficientes de pér¬ 
dida en las tres tuberías: f\ — fi =/= 0.019 
y que los tubos son paralelos y muy próximos 
entre si. 


41. En el problema 9.10 determinar la distribu¬ 
ción del gasto en los tubos, cuando el coefi¬ 
ciente de pérdida en la válvula sea K v = 0. 

42. Calcular la potencia de la bomba que tiene 


una eficiencia p = ochenta y cinco por ciento, 
para que el tubo 2 Heve un gasto de 5 lt/seg. 
La geometría es: L x = 75 m; D l m 75 mm; 
/i “ fz* fs = 0.03; ¿2 = Zg = 100 m; D 2 = 
= = 50 mm; H = 10 m y K v = 15. 
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Figura del problema 42. 


43. Calcular la presión que debe leerse en el 
manómetro M, de modo que el nivel de la 
superficie libre del recipiente A sea el mis¬ 
mo que el del recipiente B; asimismo, 


Q 2 = 5 lt/seg. Utilizar los siguientes datos: 
¿i = 75 m; = 75 mm; Lj. = I* = lOOm; 
D n = D z = 50 mm ; H = 10 m, = 1 a = / 3 - 
= 0.03 y K v ** 0.15. 


Airé a'pr.esióri 


Figura del problema 43. 


44. En el sistema de tubos —mostrado en la 
figura— se tiene la siguiente geometría: 
h - 200 m, Z, = 100 m, i, = 150 m; D 1 = 


= D s = 100 mm, D s *> 80 mm; ■* 7 m, 
H 2 = 3 m; rugosidad absoluta en todos los 
tubos, e = 0.2 mm; V = 0.01 cm 2 /seg. 
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a) Calcular el gasto en cada tubo. b) Calcular la longitud que debería tener 

la tubería 3 de manera que (? 2 = Q. 



Figura del problema 44. 


45. Para el sistema de tuberías/mostrado en la ■ ta por ciento, para que Q B = 5 It/seg. Con- 
figura, calcuíar la potencia necesaria de sidere L = 210 m, 2> = 0.10m y 1 « 0 025 

la bomba, (en CV) con eficiencia del ochen- 1 : ;■■■■• 


17.70 m 



Figura del problema 45. 


46. Desde un depósito, cuyo nivel constante se horizontal -perpendicular al primero- con 

mantiene a la elevación de 20.00 m, parte él cual se une en forma de T. El segundo 

■ ££♦ conducto recto de 100 m de longitud. conducto desemboca, en cada extremofaun 

s e desemboca a la mitad de un Conducto tanque cuyo nivel sé'mantiene a la eleva- 
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ción de 5.00 m. le distancia desde la T a 
cada tanque es de 50 m. Determinar los 
diámetros de los conductos si se desea ob¬ 
tener —en cada extremo del segundo con¬ 


ducto— un gasto de, por lo menos, 25 lt/ 
seg. Los conductos son de fierro fundido y 
los diámetros (comerciales) varían de 10 
en 10 mm. 



L = 50 m 


Figura del problema 46. 


47. Un depósito, cuyo nivel permanece constan¬ 
te, a. la elevación de 10.00 m, alimenta dos 
conductos: 2-4 y 2-6. En 3 y 4 se desean 
derivar gastos de 2 500 y 2 000 It/min. De 5 
a 6 el conducto debe derivar un gasto de 


300 lt/min a cada metro de longitud. El 
agua debe , ser descargada con una presión 
equivalente a, por lo menos, 6 m de colum¬ 
na de agua,. Calcular los diámetros de los 
conductos si éstos son de fierro fiindido y se 
dispone de las siguientes diámetros comercia¬ 
les en mm: 102, 152, 203, 254, 305,406. La 
velocidad no deberá ser mayor que 3 m/seg. 


Figura del problema 47. 


\ Elev. 0.IH) 
T7 


q — S00 lt/min/m 
Elev. 0.00 


48. Para el abastecimiento de agua de un po¬ 
blado se dispone de dos~ tanques elevados 
A y B, como se muestran en la figura. El 
tanque A se alimenta desde el sitio de, cap¬ 
tación; el B es alimentado (especialmente 
por la noche) por el A durante periodos cor¬ 
tos y en las horas de gran consumo entrega 
el agua a la red .de abastecimiento.. Las tu- 
, herías de <4 y B se unen, en el punto 3 y de 


ahí continúa una tubería hasta el 4, donde 
se inicia la red de abastecimiento del pobla¬ 
do. Por esta razón, en el punto 4 se debe 
proporcionar la carga de presión H i , nece¬ 
saria, sobre la red de abastecimiento. Las 
pérdidas locales pueden considerarse des¬ 
preciables. , 

Un gasto Q 4 = 300 It/seg se desea abaste¬ 
cer con una carga de presión = 40.5 m. 


problemas 


389 


AI recipiente A corresponde alimentar un 
gasto de 200 It/seg y, al B de 100 lt/seg. Las 
longitudes de las tuberías son: = 2000 

m, = 800 m, ^ = 1 000 m; éstas son 
nuevas, de acero soldado. Las velocidades 
medias deben quedar comprendidas entre 
0.90 y 1.30 m/seg. a) Calcular el diámetro 
de las tuberías, elegido entre los siguientes 
valores (comerciales): 300, 325, 350, 375, 
400 y 450 mm. b) Determinar los niveles 
ífj y Zf 8 y la carga de presión en 3, para que 


ocurran las condiciones anteriores, c) Si 
H 1 y 77 2 se mantienen con el valor calcu¬ 
lado y se desea que únicamente el tanque 
A alimente a la red, determinar el gasto 
abastecido; las velocidades en los tubos 1-3 
y 3-4; la carga de presión que se dispondría 
en el punto 4. d) Determinar la distribución 
y sentido de los gastos, así como las cargas 
de presión en 3 y 4, si se mantienen las 
cargas H l y 77 2 calculadas y se desea un 
gasto Q i = 50 It/seg. 



Figura del problema 48. 


49. Tres conductos se desean diseñar, dos de los 
cuales alimentan al nudo C (como se mues¬ 
tra en la figura). Desde los recipientes A y 
B el tercero conduce el agua hasta el pun- 
to D. Las longitudes de ios tubos y las ele¬ 
vaciones de los puntos sé muestran tam¬ 
bién en la figura. El recipiente A debe abas¬ 
tecer un gasto de 20 lt/seg; el B, de 10 lt/ 
ség. En el punto D la carga piezométrica 
no debe descender dé la elevación de 230 m 


(20 m sobre el nivel del terreno). Se de¬ 
sean conocer los diámetros más adecuados 
para los tres conductos, elegidos entre los 
siguientes diámetros comerciales: 76, 102, 
152 y 203 mm; además, se trata de que sea 
la solución más económica. Los conductos 
serán de fierro fundido que, con el uso, su 
rugosidad absoluta puede aumentar hasta 
en un veinticinco por ciento. 
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280 m 



50. En e] sistema mostrado los chiflones des¬ 
cargan al ambiente, y tienen un diámetro 
d s = 20 mm y un coeficiente de pérdida 
K h - 0.06. Además, H l = 12 m y H 2 = 18 
m; I = 50 m, = 25 m; D = 50 mm y 
f = U = 0.025. 

a) Calcular el gasto descargado por cada 
chiflón, así como las alturas z x y z¡¡ teó¬ 
ricas, alcanzadas por los chorros. 

b) Calcular el coeficiente de pérdida K v , en 
la válvula, a modo de igualar los dos 
gastos. 



51. La bomba del sistema de tubos —mostrado 
en la figura— tiene una potencia de 175 CV 
y en las secciones A y B {de succión y de 
descarga de-la bomba) se registran presio¬ 
nes de 0.68 kg/cm 2 y 3.6 kg/cm 2 respectiva¬ 
mente. í'l, ; 

El coeficiente de pérdida en la válvula 


es <K„ - 26 y el factor de fricción de 
Hazen-Wiiliams es .= 120 para todos los 
tubos, a) Calcular la distribución de gastos 
en los tubos de la red y la elevación del 
agua en el depósito! , C. b) Dibujar la línea 
de cargas piezométricas con las elevaciones 
en cada ,punto C) Calcular la eficiencia, de la 
bomba. 


































56. a) Determinar los gastos Q 2 y Q,, descarga- la elevación C máxima, tolerable, de manera 

dos por los tubos del sistema (mostrado en que se eviten presiones negativas para Y cada 

la figura) el cual está alimentado por una uno de los casos anteriores? d) Determinar 

bomba que eleva la presión, en M, hasta la potencia de la bomba con una eficiencia 

5 kg/cm 2 . b) Calcular el gasto descargado i) = 0.80 y con L t - 40m; D 1 = 80mm, X», = 

en uno solo de los recipientes, cuando se = L s = 80 nr y D 2 = D s = 50 mm; f. ~ 

cierre la válvula en el otro, c) ¿Cuál será = 0.025, / = / = 0.03, K„ = 3. 



Figura del problema 56. 
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23.00 



C 


Figura del problema 58. 

59 ' ?- e !£r a Í ndl o^ 0 ' H r = -Z m> L n 50 % tOS Q " Q * y que es necesario sumíais- 

^ r°? 5 ’, Ll 80m ‘ Dl = 200 trar a los recipientes para mantener cons- 

^ alc “ ,ar e ! gasto , total Q tante, en todos ellos, el nivel H, así como 

descargado al ambiente, así como los gas- el gasto total Q. 



£„», L„D X 


. • Figura del problema 59. 

6 °' ^ fr,“l gaS - t0 en , ! . os tub ? s del f- Pot^cia de 10 CV (hacia 7), encontrar 

tema mostrado, si se elimina ¡a bomba. Q Á y q b 

b) Si el gasto Q hacia el nudo 7 jale 85 lt/ d) Para un gasto de 30 It/seg hacia B, ¿qué 

seg, calcular los gastos hacia B y A, ade- energía comunica la bomba cuando se 

más de la altura piezométnca en 7. trata de una eficiencia del setenta por 

c) Si la bomba transfiere al líquido una ciento y qué potencia se requiere? 
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30 m 



L— 300 m 
D = 300 mm 
£=1.2 mm 


Figura del problema 60. 

61. a) Determinar el gasto en los tubos del sis- ramente en la figura siguiente, 

tema cuya geometría se muestra muy cla- 

30 m 



/ = 0.025 1 


r Figura del problema 61. 

62. La carga sobre el vertedor (G) rectangular, tema indicado en la figura, ¿cuál es la al- 

de pared delgada y sin contracciones late- tura piezométrica en B y la distribución de 

rales, es de 0.33 m. El vertedor tiene una , gastos? Dibujar las lineas de alturas piezo- 

Iongitud de cresta de 3.6 m y la velocidad métricas* considerando que el factor de fric- 

de llegada puede despreciarse. Para el sis- ción es / = 0.02 en todos los tubos. 



Figura del problema 62. 
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63. En la figura de abajo la elevación de la extremidad de la tubería en D,; y cuál es 

línea de cargas piezométricas en B es de la carga h que habrá sobre el orificio E de 

15 m y las tuberías BC y BD están dispues- 10 cm de diámetro (f = 0.020 para todas las 

tas de modo que el gasto se divida por igual tuberías), 

a partir de B. ¿Cuál es la elevación de la 



Figura del problema 63. 


64. En la red mostrada en la figura, calcular la 
distribución de gastos en cada tubería, para 
los siguientes datos: 


Tubo 

¿(m) 

D(mm) 

a 

1-2 

300 

500 

21 

2-3 

300 

300 

313 

3-1 

550 

500 

38.4 

4-1 

400 

600 

10.6 

34 

400 

300 

469 


! 00H U/seg 500 lt/seg 



Figura del problema 64. 


En la tabia, a representa el coeficiente de 
la fórmula h = a Q 2 para la pérdida, donde 
Q en m 3 /seg y h en m. 


65. Determinar el gasto en los tubos de la red 
(de la figura) considerando que C¡¡ = 100 en 
la fórmula de Hazen-Williams. 































67. La figura muestra el proyecto del sistema 
de tubos para combatir incendios en una 
instalación industrial. En los puntos 1, 2, 
3 y 4 se requiere instalar hidrantes para 
abastecer gastos de 15, 30, 60 y 15 lt/seg, 
respectivamente. Determinar el gasto en los 


tubos del sistema. (Utilice la fórmula de 
Hazen-Williams, C„ = 95.) Considerando que 
la elevación de todos los nudos de la red 
es 70.00 m; calcular la altura de las cargas 
de presión, en cada nudo. 
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70. La elevación y la carga de presión en los 
nudos de la red de tubos, del problema 65, 
son como sigue: nudo 1, z x = 155 m, h x = 
= 34 m; nudo 3, z 3 = 150 m; nudo 4, z.¡ = 146 
m, h t = 28 m; nudo 6, z 8 = 152 m, h a = 
= 32 m. Las entradas y salidas en ios nudos 


1, 4 y 6 son las mismas que se indica en 
el problema 65. Suponiendo C B = 100, en la 
fórmula de Hazen-Williams, determinar el 
gasto en ios diferentes tubos del sistema 
y la elevación de la carga piezométrica en 
los nudos 2 y 5. 



Figura del problema 71 


71. Calcular los diámetros de los conductos 1-3, 
2-4 y 34. Los puntos 3, 5 y 4 se encuentran 
35 m por debajo del nivel del agua en el 
depósito. En cada uno de estos tres puntos 
se deriva un gasto de 15 It/seg, con una pre¬ 
sión de, por lo menos, 15 m por aniba de 
su nivel. Los conductos son de fierro fun¬ 
dido, afaltado. Elija los diámetros según los si¬ 
guientes comerciales: 76, 89, 102,152 y 203 
mm; la velocidad no debe ser menor que 
lm/seg. 
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72. Determinar la distribución de gastos en la son de fierro fundido, viejo (C„ » 100, 

red, mostrada en la figura, donde los tubos Hazen-Williams). 



Figura del problema 72. 


73. Determinar (en la red mostrada en la fí- (Hazen-Williams); el gasto de las deriva- 

gura) el gasto en cada tubo y la pérdida de ciones se expresa en It/seg. 

energía desde 1 hasta 6. Suponer C¡¡ = 100 ■ - 


5.0S 



6.31 6.31 


Figura del problema 73; 


74. En nuestra figura se presenta la red de tu¬ 
berías !(de una industria) para la cual se de¬ 
sean determinar los diámetros de la misma, 
de tal manera que la velocidad del agua 
sea del orden de 0.80 m/seg (velocidad eco¬ 
nómica). Los tubos deben elegirse entre los 
valores (comerciales) siguientes: 100, 150 
200, 250, 300, 350 y 400 mm. Calcular ade¬ 


más la distribución de gastos en la red. 
Las pérdidas de energía se calculan con la 
fórmula de Kutter, con m = 0.25. Para 
la solución, haga una estimación preliminar 
de los gastos según las direcciones anota¬ 
das en la figura; verifique los diámetros 
indicados y las direcciones de los gastos an¬ 
tes y después de la distribución final. 
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FLUJOS CON POTENCIAL 


10.1 Introducción 

10.1.1 Planteamiento general ' 

En los capítulos precedentes la mayoría de los problemas se han pro¬ 
puesto para flujo unidimensional, considerando la existencia de una velo¬ 
cidad media representativa en toda la sección de un conducto. Sin embar¬ 
go, muchos problemas de flujo requieren un conocimiento más preciso 
de la distribución de velocidades y presiones, a lo largo de las superfi¬ 
cies de frontera de un flujo o de una determinada sección transversal del 
mismo. El análisis de un flujo bi y tridimensional, basado en la existencia 
de un potencial de velocidades, proporciona una aproximación más real de 
la mayor parte de las soluciones, las cuales pueden ser también apli¬ 
cadas al flujo a través de medios porosos, como es el caso en un suelo: 

Este tipo de análisis está basado en la existencia de un modelo mate¬ 
mático llamado, flujo con potencial; esto es, existe una función escalar 
y, z ) tal que la velocidad en cada punto es v =.grad <f>, o sea: 

• , S0 3 <l> ■■■■•'■ 3 <f> 

v. = ; v, == ——; v„ = r-—- 

dx 3y 32 

Al calcular las componentes de rot v (Ec. 3.7b), usando las expresiones 
anteriores, se comprueba que "v. 

rot v = rot grad <f> = 0 

lo cual significa que la existencia de un potencial de velocidades está 
limitada a los casos de flujo irrotacional, por lo que en el modelo mate¬ 
mático ambos términos tienen el mismo significado. 

Por otra parte, la existencia del flujo con potencial no impone restric¬ 
ciones por lo que respecta a las propiedades del fluido. Puede existir un 
flujo potencial aun cuando éste sea compresible 0 viscoso (no permanente 
o permanente). En este capítulo, el planteamiento se restringe al flujo 
incompresible por resultar de mayor interés y sencillez. 7 
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Por lo que respecta a los flujos visco¬ 
sos, los gradientes de velocidad son expli¬ 
cables gracias a la acción de esfuerzos cor¬ 
tantes producidos por la viscosidad; úni¬ 
camente en ciertos casos es compatible 
un flujo irrotacional con uno viscoso (por 
ejemplo, el vórtice irrotacional). Puede 
decirse que en un flujo, el cual inicialmen¬ 
te es irrotacional (como el que se produce 
partiendo del reposo), la viscosidad gene¬ 
ra y propaga vórtices que lo convierten 
en rotacional. Por otra parte, un flujo ge¬ 
nerado principalmente por la acción de 
esfuerzos tangenciales tenderá a ser rota¬ 
cional, debido a que éstos pueden transmi¬ 
tirse solamente en un fluido viscoso. Es el 
caso del flujdo confinado entre fronteras 
sólidas en reposo. 

Un flujo irrotacional no puede conver¬ 
tirse en rotacional si sobre las partículas 
actúan Tínicamente fuerzas de gravedad y.; 
de presión. Es más, como regla, general, 
se puede producir un flujo -aproximada-, 
mente irrotacional— en fluidos i-eales, si 
el movimiento es resultado de fuerzas de 
presión y de gravedad, o bien en aquellas 
zonas de un flujo a presión en las que los 
efectos viscosos carezcan de importancia. 
Para el primer caso puede tomarse como 
ejemplo la generación de ondas sobre la 
superficie libre de un líquido o, en gene¬ 
ral, flujos a superficie libre (canales, ver¬ 
tedores, compuertas,, ampliaciones, reduc- ,, 
ciones, etcétera). En el segundo caso, el 
flujo rotacional se confina sólo a la zona 
próxima a la pared llamada capa límite. 
La hipótesis de Prandtl (Sec. B.3.4) esta¬ 
blece que para fluidos de poca viscosidad 
los efectos de ésta son apreciables sólo en 
una zona de reducido espesor, en la proxi¬ 
midad de la pared. Asimismo, los resul¬ 
tados que se obtienen, suponiendp que se 
trata del flujo de un líquido no viscoso, 
pueden aplicarse al flujo; de un líquido 
real con suficiente aprojdmación. Esto 


es principalmente cierto cuando el flujo es 
convergente o acelerado, pero en flujos 
desacelerados pueden existir zonas de se¬ 
paración de la capa límite y producirse, 
además, una estela de vórtices difícil de 
estudiar analíticamente. 

, K Ue las explicaciones anteriores se des¬ 
prende que el flujo con potencial se res¬ 
tringe prácticamente al fluido ideal o per¬ 
fecto, definido ya como aquel que se 
comporta como incompresible y no visco¬ 
so, cuyo estudio forma parte de la Mecá¬ 
nica de Fluidos, llamada tradicionalmente 
Hidrodinámica. Si se exceptúa la presen¬ 
cia, de singularidades vorticosas, el movi¬ 
miento de este tipo de fluidos es irrota- 
: cional. 

10,1.2 Flujo en medios porosos 

Un ejemplo'clásico de la existencia de 
potencial,' en un flujo, lo constituye el 
de infiltración a través de medios permea- 
> bles en el que dominan la acción viscosa 
y una clara irtotacionalidad. Los casos 
más comunes comprenden el flujo de 
agua, aceite u otros fluidos, que se pro¬ 
ducé a través de suelos o rocas permea¬ 
bles. : 

La figura 10.1 presenta un esquema del 
flujo que ocurre a través de una muestra 
de medio poroso, entre dos depósitos a su¬ 
perficie libre. Considere un plano de re¬ 
ferencia como el indicado. En un punto 
1 .cualquiera —sobre una línea de corrien¬ 
te— se tiene una elevación y una carga 
de presión pjy, esto es, la energía h t = 

— Zi + Pi/y. Al pasar al punto 2 se ten¬ 
drá, ahora fh = z 2 + p 2 /y. 

, En h no queda incluida la carga de ve¬ 
locidad por ser muy pequeña en compa¬ 
ración con las otras dos. Darcy demostró 
experimentalmente que la velocidad me¬ 
dia, con que se mueve el fluido de 1 a 2, 
está dada por la ley que, lleva su nombre, ;; 
a saber: J 


ecuaciones fundamentales 


407 




I_ __ - v. - . 1 .’ '• T i -i—Lí- _ v :V -- 

- ; ~~ 

- — * ’ - • - ; • - ..■.*••• *. 

* ■, . , —i . J ¿2 ► _ 


Figura 10.1. Para 3a derivación de la Ley de Darcy en un medio poroso. 


.Ah 


Vy ky 


dónde Ah = ti 2 — h T ; As la distancia re¬ 
corrida de 1 a 2; y k es un coeficiente 
llamado de permeabilidad o de conducti¬ 
vidad hidráulica, qué; tiene .las dimensio¬ 
nes de una velocidad (generalmente cm/ 
seg) y que depende de las características 
del suelo y del fluido. El signo negativo 
en la .ecuación de Darcy se debe a que h 
decrece al aumentar s. También, v se re¬ 
fiere a la velocidad con que fluye el fluido, 
considerando las porciones sólidas y va¬ 
cías del medio. Si sé define la porosidad 
del medio n como la relación del volumen 
de vacíos al volumen total (de sólidos y 
vacíos ), la velocidad efectiva del fluido 
v i a través de los poros vale: . ’ 


v 

v» = — 
n 


La ley de Darcy se puede generalizar 
para tres dimensiones, aceptando que exis¬ 
tan permeabilidades isotrópicas distintas, 
según un sistema de coordenadas triorto- 
gonal. Esto es: 


Ve = — k,- 


Ello implica la existencia de un potencial 
que satisface las ecuaciones anteriores: 

<P = - (h + ky + ke) h (10.1) 

donde k x , ky, k s son los coeficientes de 
permeabilidad, según’ las coordenadas x, 
y, z y funciones únicamente dé ellas en el 
orden respectivo. Además, h — z + p¡ y 
es la carga total en cada punto del flujo. 

Cuando el medió sea isotrópico, k m — 
ky — ke — k en las ecuaciones anteriores. 


10.2 Ecuaciones fundamentales 

Para el flujo incompresible (permanen¬ 
te o no) y para el irrotacional es válida la 
ecuación (4.3) de continuidad, divv = 0. 

Si además se considera que el fluido 
es no viscoso (u — 0) el esfuerzo tangen¬ 
cial t vale cero en todos sus puntos. Por 
otra parte, con v = grad 4>, entonces: 

— = _( gradíJ^grad — 
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y la ecuación de movimiento (4.9) sé re¬ 
duce a la forma: 


gai (y + -Y~ +gz + : w) =a 

Debido a que la definición matemática 
de gradiente es independiente del siste¬ 
ma de ejes de coordenadas que se elija, 
la integración de la ecuación se puede 
efectuar en todo el campo de flujo y no 
necesariamente sobre una misma línea de 
corriente. 

,Por lo tanto, se deduce que 


P v 2 . „, 3<#> 

— + ~+ gz = C (t) - —— 
p 2 3í 


o bien, resulta: 


(10.2a) 



C(t) 


1 3 ¿ 
g dt 

( 10 . 2 b) 


donde .C (t) es una función que depende 
únicamente del tiempo, ,, , 

La Ec. (10.2b) es la ecuación del movi¬ 
miento en un flujo irrotacional y es válida 
en todo el campo de un flujo ideal —no 
permanente— sin referirse necesariamen¬ 
te a una misma línea de corriente particu¬ 
lar como la Ec. (4.11). Es de gran utili¬ 
dad en la teoría de las ondas irrotaciona¬ 
les. Para el flujo permanente, la Ec. 
(10.2b) se simplifica a la forma: 


Z- i- — + — H = const (10.3) 

Y 2g,-, 


Esta ecuación se conoce como de Ber- 
nóulli e indica que la energía H es cons¬ 
tante para todos los puntos de un campo 
de flujo permanente con potencial y no 
del todo necesario .sobre una misma li¬ 
nea de corriente, conjo la Ec. (4.14). 


Por lo que se refiere a la segunda ecua 
ción del movimiento (4.9b), se puede su 
mar en ambos lados el término 


y se obtiene: 


—f- 

3 n \ 


1 / V 2 • 

\ v 3v 


T\Tg. 

' g dn 



V 2 V 

3v 

+ 2 g) 

rg g 

3m 


De acuerdo con la Ec. (10.3) el primer 
miembro de la ecuación anterior vale cero 
y, por lo tanto, del segundo se obtiene: 


r 3 n 


(10.4) 


Además, toda vez que dn — dr, de la inte¬ 
gración por separación de variables resul¬ 
ta entonces: 

In r + ln v = ln k — const 

v = ¿/r (10.5) 

que es la ecuación del movimiento para 
un flujo irrotacional y para cada línea-de 
corriente (k const), distinta de la ecua¬ 
ción v = cor del flujo rotacional. Final¬ 
mente la tercera ecuación del movimien¬ 
to (4.9c) es válida también para este cam¬ 
po de flujo. 

La aplicación de la ecuación de Bernou- 
Ili (10.3) entre un punto 0 y otro cualquie¬ 
ra de un campo de flujo irrotacional y 
permanente, es: 


(Po + Y Zo) 4- P—~ = (p + Y z) + /> — 


o bien: 


(p + Y z) - (po + y Zo) 

i P V 0 2 

-(v-r 


( 10 . 6 ) 
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C p se conoce como coeficiente de presión 
y no posee dimensiones. Si el flujo es 
horizontal, entonces z ~ Zo y desaparecen 
los términos correspondientes en la (ecua¬ 
ción 10.6). 

Problema 10,1, El flujo bidimensional de 
un líquido se produce entre dos paredes 
cilindricas coaxiales horizontales, de ra¬ 
dio interior r¡ y exterior r„ y sección trans¬ 
versal rectangular de ancho b (Fig. 10.2). 
El flujo, antes del cambio de dirección, 
tiene velocidad y presión media v 0 y p 0 en 
toda la sección. Las líneas de corriente 
en la curva se supone que son circunferen¬ 
cias con centro en 0.' Determinar la dis¬ 
tribución de velocidades v y presiones p a 
través de la sección O-A, suponiendo que 
las pérdidas de energía son despreciables 
y el flujo irrotacional (con potencial). 



Figura 10.2. Flujo bidimensional e irrotacional 
entre dos paredes cilindricas. 


Solución. En el campo de flujo se satis¬ 
face la Ec. (10.5) en la cual, la constante 
k se obtiene de la ecuación de continui¬ 
dad (4.7<z) para la unidad de ancho, como 
sigue: 

v« (r„ — n) = P’ v dr — k f r ° ~^ r 
J n J rd r 



donde q — v 0 (r 8 — r<) es el gasto por uni¬ 
dad de ancho* , 

Con este valor de 1c en la Ec. (10.5) la 
ley de distribución de velocidades resul¬ 
ta ser: 



La Ec. (10.3) es aplicable a cualquier 
punto de radio r, donde —al substituir la 
ley con la que se distribuye v — resulta: 



La mínima presión se tiene para la pa¬ 
red interior (r = n, z = z¡) y vale: 


P< = 



la máxima presión para la pared exterior 
(r = r„, z — z «), será: 


Pe ~ y (H— Ze ) - p 




i® 


Entonces, la diferencia entre ambas pre¬ 
siones es: 
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pe~pi — V (Zi — to) + 


, K r e —r ( i 

+ p— --—- 

[ r,r.ln(-:)J 


Ir, 2 - n 2 J 


o bien, al despejar v 0 , el gasto unitario en 
función de esta diferencia de presión vale: 


q — Uf, In 




>1 


Si las paredes cilindricas que limitan al 
flujo, son verticales, se hace z< = z« en 
todas las ecuaciones anteriores. 

Los resultados tienen interés cuando se 
desea determinar el gasto en una conduc¬ 
ción forzada, para lo cual basta medir la 
diferencia de presión entre el lado interior 
y el exterior en una curva de la misma. 
También en el caso de conocer la mag¬ 
nitud de la presión negativa en estructu¬ 
ras a presión que poseen zonas por arriba 
de la línea de cargas piezométricas, con 
objeto de compararlas con la presión de 
vaporización del líquido y predecir el pe¬ 
ligro de cavitación. En el caso del sifón 
(de sección rectangular) de la Fig. 10.3, 


H p 0 y todas las variables dependen de z, 
al elegir el plano de referencia coincidien¬ 
do con la parte más baja de la sección 
vertical en la garganta. 

En efecto, una vez conocido el radio R 
de la pared inferior, r = R + z, n = R, 
r<s — R + d, y la velocidad media v 0 ~qfd, 
de acuerdo con los resultados anteriores 
la distribución de presiones sería: , . 


y * 

p(z) = -yz — p-j-x 


d Y 1 

, . A (R + zY 


. -0 7 ) 


donde la presión mínima ocurre para 
z ='.d. y es obviamente negativa. , i 
Otra aplicación es. en el caso de la dis¬ 
tribución de presiones sobre la vertical 
que pasa por el centro de curvatura de 
una vena líquida, sobre la. estructura lla¬ 
mada salto de esquí al pie de un cimacio 
(Fig. 10.4). _ V'j 

En este caso, debido a que z se mide 
desde la plantilla del salto y verticalmen¬ 
te, entonces Ze = 0, Zi = d, pt = 0 (atmos¬ 
férica) y con b ancho de la vena líquida 
y Q gasto total (v 0 = Q/bd); de acuerdo 
con los resultados anteriores la diferencia 


Garganta 



Plano de referencia 


Figura 10.3. Distribución de presiones en la sección de la garganta de un sifón. 
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Horizonte de energía 



H 

■ I + z - 


V í A = "7 í • ! , 

W/7 7 7 7 7 ■ ¿I '*77777? 1 , ' , 

■' + n ■ ;ui s " " 

Figura 10.4. Distribución de presiones radiales en un salto de esquí. 


de presiones entre el fondo y la superfi¬ 
cie libre (pt = 0) es: 


pe ~ yd + 


1 d 

T p ~dF ” 

■ L In 


[ 1 

_L 1 

L r? 

Te 2 J 


Por ejemplo, si H =20 m, Q— 167.5 m 3 /seg, 
d = 2m, fe — 5 m, n —. 10 m, n = 8 m, 
q = 167.5/5 = 33.5 m 3 /seg/m, resulta 
entonces: . 


Ve - .—... -15 m/seg 

r s ln (r e /n) 


Vt ..—- 18.8 m/seg 
r«ln(r«/r t ) 


— = 8.44m 

y 

Observe que si se considera una distri¬ 
bución hidrostática de presiones, la carga 
de presión en el fondo sería igual al ti¬ 
bante d = 2m. 


10.3 Propiedades de la función potencial 
y condiciones de frontera 

10.3.1 Propiedades 

De acuerdo con la definición de fun¬ 
ción,.potencial: v — grad <f>, y .si s es el 
vector unitario tangente en cualquier pun¬ 
to a una línea de corriente, se puede es¬ 
cribir que: 

v = v • s = grad <f> ■ s 

Esto es, por definición de derivada direc- 
cional, la magnitud de la velocidad es: 


V = -g“ (10 ' 7) 

donde s representa la coordenada curvi¬ 
línea a lo largo de la línea de corriente. 
Por otra parte, la ecuación: 

<t> (.x, y, z) = H 

representa una familia de superficies equi¬ 
potenciales diferentes, de acuerdo con el 
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valor que se le asigne a la constante. To¬ 
dos los puntos contenidos en una de estas 
superficies tienen el mismo valor del po¬ 
tencial <f>. 

Puesto que grad 4> es un vector normal 
en cada punto a la superficie equipoten¬ 
cial y, a su vez, representa al vector velo¬ 
cidad, las líneas de corriente serán orto¬ 
gonales a las superficies equipotenciales 
como se indica en la Fig. 10.5. 

Si las superficies de corriente = cons¬ 
tante, x *= constante,; definidas en la sec¬ 
ción 3.8 (Fig. 3.15) (que obviamente tam¬ 
bién existen en el flujo con potencial), se 
eligen de modo que sean ortogonales, és¬ 
tas formarán con las superficies equipo¬ 
tenciales un triple sistema de superficies 
ortogonales: 

'Hx.y.z) = F 
X(x,y,z) = G 
<f>(x,y,z) = H 

a partir del cual se pueden determinar las 
características del flujo en cada punto. 

La existencia del potencial <f> en un flujo 
incompresible donde div v = 0, implica 
que div grad <j> = 0. Esto es, se cumple: 

3 2 <¿ 3 2 <¿ 


que es la ecuación de. Laplace, por lo que 
la función potencial <¡!> que la satisface es 
armónica. 

Para un flujo bidimensional la ecuación 
de Laplace se reduce a: 


l# + -Í7 = o (10 - 9) 

donde, por definición de función poten¬ 
cial y de corriente, se satisfacen las ecua¬ 
ciones de Cauchy-Riemann, las cuales en 
coordenadas cartesianas y polares son 
respectivamente: 


d<t> _ dty 
dx dy 


(10.10a) 


(10.10b) 


(10.11a) 


(10.11b) 


Siendo el flujo irrotacional, la compo¬ 
nente según z (normal al plano del flujo) 
de rot v es (Ec. 3.7b) la siguiente: 


- Superficie equipotencial 


• Lineas de corriente 


Figura 10.5. Ortogonalidad entre las superficies equipotenciales y las líneas 

1 de corriente. 
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dVy dv* _ 

dx dy 

donde, al substituir las Ecs. (10.10), se 
obtiene: 


d^l> d 2 ^ 
dx 2 + dy 2 


( 10 . 12 ) 


Lo cual significa que en un flujo bidimen¬ 
sional con potencial, la función ip es tam¬ 
bién armónica. 

De los desarrollos anteriores se deduce 
que las funciones potencial y de corriente 
no son independientes, sino que están re¬ 
lacionadas entre sí a través de las ecua¬ 
ciones (10.10) o (10.11), de modo que si 
se obtiene una de ellas, existe una sola 
función correspondiente a la otra. Lo an¬ 
terior se comprueba en el caso del flujo 
bidimensional en cuanto subsiste la rela¬ 
ción entre ellas, a saber: 


place, las funciones & + <f> z o — <j> 2 tam¬ 
bién cumplen con la ecuación de Laplace 
y representan el potencial para el flujo 
que resulta de la combinación. Esto se 
debe a que la ecuación de Laplace es li¬ 
neal y vale el principio de superpo¬ 
sición. 

b) Una función potencial que satisface 
la ecuación de Laplace y las condiciones 
de frontera, en un flujo determinado, re¬ 
presenta la solución única del problema 
de dicho flujo. En efecto, suponga que 
existen dos funciones y <f> 2 que satisfa¬ 
cen las condiciones antes indicadas. To¬ 
mando en consideración la propiedad 
anterior, la función <f> & = j> 1 — <¡> 2 es tam¬ 
bién función potencial. De la Ec. (10.7) 
se tiene: 



ds ds 


o bien: 


*-Klr* + :tr*) 

(10.13) 

-í 


Por otra parte, la semejanza entre las 
Ecs. (10.9) y (10.12) sugiere que las fun¬ 
ciones potencial y corriente —para un 
flujo bidimensional— representan las fun¬ 
ciones de corriente y potencial, respecti¬ 
vamente, para otro del mismo tipo. Es 
decir, dadas las funciones potencial y de 
corriente para un flujo, se pueden inter¬ 
cambiar entre sí para obtener otro tipo 
de flujo. Un ejemplo es la fuente, el su¬ 


midero y el 


vórtice irrotacional. 


Pueden enumerarse otras propiedades 
importantes de la función potencial. 
iva) Si <f> l y <f>¡¡ son dos potenciales de 
velocidad que satisfacen la ecuación de La- 


d<f> 2 _ Q ¡ 
ds ' ds 

> ■ _ ■;{ .... 

y de este modo: 

_ 9(^i — ^ 2 ) _ d<t>i dj>2 
ds ~~ ds ~ ~ds ds = 

luego entonces <f> 3 ~ constante, es decir, 
que <Pi y <j> 2 difieren únicamente en una 
cantidad constante, de tal suerte que 
$1 — <t> 2 + constante. Luego, el flujo tiene 
que ser el mismo, ya que esa constante 
no altera los resultados basados én j> 1 . 

c) Considerando una curva AB cual¬ 
quiera dentro de un flujo, la integral de 
línea, a lo largo de esa curva desde A has¬ 
ta B, es: ., 

e*. 

J^(v • ds) ~y^v x dx -f v v dy + v z dz) 
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donde ds es el vector diferencial de arco 
sobre la curva AB. 

Si el flujo es con potencial, dicha inte¬ 
gral será: 

J - 4 \ dx dy dz / Jj. 


J^(v • ds) ~ </>b — <kt (10.14) 

Lo cual significa que la integral de línea, 
a lo largo de la curva AS y dentro del 
campo de un flujo con potencial, es inde¬ 
pendiente de la forma de ésta e igual a 
la diferencia de los valores de la función 
potencial en los puntos extremos de la mis¬ 
ma. Cuando la curva es cerrada, A y B 
coinciden y 0 es función unívoca de las 
coordenadas; la integral de línea calculada 
se conoce como circulación y se represen¬ 
ta por T. La circulación en un flujo con 
potencial vale entonces cero, siempre que 
no existan puntos singulares en el flujo, 
como en el centro de un vórtice libre. Si 
el potencial de velocidades es función múl¬ 
tiple de las coordenadas (como en el vór¬ 
tice libre) la circulación a ío largo ; de un 
contomo cerrado es distinta de cero. 

10.3.2 Condiciones de frontera 

La integración de la ecuación, de La- 
place,, en un flujo,, permite obtener el va¬ 
lor de ; 0 para cada punto dentro , del 
campo, de acuerdo; con las . condiciones 
impuestas en la frontera. 

a) El primer problema de frontera es 
el de determinar el potencial dentro de 
una región del flujo a partir de los valo¬ 
res prescritos para el mismo, sobre la fron¬ 
tera. El problema de demostrar la exis¬ 
tencia de ese potencial y expresarlo para 
las condiciones impuestas se conoce como 
problema de Dirichlét. 4 


b) El segundo problema, llamado de 
Neumann, consiste en determinar el po¬ 
tencial en el interior de la región, de 
acuerdo con los valores prescritos de la 
derivada de 0 en dirección normal a 
la frontera. Esto ocurre en aquellas fron¬ 
teras que coinciden con superficies de 
corriente, o bien equipotenciales. Para 
este tipo de problema se satisfacen las 
condiciones llamadas de gradiente normal 
nulo, a saber: 


30 
3 n 

30' 

~3 T = 


3t 

35 

_cW_ 
3 n 


= 0 


= 0 


(10.15a) 

(10.15b) 


en las que ny s son respectivamente direc¬ 
ciones normal y tangencial a dichas super¬ 
ficies. 

c) El tercer problema, llamado de Cau- 
chy, consiste en que tanto el potencial 
como el gradiente normal están defini¬ 
dos en toda la frontera. 

d) El cuarto problema es una combina¬ 
ción de los criterios de Dirichlét y Neu¬ 
mann y equivale a determinar el potencial 
en la región, a partir de los valores pres¬ 
critos del mismo, en una parte de la fron¬ 
tera y del gradiente normal en el mismo. 

Problema 10.2. Determinar el potencial 
de velocidad para el flujo .incompresible 
permanente, del problema 4.1, en el que a 
es una constante arbitraria mayor ;que 
cero¡; a) encontrar la función potencial, 
b) calcular la diferencia de presiones que 
existe entre los. puntos P 0 (r=0, z=1.5m) 
y P(r = z= 1.5 m), si el fluido es agua y el 
gasto total es Q—10.64 mS/seg. 

Solución a). Para que el flujo sea con 
potencial, debe ser irrotacional. En efec- 


1 


US' 

? 
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to, de la ecuación ( 3.7b) se comprueba que 
rot v = 0. 

Por definición de potencial se entien¬ 
de que: 


Ü 


3^ 

dx 

30 
3 y 

30 

~dz 


• = ax 

■ = ay 

■ = 2az 


m 

; 

I 

■ 

i 

•9. 

I |g : 

jp 

1 pí ; ' 

4 , 


„ Integrando dichas ecuaciones, obtene¬ 
mos: 

? * = i ax 2 + f(y) + f(z) + C 

0 = £ af + f(x) + f(z) + C 

0 — az 2 + f(x) + f(y) + C 

Al compararlas, puesto que <j> debe ser 
Iá misma, la única solución posible es: 

f 0 = £ a(x* + y 2 ) — az 2 + C 

:■ d bien, en coordenadas cilindricas: 1 

1,1 0 = £ ar 2 — az 2 + C 

donde C es una constante arbitraria cual¬ 
quiera. Ésta es la función potencial de un 
: chorro cilindrico contra una placa-plana. 

Solución b). El punto P 0 (r=0, z- 1.5 m) 
está sobre el eje de simetría y las 
componentes de. la velocidad, para a — 

= 0.502 seg- 2 , valen: 

■ • í. I . . ■ 

• Vr = a r = 0 

.-ir: V» = —,2az — - 2 X 0.502 x 1.5 = 

= — 1.506 m/seg 1 : v 


Para el punto P(r=j=l,5m), la veloci¬ 
dad se obtuvo en el problema 4.1 y vale 
v= 1.684 m/seg. 

Estando ambos puntos al mismo nivel, 
de la ecuación de Bernoulli (10.3), se 
tiene: 

Po — p = ip (v 2 —v„ 2 ) 

Como para el agua, p = 101.97 kg seg 2 / 
m 4 , entonces: 

101.97 , 

p 0 ~p = ——- (1.684 2 — 1.506 2 ) = 

= 28.55 kg/m 2 

Problema Í0.3. En el problema 3.4 de¬ 
mostrar que el flujo es con potencial y 
determinar dicha función. 

Solución. Como el cálculo de rot v indica 
que vale cero, el flujo es con potencial. 
De las Ecs. (10;10), al integrar, se ob 
tiene: •) 

30 3 

YT = 3x; 0 = —x 2 +/(y) + C 

30 , \ 3 

9 y ~ 3 y ’ 0 = + ^ + C 

luego, la función potencial del flujo con¬ 
tra una placa plana es: 


0 = y (x 2 ~y 2 ) + C 


10.4 Métodos gráficos para una red de 
flujo bidimensional 

En el caso bidimensional, el sistema 
triortogonal de superficies f = const, y = 
~ const, 0 = const, se convierte en una 
doble familia de curvas sobre el plano 
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x — y, que corresponde a las interseccio¬ 
nes de las superficies equipotenciales y de 
corriente con el mismo; además, tiene 
por ecuación: <f> = H, ij> = F, en la que H 
y F son constantes. Las superficies % — 
= const corresponden a todos los planos 
paralelos al coordenado x — y. 

El sistema de curvas equipotenciales y 
de comente son ortogonales entre sí y re¬ 
cibe el nombre de red de flujo (Fig. 10.6¿z). 




Figura 10.6b. Condiciones para la construcción 
de una red de flujo. 


Además, de las Ecs. (3.18) y (10.7), se 
tiene que: 


3 bien: 


_ / 94* d<¡> 

’dn 3s 


(10.16a) 


d<t> _ ds 
dy dn 


(10.166) 


Si se eligen incrementos iguales para 
<j> y ij>, d<j> — dty, resulta ds = dn, es decir, 
que el incremento diferencial.de arco •—en 
la dirección de la línea de corriente— es 
igual al de la dirección de la equipoten¬ 
cial, como se muestra en la Fig. 10.66 en 
términos de incrementos finitos. Esto sig¬ 
nifica que las líneas equipotenciales y de 
corriente, además de ser ortogonales, for¬ 
man una malla de cuadrados si se eligen 
incrementos iguales para las funciones 
<£ y 4>. Además, de la Ec. (3.19), el gasto 
unitario entre dos líneas de corriente (Fig. 
10.66) es proporcional a la diferencia de 
los valores de y para estas dos líneas. 

Sin ser necesario conocer los valores de 
y i|> en las fronteras, se puede trazar, 
mediante ajustes sucesivos hechos a ma¬ 
no, una red de flujo que se apoye en las 
líneas de corriente o equipotenciales de 
frontera de la región estudiada, respetan¬ 
do únicamente la ortogonalidad de las 
mismas; y también se pueden elegir incre¬ 
mentos pequeños para las funciones con 
objeto de obtener una malla de cuadrados. 
En la construcción gráfica se debe tam¬ 
bién satisfacer que las diagonales de dicha 
malla formen a su vez otra de idénticas 
propiedades que la primera, pero inclinada 
a 45°; y además que cada cuadrilátero ele¬ 
mental contenga un círculo inscrito en el 
mismo. Algunas veces las imperfecciones 
se notan mejor en la segunda malla que 
en la primera. ■ n , 

Respecto a las fronteras, conviene seña- i 
lar que en ocasiones se presentan puntos ¡ 
singulares en los que la teoría del poten- > 
cial ignora la posibilidad de separación, J 
desobedeciéndose la condición de ortogo- | 
nalidad del sistema de líneas equipoten- f 
cíales y de corriente. Es el caso de las 1 
redes de flujo que presentan en sus fron- J 
teras quiebres bruscos —muchas veces a jt 
90°— o bien aquellos puntos que simul- J 
táneamente pertenecen a una línea de I 
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corriente y a una equipotencial; y además, 
por razón de la geometría de la frontera, 
las dos líneas no son ortogonales en di¬ 
chos puntos. Cuando esto ocurre, son de 
esperarse imperfecciones en la vecindad 
de los puntos indicados, como en los ca¬ 
sos que se muestran en la Fig. 10.7. 


o bien: 



Figura 10.7. Aspecto de la red de flujo en la 
proximidad de tro quiebre brusco de la frontera. 


Conviene mencionar el dispositivo lla¬ 
mado conformógrafo de Vrquijo que 
permite satisfacer las condiciones anterio¬ 
res y puede ser un gran auxiliar en la cons¬ 
trucción de la red de flujo. Consiste en 
una malla de alambres flexibles que atra¬ 
viesan pequeños cilindros metálicos en los 
puntos de intersección. Lós cilindros tie¬ 
nen perforaciones a diferentes elevacio¬ 
nes, con ángulos a 90° y 45° entre sí, que 
permiten el deslizamiento de los alambres, 
ubicándolos según los lados y las diagona¬ 
les de la red. , 

La Fig. 10.8a muestra una red de flujo 
en una curva bidimensional trazada grá¬ 
ficamente. La distribución de velocidades' 
se puede obtener sobre una de las líneas 
equipotenciales (por ejemplo la 04) si se 
recurre a la Ec. (10.16a), la cual se debe 
satisfacer, de modo aproximado, como 
sigue: 


Esto es, se puede usar el tamaño A s 0 = 
Ano de la malla y la velocidad v„ en la zona 
de flujo uniforme, para determinar la ve¬ 
locidad en los puntos 0,1,2,3, y 4. Con lo 
anterior se traza la distribución completa 
de velocidades (Fig. 10.86). Además, re¬ 
curriendo a la Ec. (10.4), se satisface en 
forma aproximada que (v/r) ~(Av/Án), 
donde se ha omitido el signo menos que 
resulta en la transposición. El término 
Av/Án representa la pendiente de la tan¬ 
gente a la curva v — n, de modo que el 
radio de curvatura r —de, las líneas de 
corriente— será tal, que la relación v/r 
iguale a la pendiente en cada punto. Los 
radios obtenidos de esta relación, al com¬ 
probarse por una medición directa en la 
red de flujo, permiten efectuar un control 
de las imperfecciones locales del trazo 
gráfico de la red., 

4» = Q 
>#■= 3£>/4 

4»= Q/2 
r= Q/4 
= 0 



Figura 10.8a. Red de flujo en una curva 
bidimensional. 
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Figura 10.8b. Gráfica v-n y T-rt. 

Un segundo ejemplo de red de flujo se 
muestra en la Fig. 10.9a y corresponde a 
una contracción gradual bidimensiona!. 
En este caso, más que un método de con¬ 
trol de su perfección, se presenta un cri¬ 
terio para predecir la posibilidad de sepa¬ 
ración de la comente en las paredes. • 
Con la Ec. (10.5) es posible determinar 
la distribución de velocidades para dife¬ 
rentes puntos sobre la pared, éstas se pre¬ 
sentan en la Fig. 10.9b en términos de la 


relación v/v 0 . Observamos que la influen¬ 
cia de lá contracción se deja sentir antes 
de la misma, reduciendo la velocidad so¬ 
bre la pared, para después mostrar un au¬ 
mento brusco hasta llegar a un máximo 
de 3.35 Vo —un. poco antes de terminar 
la contracción— y caer hasta 3 V 0 poco 
después de la misma. En la Fig. 10.9 b se 
muestra, con línea punteada, la distribu¬ 
ción de velocidades que se obtiene a par¬ 
tir de la relación de áreas: 

v A 0 Bo 
~v7 = ~A~ ~ ~B~ 

donde B es el ancho de la sección medida 
sobre una línea equipotencial, dentro de 
la zona de contracción. 

En la Fig. 10.9c se presenta la variación 
del coeficiente de presión C* sobre la pa¬ 
red, calculado a partir de la variación de 
velocidades con la Ec. (10.6). Se observa 
que C p acusa una caída hasta el valor ne¬ 
gativo de —10.3 en la sección próxima al 
final de la contracción, en la que es de 
esperarse la posible separación del flujo. 

Cuando se conoce úna línea de corrien¬ 
te (por lo general de frontera) y el poten¬ 
cial <S>i en varios puntos Mi de la misma, 
se puede utilizar el método ideado por 
Prasil, para la construcción gráfica de la 
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Piano de energía 



ref erencia 

Figura 10.10a; Red de flujo sobre un cimacio. 


*-:+■ 




En la Fig. 10.11 se muestra una red de 
flujo terminada. 

La presión en cualquier punto se calcu¬ 
la también con la ecuación de Bernoulli, 
una vez determinada la velocidad en el 


Figura 10.10b. Integración gráfica de la 
ecuación <¡> = S v t d$. 


en la Fig. lO.lOh, Elegidos los incremen¬ 
tos iguales para A </>, con esta curva se ob¬ 
tienen los valores de s para los puntos 
M u M 2 , M 3i ... Mi, cuyos valores del po¬ 
tencial difieren en A <j> constante. 

Apoyadas en dos puntos, y Mi, de 
la Fig. 10.10a, se trazan dos rectas que 
forman ángulos de 45°, respecto de la tan¬ 
gen te. a la superficie libre, los cuales se 
intersecan en el punto P< que pertenece a 
la línea de corriente -f At|>/ 2. La reite¬ 
ración del procedimiento, con los nuevos 
puntos encontrados, permite definir la to¬ 
talidad de la red de flujo. La frontera in¬ 
ferior deberá coincidir con el perfil del 
cimacio, pero si acontece lo contrario de¬ 
berá probarse con una nueva frontera su¬ 
perior y repetir todo el procedimiento. 



Figura 10.11. Red de flujo sobre un cimacio. 


Problema 10.4 Un vertedor de cresta del- 
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gada se encuentra en un canal muy an- V 

cho. El nivel de la superficie del agua en z + ~ ~ 1-373 m 

el canal, a una distancia de 2.14 m—aguas Y 

arriba— del vertedor, se encuentra a Q 0.591 

0.458 m por arriba de la cresta y el tiran- ~ ~A = í 373 v i = ®-^0 m/seg 

te en el canal a esta misma distancia es x 

de 1.373 m (Fig. 10.12): a) dibujar la red V 0 2 (0.430) 2 

de flujo irrotacional sobre el vertedor; b ) ~2g ToT, - = 0.0095 m 

si el gasto total es de 0.591 m 3 /seg por m 

de ancho de cresta, determinar el empuje H = 1.373 + 0.0095 = 1.3825 m 
total (también por metro de ancho de cres¬ 
ta) que se ejerce sobre la placa del verte- Con el plano de referencia al nivel del 
dor, así como la distribución de presiones. piso del canal, la carga de presión en cada 

punto sobre la placa vale: 


Solución a). Se ha dibujado la red de 
flujo (Fig. 10.12). Las superficies supe¬ 
rior e inferior de la lámina vertiente se 
obtuvieron por un procedimiento de tan¬ 
teos, siguiendo el método de Prasil. 

Solución b). La fuerza de presión total 
se logró después de determinar.la distri¬ 
bución de presiones que se muestra en la 
Fig. 10.12, a partir de la ecuación de Ber¬ 
noulli. La energía total del flujo, a una 
distancia mayor de 2.14 m aguas arriba 
del vertedor, se calculó sumando el tiran¬ 
te en el canal y la carga de velocidad del 
flujo uniforme; esto es: 


resultando así la distribución de presio¬ 
nes que se muestra en la Fig. 10,12. 

La fuerza de presión es igual al área en¬ 
cenada por la cur^a de distribución de 
presiones, y vale 820 kg. por metro de ancho 

Problema 10,5. La Fig. 10.13a muestra 
una presa derivadora. desplantada sobre 
material permeable isotrópico limitado en 
su profundidad por un manto impermea¬ 
ble. Determinar la red de flujo para calcu¬ 
lar el gasto de infiltración y la distribu- 
































Manto impermeable 

Figura 10.13a. Red de infiltración bajo una presa derivadora. 


ción de presiones sobre la superficie de 
cimentación. 

Solución. Debido al desnivel H entre el 
nivel —aguas arriba— y el nivel de des¬ 
fogue de la. presa, en la zona permeable 
se produce un flujo de infiltración del 
agua a través del suelo; y, por lo mismo, 
una red de flujo con las reglas indicadas 
en las secciones anteriores. 

É fronteras de esta red de flujo 
¡ponden a dos líneas de corriente y 
jüipotenciales. La línea de corriente 
:or coincide con la frontera de la 
(incluyendo los dos tablestacados) 
y la inferior con el manto impermeable. 
El piso de —aguas arriba— y el de 
—aguas abajo— de la presa Son las dos 
líneas equipotenciales de frontera. 

N p representa el número de caídas de 
potencial A<¡> en la red, esto es, existen 
Ap +1 líneas equipotenciales. De acuer¬ 
do con la Ec. (10.1), <f> = — kh representa 


el potencial; es decir, todos los puntos 
que hay sobre una misma línea equipoten¬ 
cial tienen el mismo valor de h = z + p/y, 
para los cuales' z representa el desnivel 
entre esos puntos y un plano de referen¬ 
cia arbitrario. : 

Cada caída de potencial será entonces: 

A<j> = Ah - A (p/y + z) - 

. i : i ■ Np 

donde H és la diferencia de niveles de 
la superficie libre —aguas arriba— y 
—aguas abajo—. Esto significa que en 
dos puntos al mismo nivel, situados so¬ 
bre dos equipotenciales vecinas, la diferen¬ 
cia de presiones vale: 


Ap = y. 


En el caso de la Fig. 10.13a, N p 
este modo: .:r., 


42, de 
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con lo cual se conoce la caída de presión, 
a lo largo de una línea de corriente cual¬ 
quiera de la red de flujo, lo cual incluye 
a la línea superior de frontera entre la 
red y la presa. Con ello, es posible deter¬ 
minar la distribución de presiones hidros- 
táticas sobre la superficie de cimentación. 

Según la Fig. 10.13a la superficie hori¬ 
zontal de cimentación se inicia desde el 
intervalo 20 hasta el 23. La diferencia de 
presiones, a lo largo de la plantilla hori¬ 
zontal, entre las dos tablestacas y para 

4 

Np = 42 intervalos, es — y#. En el 

extremo —-aguas arriba— de la superfi¬ 
cie horizontal de cimentación (punto de 
intersección con la tablestaca 1) actúa fa 
presión: 



y en el extremo —-aguas abajo—- la pre¬ 
sión : 


En la Fig. 10.13b se presenta la distri¬ 
bución de presiones sobre la superficie 
de cimentación de la obra, la que mues¬ 
tra aproximadamente una forma trapecial. 
Con la red de flujo es posible calcular 
el gasto de infiltración por debajo de la 
presa. 

Si A <f> = Aij>, el gasto que se infiltra a 
lo largo de cada tubo de flujo es (figu¬ 
ra 10.63): 

A q = v An 

y en el total de tubos de flujo y por uni¬ 
dad de ancho es: 

q — Nf Aq = N/v An 

donde Nf es el número de tubos de flu¬ 
jo. Por otra parte, de las Ecs. (10.1) y 
(10.16a) tenemos: , 

A * _ kH 
V As NpAs 


Número del intervalo 



Figura 10.13b. Distribución de las subpresiones en la base de la presa derivadora 

de la Fig. 10.13; 
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donde N p es eí número de caídas de po¬ 
tencial y k el coeficiente de permeabili¬ 
dad, por lo cual resulta: 




y por construcción gráfica An = As, en¬ 
tonces resulta, finalmente, que el gasto 
infiltrado por unidad de ancho vale: 


q = k~—H 
N P 

Para este problema, con k = 10 -8 cm/seg, 
N f = 12, Np = 42 y H = 3.5 m, el gasto 
en m 3 /seg por cada metro de ancho es: 


q = 10- 5 xHx3.5 = 

42 

= 1Q -5 m 8 /seg/m = 0.01 It/seg/m 


10.5 Métodos numéricos de solución 

10.5.1 La ecuación de Laplace en diferen¬ 
cias finitas 

Con el advenimiento de las cojnputado- 
ras, los procedimientos numéricos son 
ahora de uso común y más; general en 
la solución de problemas de ingeniería, 
y, quizás, a la vez los más accesibles al 
ingeniero. Se basan en la solución de la 
ecuación de Laplace por diferencias fini¬ 
tas. Para mayor facilidad se hará el des¬ 
arrollo de la ecuación de Laplace para el 
flujo plano y se generalizará para el tri¬ 
dimensional. 

Para este efecto, el campo de flujo (in¬ 
cluyendo sus fronteras), se cubre con una 
malla de cuadrados, orientada en la forma 
más conveniente y paralela a un siste¬ 
ma de ejes x — y con cualquier origen. El 
tamaño de los cuadrados recibe el nom- 



o X 


Figura 10.14. Estrella regular. 

bre de intervalo de la red y debe ser lo 
más pequeño posible a fin de asegurar 
mayor precisión. 

La Fig. 10.14 muestra una estrella re¬ 
gular correspondiente a un punto 0 cual¬ 
quiera, de una red cuyo intervalo es h. La 
expansión en serie dé Taylor de la fun¬ 
ción <j> en los puntos 1 y 2 , y en términos 
del valor de q> en el punto 0 , es: 

¿Y 3V\ ■ 

+ 2T(iF) 0 + 3T(iF) # (iai7a) 

*= = í> -4ir). + 

h 2 / Z 2 <j> \ h s /d s <i>\ 

+ d^) 0 ~ 3 i(^). (10 - 17b) 

en los que se han despreciado los térmi¬ 
nos de orden superior al tercero. 

Al restar la Ec. (10.17b) de la (10.17a), 
se obtiene: 

(ir\ =± ijr- < 1018 > 

La Ec. (10.18) permite calcular el valor 
de la primera derivada en el punto 0 , en 
términos de los valores de la función en 
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los puntos 1 y 2 y del intervalo de la red. 
Si se suman las Ecs. (10.17a) y (10.17b), 
resulta: 


/3 2 ¿\ = <h 

\dx? ) 0 


+ 4>2 — 2</> 0 


(10.19) 


Un desarrollo análogo al anterior, pero 
ahora en la dirección y, conduce a resul¬ 
tados semejantes: 


(*L) = 

• i ■*, 

V 3v 2 /« 


‘t’ 3 ~ 

2 h 

+ <f>i — 2 4> 0 


( 1020 ) 


( 10 . 21 ) 


Esto significa que para satisfacer la ecua¬ 
ción de Laplace en el punto 0 se debe cum¬ 
plir la Ec. (10.9), es decir: 


o bien: 


—4 <£0 = 0 (10.22a) 


01 + ^2+03+ <£ 4 ) ( 10 . 22 b) 


Es decir, que la función <j> en el punto cero 
es la media aritmética de <¡> en los cuatro 
puntos adyacentes colocados sobre los 
brazos de lá estrella. Una ecuación seme¬ 
jante a ( 10 . 22 b) se presentará para ip en 
el caso bidimensional; otros tipos de ope¬ 
radores más precisos pueden consultarse 
en la Ref. 56. 

La generalización de la Ec. (10.22b) 
para un flujo tridimensional es muy sim¬ 
ple ; basta considerar que la estrella tiene 
dos brazos más, con el mismo intervalo, 
orientados según el eje z y que terminan 
en los puntos 5 y 6 . La ecuación equiva¬ 
lente a ( 10 . 22 b) es: 

ft>='!(0i + < ¿ 2 d- , kt+ ¿4+^R+^e) (10.23) 


si bien en este caso no existe expresión 



Figura 10.15. Estrella irregular para el primer 
problema de frontera. 

semejante para la función de corriente tp, 
pues la ecuación de Laplace para esta fun¬ 
ción no se satisface. 

Como generalmente las fronteras de un 
flujo con potencial son curvas y no es 
posible hacer que los nudos terminales 
de la malla coincidan con la frontera mis¬ 
ma, las estrellas en la zona inmediata a 
ésta son irregulares o incompletas, como 
la de la Fig. 10.15. Los brazos incomple¬ 
tos tienen las dimensiones ahí indicadas 
y,, en los puntos de intersección de la 
malla con la frontera, se conocen los va¬ 
lores <¡>b y <¿c (problema de Dirichlet). 

Por interpolación lineal, para los pun- 



Fígura 10.16. Estrella irregular para el segundo 
problema de frontera. 
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tos 1 y 2 se demuestra que las ecuaciones 
equivalentes a ( 10 . 22 ) son: 

a <t> B ++ <t> 3 + -4>o (2+ cl + b ) = 0 (10.24a ) 

4>o~ 2j ra j r ¡ ) ^'+ ~l~^3+ó-s) (10.24b) 

La Ec.. (10.24b) es aplicable también en 
el caso de una estrella irregular de un 
brazo incompleto; para ello, basta hacer 
a o b igual a r. En el caso de tener que 
satisfacer la condición de gradiente nor¬ 
mal nulo (problema de Neumann, Ec. 
d4> 

(10.15a) - = 0 sobre la frontera (en 

dn 

que n es la coordenada normal a la mis¬ 
ma), se pueden desarrollar fórmulas se: 
mejantes aceptando variación lineal de 
la función entre dos puntos próximos y 
una expresión semejante a la Ec. (10.18) 
o a la ( 10 . 20 ), esto es: 



en la que los subíndices e e i indican 
puntos de la malla exterior e interior a 
la frontera, respectivamente, separados la 
distancia d en dirección normal a la mis¬ 
ma y el punto / sobre la intersección 
con la frontera de la cuerda que une a 
los puntos e e i. 

Un caso de condición de gradiente nor¬ 
mal nulo se presenta én la Fig. 10.16. Di¬ 
bujada la normal a la frontera que contie¬ 
ne al punto ficticio 1 , que completa a la 
estrella, dicha normal interseca a la fron¬ 
tera en f y a la cuerda 0 — 4, de la estrella 
en P, pudiéndose escribir: 

* =s *' + (“|r), d 

donde d es la distancia dé 1 a P. Siendo 


(■fr)/ = °‘ + i = * P 

y supuesta una variación lineal de <¡> del 
punto 2 al 4, resulta: 

<f>i = 4>o + e (<t>i — 4>o) 

donde e h es la distancia .de 0 a P. De esta 
manera, el valor de la función en el pun¬ 
to 1 queda especificada en términos de 
los valores en los puntos 0 y 4; en las 
Ecs. (10.22) se elimina la intervención 
del punto ficticio 1 fuera de la región, de 
donde resulta: 

4>2+4> 3 + (1+e) <¿> 4 - (34 e) <f> 0 =0- (10.25a) 

1 


Óo —" 


3+e 


'($ 2 +^ 3 + (1 + e) <f> 4 ] (10.25b) 


Si la frontera coincide con los puntos 0, 
2, 4 de la Fig. 10.16, según el resultado 
anterior <j> í = <fi s , siendo la Ec. (10.22b), 
como sigue: 

Í>o ~ <l>f = + 2 <j> s + £,).; : (10.26) 

Este mismo resultado se satisface cuando 
los puntos 0, 2 y 4 están sobre un eje de 
simetría del flujo que se analiza. 

10.5.2 Método de relajaciones 

Dentro de los procesos iterativos de so¬ 
lución numérica, uno de los más impor¬ 
tantes, es el de relajaciones.. Su técnica 
básica consiste en asignar valores inicia¬ 
les, de la función armónica, en los diferen¬ 
tes nudos de una malla trazada dentro 
del campo de integración. Dichos valores, 
substituidos en las ecuaciones de diferen¬ 
cias finitas para cada punto, deben dar 
residuos cero en el caso que los valores 
iniciales sean los correctos. Por relajación 


I‘ 


I se entiende la técnica que consiste en 
| liquidar dichos residuos, es decir, redu¬ 
cirlos a cero. 

A fin de entender mejor esos conceptos, 
se empleará la estrella regular de la fi¬ 
gura 10.14, para la cual se han elegido 
valores iniciales de la función en el pun¬ 
to 0 y en los cuatro restantes, que son 
respectivamente, <f> 0 , <f> u <j> 2 , <f> 3 y <¿ 4 . Los va¬ 
lores deben satisfacer la Ec. (10.22a) en 
caso de ser los correctos; de no ser así, 
arrojarán un residuo para el punto cen¬ 
tral, de valor: 

R 0 = + <¡> 2 + <j> 3 + <f>4 — 4 <£ 0 (10.27) 

que debe ser relajado mediante el cálculo 
f; de su efecto en los otros cuatro puntos. 
|: Esto es, si se efectúa un incremento A<f> 0 
f- en <f> 0 , el nuevo residuo es: 


7?o + A*o — 4>i + + 

+ <t>3 + <t>4 ~ 4 (<¿ 0 + A<f> 0 ); 




el incremento en el residuo, respecto del 
original, es: 

AR 0 4 A <f>i) 

Como puede verse, el cambio en el resi¬ 
duo es menos cuatro veces el cambio im¬ 
puesto en la función misma, por lo que, 
para liquidar el residuo original, la fun¬ 
ción se debe incrementar en: 


A 0o — i Ro 


(10.28a) 


Dicho incremento en la función <f> 0 impone 
cambios en los residuos de los cuatro pun¬ 
tos adyacentes de la malla, de valor: 

A R t = A R 2 = A R s = AR t ~ A<p 0 (10.28b) .. 

toda vez que al aplicar el operador simple 
al punto 1 , el valor de la función en 0 


aparece multiplicado por 1 y, por lo mis¬ 
mo, también su incremento. Esto es, si el 
valor de la función —en un punto— se 
relaja una cantidad igual a 1 , su residuo 
cambia en —4 y el de los cuatro puntos 
adyacentes en —1 (Fig. 10.17). 

Por un razonamiento análogo se obtie¬ 
nen los esquemas de relajación para una 
estrella irregular, como la de la Fig. 10.15 

O 



Figura 10.17. Esquema de relajación para una 
estrella regular. 



O 

Figura 10.18. Esquema de relajación para una 
estrella irregular. 


9 



© 


Figura 10.19. Esquema de relajación para una 
estrella regular, en el espacio tridimensional. 
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o para el caso de flujo tridimensional 
(Figs. 10.18 y 10.19). 

Resulta conveniente que la relajación 
se haga con el residuo de mayor valor 
absoluto. El valor final de la función —en 
cada punto— será la suma algebraica del 
valor inicial más todos los incrementos 
efectuados en la misma. De acuerdo con 
el grado de precisión deseado, los valores 
finales de la función deben arrojar re¬ 
siduos de valor aproximado, cero. Si se 
sospecha la existencia de cierto error en 
alguna de las etapas de relajación, éste 
no debe corregirse sino simplemente ini¬ 
ciar otro proceso con los nuevos valores 
iniciales de que se disponga. Una elección 
adecuada de éstos puede reducir consi¬ 
derablemente el número de etapas de la 
relajación, contando para ello con el auxi¬ 
lio de una construcción gráfica aproxi¬ 
mada de la red de flujo. 

Problema 10.6. Determinar la red de flu¬ 


jo de la contracción bidimensional mos¬ 
trada en la figura 10 . 20 , utilizando el 
método de relajaciones. El gasto es de 
60 lt/seg por cada metro de ancho. 

Solución. La frontera inferior correspon¬ 
de a la línea de corriente i|> — 0 y la su¬ 
perior a la línea de corriente r|> = 60. La 
frontera que coincide con el eje y y 
la opuesta, son líneas equipotenciales don¬ 
de se supone que las perturbaciones oca¬ 
sionadas por la contracción ya no tienen 
influencia, por lo que el flujo es uniforme 
(v constante en cada punto). Los valo¬ 
res de i|> se reparten en forma lineal, 
variando de 0 a 60, como se indica en la 
figura. Se ha trazado una malla de cua¬ 
drados, orientada según las fronteras y el 
sistema x — y. Con líneas de puntos se ha 
elaborado un sistema de líneas de flujo 
aproximadas, hecho a mano, con objeto 
de interpolar los valores iniciales de la 
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Figura 10.20. Condiciones de frontera y trazo aproximado de las líneas de corriente en una 

contracción bidimensional. 
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- 60 _60_ 60 60 60 60 



Figura 10.21. Valores iniciales, sus residuos y valores finales de ^ para el problema 10.6 


función •>)), que en este caso es más con¬ 
veniente de integrar. 

En la Fig. 10.21 se presentan, en el 
ángulo correspondiente al segundo cua¬ 
drante de cada punto, los valores inicia¬ 
les interpolados de acuerdo con el trazo 
aproximado de la Fig. 10.20; en el primer 
cuadrante se muestran los residuos calcu¬ 
lados, según la Ec. (10.27). Por último, 
debajo de cada nudo de la malla, y en¬ 
cerrados en un rectángulo, aparecen los 
valores finales terminados, de acuerdo 
con la precisión deseada; eíi este caso, 
hasta la segunda cifra decimal. 

; Con objeto de aclarar el procedimiento, 
én la Fig. 10.21 se indica —con un círcu- 
‘fo— e I punto en el que resultó el residuo 
de máximo valor absoluto, el cual fue de 
2 y que se obtuvo de la siguiente ma¬ 
nera : 

R — 41.0 -f- 60 -f- 43.4 4 - 

+ 23.2 - 4 (42.4) = -2.0 

Siguiendo el procedimiento, según la 
Ec. (10.28a) el incremento de la fun¬ 
ción es:' 


= —-— = -0.50 

Dicho incremento se anota arriba del 
valor inicial de ip y el residuo liquidado 
se tacha, el cual, de acuerdo con la ecua¬ 
ción (10.28b), establece cambios, en los 
residuos de los puntos adyacentes; éstos 
son idénticos al mismo incremento que, 
sumados algebraicamente con los resi¬ 
duos propios del punto, resultan los 
que se anotan en la misma figura. Para 
ello, se exceptúa el punto sobre la fronte¬ 
ra, en el cual el valor de i|> es constante. El 
proceso se reitera con el punto de máxi¬ 
mo residuo (en este caso el inmediato 
inferior al antes analizado). 

A lo anterior se pueden agregar técni¬ 
cas que aceleren la convergencia, como la 
relajación incrementada y la relajación 
en bloque (Ref. 57). 

Con los valores finales de i]> en cada 
punto, es posible determinar los de <f> ha¬ 
ciendo uso de las ecuaciones de Caüchy- 
Riemann (10.10), las que, desarrolladas 
por incrementos finitos para una estrella 
regular como en la Fig. 10.14,. resultan: 
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<¡>1 — «¿2 = % — 4>4 

4* - <t>* - ta - ’Pi 


aun cuando en este caso la precisión es 
menor, debido a que es menos aproxi¬ 
mado el desarrollo por incrementos fini¬ 
tos, para la primera derivada que para la 
segunda. Para efectuar el cálculo se asig¬ 
na, a todos los puntos de la equipoten¬ 
cial que coincide con el eje y, el mismo 
valor (cualquiera que se elija), a partir 
del cual se obtienen los restantes con ayu¬ 
da de las ecuaciones anteriores. 

Para dibujar las líneas de corriente y 
equipotenciales definitivas, se realiza una 
interpolación con los valores finales de <£ 
y y después se unen los puntos de rp = 
= cte y <f> = cte, conservando la condi¬ 
ción Atp = A<f>. 

Conviene señalar que el método se apli¬ 
ca en igual forma a estrellas irregulares 
que a flujos tridimensionales, respetando 
únicamente los esquemas de relajación 
respectivos. 

10.5.3 Método raatricial 

Los operadores, expresados por la ecua¬ 
ción (10.22a), para estrellas regulares, así 
como los de las Ecs. (10.24a) o (10.25a) 
para estrellas irregulares de frontera se 
pueden aplicar a cada uno de los puntos 
de la malla trazada dentro del campo de 
flujo para generar un sistema de n ecua¬ 
ciones lineales con n incógnitas, donde n 
es el número de puntos interiores de la 
malla en que se desconoce el valor del 
potencial <t>. 

El sistema de n ecuaciones con n in¬ 
cógnitas, que son los valores de <f>. en los 
puntos interiores, es de la forma general: 


<*11 'Al + «12 $2 + <*13 'Aa + . • • + «1» «A» “ «1 
«21 <Al 4* «22 A 2 + «23 A 3 4* • • • 4" «2» 4>n — C¡ 


<2»1.4l + ««2 42 .4" «*>3 <A 3 4" • * ■ 4" «fl» <f>n — Cn 


donde cu¡ son los coeficientes conocidos 
y Xi las incógnitas, Este sistema, escrito 
en forma matricial, es: 



La solución del sistema de ecuaciones 
se puede efectuar siguiendo métodos ma- 
triciales o por medio de un programa de 
biblioteca de cualquier computadora digi¬ 
tal. Sin embargo, tiene la desventaja del 
planteo previo del sistema de ecuaciones, 
en el cual es posible cometer errores. 
Esto se puede resolver mediante un pro¬ 
grama general para que la propia compu¬ 
tadora genere el sistema, alimentando la 
máquina únicamente con los datos de 
la geometría de las fronteras del flujo. 

De acuerdo con los puntos de la malla 
trazada en la Fig. 10.20, la aplicación del 
operador expresado por la Ec. (10.22a) 
(en este caso para ip) a los puntos 1 y 2 
conduce a las ecuaciones respectivas si¬ 
guientes : 

% + 60 + 48 + — 4 % = 0; • 

— 4 ip! + n> 2 + = —108¡; 

4^3 4- 60 4- 4*1 4- 1 Pio 4 % = 0; 

'l'i — 44- % 4- H'io = — 60. 

La aplicación reiterada del mismo ope¬ 
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TABLA 10.1. Sistema de ecuaciones parala función de corriente, del problema 10.6 


ipj ^ x|r 3 i|) 4 U’j ij) 0 H> r % V¡« 















rador, a todos los puntos de la malla, 
conduce al sistema de ecuaciones de la 
tabla 10.1. 

10.5.4 Método del elemento finito 

En la descripción de los métodos ante¬ 
riores se ha indicado una serie de limita¬ 
ciones que restringen, su empleo o que 
hacen perder precisión en los resultados 
finales. En efecto, utilizar mallas de figu¬ 
ras regulares (en este caso cuadrados) 
dentro del campo de flujo, implica la ne¬ 
cesidad de estrellas irregulares en la zona 
vecina a las fronteras, perdiendo preci¬ 
sión y aumentando la complejidad del 
cálculo. 


Recientemente, Claugh, Zienkiewícs y 
otros autores (Ref. 58) han elaborado una 
técnica de solución de ecuaciones dife¬ 
renciales parciales, con una concepción 
diferente. Consiste en emplear —dentro 
del campo dé flujos- una malla de trián¬ 
gulos de forma y dimensiones que puedan 
variar dentro de la región, permitiendo 
que los vértices de los triángulos vecinos 
a las fronteras coincidan con éstas, elimi¬ 
nando así las complicaciones de las estre¬ 
llas irregulares. Para conseguirlo resulta 
necesario resolver un sistema grande de 
ecuaciones lineales no homogéneas, lo 
cual es posible únicamente con la ayuda 
de computadoras. La síntesis del método 
que presentamos corresponde a la Ref. 59. 
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Igual que en los anteriores procesos, el 
problema consiste en determinar los va¬ 
lores de la función <t> o en cada punto 
dentro del flujo, de suerte que satisfaga 
la ecuación de Laplace. 

Dentro del cálculo de variaciones exis¬ 
te el llamado problema de Dirichlet me¬ 
diante el cual se demuestra que la solu¬ 
ción de la Ec. (10.9), dentro del área que 
ocupa en el campo dé flujo, equivale ma¬ 
temáticamente a encontrar el mínimo de 
la función: 

(10.30) 

Para resolver el problema se traza sobre 
la región R del flujo una malla de trián¬ 
gulos de forma y dimensiones cualesquie¬ 
ra (de preferencia isósceles o equiláteros), 
que divida a la región en áreas triangu¬ 
lares pequeñas o elementos finitos (figu¬ 
ra 10.22). 

Como hipótesis, se considera que <f> se 
determina en los vértices de los triángu¬ 
los y es función lineal de las coordenadas 
de los propios vértices. Esto es: 

4> = Á + Bx + Cy (10.31) 

donde A, B y C son coeficientes constan¬ 
tes por determinar. 

La aplicación de la Ec. (10.31) a jos 
vértices i, j, k, del triángulo de la figu¬ 
ra 10.22, conduce al siguiente sistema de 
ecuaciones: 

A + B Xt + C y< — <j>i (10.32a) 

A+ B xj + C yj = <¡>j (1.032b) 

A + B Xk + C y¡¡ ~ <t>jc (1.032c) 

donde se considera —por el momento— 
que las incógnitas son A, B y C. 
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B — 1 1 ^ ^ 

2 A . , 

A 1 <t>} y¡ 

1 <¡>k yk 

1 r ' 

= jj~ (yt—y*)+ , h (y*—yi)+ 

A 

+<t>k(yi~yi) J (10.33b) 

C — * 1 Xí <t>i 

2A & 1 XI </>j 

1 Xtk <t>k 

— 2~a~ ( X k—Xj) + <I>) (Xi—Xk) 4- 
A 

+4>k (x/—xi)J (10.33c) 

Por otra parte, la derivada parcial de 
la Ec. (10.30) respecto (por ejemplo) 
d<t> 

de ít, con —- == B, = C, de la 
dx dy 

Éc. (10. 31), resulta ser: 



Observe que el término entre paréntesis se 
puede considerar constante para cualquier 
valor de x y y; además que al efectuar 
la doble integración resulta: 

i- dD r 3B dCl 

d* - I + C 3ÍTJ 24 a 

En la anterior pueden utilizarse los re¬ 
sultados. obtenidos en las Ecs. (10.33b) 
y (10.33c), con lo cual se tiene que: 

dD 1 lr/ 

d^ = 2Á~l L (yi ~ >,fc)2 + {xk ~ *'>*]* + 

A 

’ ■ ■ ’ + [(y¡ ~ yk) (y* - y ,) + 


+ (xj, Xj)(x{ a:*;)J <f>j -f- 

+ [(y/ — yk) (y* — y¡) -f 

*h (Xk Xj) (Xj * 

(10.34) 

La Ec. (10.34) se puede escribir —sim- 
bélicamente— en la forma siguiente: 

dD 1 lr 

djn ~2A~1 [ a¡k X ^3* + 

A 

+ [fy* X bk i] tj>¡ -f 
+ \_a¡k X i»/] (10.35) 


donde: 

a >k = |(y/ — yn), (xk — xj)\ (10.36) 
b ik = | (y¡- yn) | (10.37a) 

I (Xk — Xj) I 

bu = \(yk~ y t ) i (10.37b) 

( (Xi — Xk) I 

b(> ~ |(* ~ -cí) J (10.37c) 


El mínimo de la función D (Ec. 10.30) 
en el punto i de la región R (punto 0 de 
la Fig 10.23) se obtendrá cuando valga 
cero la suma de las derivadas 3 D/d<h 
(obtenidas de la Ec. 10.35) para todos los 
triángulos que tienen un vértice común 
en dicho punto. Esto es,, se debe satisfa¬ 
cer que: 

" dD 

= ° (10.38) 

donde n es el número de triángulos que 
rodean al punto i — 0. 

Para satisfacer la Ec. (10.38) se debe 
calcular en cada uno de los n 

triángulos, por la aplicación reiterada de 
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Figura 10.23. Elementos finitos en tomo del 
punto cero. 

la Ec. (10.35) (eligiendo en todos los 
triángulos i = 0 , } y k el que le corres¬ 
ponda conforme el triángulo en discusión 
y siguiendo un orden prestablecido como 
se indica en la Fig. 10.23) para después 
efectuar la suma e igualarla con cero. 

Con el procedimiento descrito, al agru¬ 
par términos se obtiene la ecuación: 

’j [«12 X ¿12] + [«23 X ¿2s] 4- 
+ [«s* X ¿34] + [«ib X ¿45] 4- 
+ [«se X J 4- [« 6 i X ¿ 6 i] [ío "f 
+ ] £flu X ¿20] + [fl a i X ¿o«] ¡" + 

+ -{ [#12 x ¿01 ] 4- [«23 X ¿3o]{'^2 + 

+ ■{ [«23 x ¿02 ] + [«34 X ¿ 40 ] [ 4>3 + 

+ { [«34 X ¿ 03 ] + [«4S X ¿bo] [ <f>4 + 

+ {[«45 X ¿ 04 ] + [«50 X ¿6c]}¿5 + 

+ ^ [«66 X ¿>05 J + [«61 X ¿lo] [ 06 = 0 

(10.39a) 

que ya simplificada se escribe: 

«0 00 4- «1 01 4" : ; ■ 

4" C 2 02 4" C 3 03 4- 

4- c 4 4>. t 4- c ¡5 0 O . 4- c« 0e — Q (10.39b) 


donde los coeficientes c p dependen exclu¬ 
sivamente de las coordenadas de los vér¬ 
tices de los triángulos, en el punto 0 y en 
tomo a dicho punto, y <j> p es el valor del 
potencial en dichos vértices. 

Si se repite el procedimiento para la 
totalidad de puntos que coinciden con los 
vértices de la malla de triángulos, se ob 
tiene un sistema de ecuaciones lineales 
—no homogéneas— de la forma general 
expresada por la Ec. (10.29), cuyas incóg 
nitas son 4> 1} <f> 2 .. ■ <¡> n , permitiendo con su 
solución determinar a 0 en toda la región. 

Se observa que con esta técnica, la 
formulación de los valores de los coefi¬ 
cientes Ci¡ es aparentemente muy difícil de 
seguir, en comparación con la de los 
correspondientes a la solución de Laplace 
por incrementos finitos. Sin embargo, la 
sistematización en el momento de hacer 
los cálculos, o. bien con la computadora, 
resuelve muchos de los inconvenientes 
del método por incrementos finitos. Es 
evidente que los desarrollos anteriores 
son válidos, si se desea integrar i(>, en el 
caso de un flujo bidimensional. 

Problema 10.7. Determinar la red de in¬ 
filtración por debajo de la estructura deri- 
vadora que se muestra en la Fig. 10.24, 
mediante el método del elemento finito. 


Solución. En la Fig. 10.24 se ha trazado 
una malla de triángulos para resolver el 
problema. De acuerdo con la frontera re¬ 
sulta más conveniente integrar a i[>, y en 
la frontera A-B se distribuye con unifor¬ 
midad de cero a 100. Sobre la fronte¬ 
ra A-F-G todos los puntos tienen valor 100 
y sobre B-C-D-E, cero. 

Debido a que existe un eje de simetría 
se puede trabajar sólo con la mitad del 
espacio. La base de la cimentación de la 
estructura y el manto impermeable son 
líneas de corriente a las cuales se les asig- 
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m 




A“A 1 1 


H- 2.50 m 




. Pantalla impermeable 
(eje de simeírta) 


X \ | /¡\ |\>IW 2.50m 

Nl«X_ 15 \/6/Nl7X\l n J 

~/i \ f 

^21/ 22 \ 23/ 24/\25/\26/X\25' 


mafmm 


\27/t\28/29\28''' 


>100 ira ioo 'ico-, T 

-8.75 m--.—I 


Figura 10.24. Problema 10.7 


- Manió Impermeable 


na los valores arbitrarios i|> = 0 y ip = 100. 
Como las líneas A-B y C-D se eligen como 
equipotenciales, de las Ecs. (10.15a) y 
(10.18) se tiene que: 

= 0 = %. - ip 8 = ip a . - i|; s 

Luego entonces i[> a = ip a , y iJ>b - lo 
cual equivale a que en los puntos 8' y 6’, 
ip. tenga el mismo valor que en los 8 y 
6, respectivamente. Lo mismo puede de¬ 
cirse para los puntos próximos al eje de si¬ 
metría. 

: Finalmente, la frontera de la izquierda 
Quedaría teóricamente en el infinito; sin 
embargo, aquí se ha limitado de modo 
arbitrario a una distancia suficientemente 
alejada del dentellón para que pueda ser 
considerada la línea de corriente 100. 
Los vértices de los triángulos represen¬ 
tan los puntos donde se va a calcular el 
valor de i|i, y aparecen en la Fig. 10.24 
numerados en forma progresiva del 1 al 


29. En la misma figura se indica la orien¬ 
tación del sistema x ~ y elegido, según 
el cual la diferencia entre las abscisas de 
los puntos es de Ax - 0.625 m, 1.25 m 
o 2.50 m. Una situación idéntica existe 
para las ordenadas. 

Para la malla propuesta la solución nu¬ 
mérica requiere resolver varias estrellas 
tipo, las cuales se repiten sucesivamente; 
por ejemplo, las que se muestran en las 
Figs. 10.25 y 10.26. 

La ecuación general (10.39) vale para 
la estrella de la Fig. 10.25, donde las ma¬ 
trices indicadas son: 

«12 = [0 Ax] 

¿12 — ¿03 = ¿60 — | Q ] 

«23 = [— Ax/2 Ax/2] 

¿23 = ¿04 = ¿10 
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Figura 10.25. Estrella tipo de la malla 
de la figura 10.24. 


a 3i — [—Ax/2 —Ax/2] 

u ^ u u _f Ax/2 

- «05 - «20 - [_ Ax /2 

a 46 - [0 —Ax] 

Kt> = &06 - ¿30 — [—Ax] 
«se = [Ax/2 -Ax/2] 

* ee = = bw = [—AÍ/2 ] 

a 6 , = [Ax/2 Ax/2] 

\hx/l\ 


b, t =b„ = h,=\ Lx ^ 


Lqs diferentes productos de las matri¬ 
ces en la Ec. (10.39a) son los siguientes: 

«12 X ¿ 12 = a 43 X b iS - (Ax) 2 

«23 X ¿23 = «34 X ¿34 = «3g X ¿53 — 

. (Ax) 2 

— «oí X b 9 , — —~— 

«12 X ¿20 = «31 X ¿oc = «12 X ¿01 — 

= «23 X 630 ~ «34 X ¿03 — 


— «45 X ¿so — 

= «56 X ¿60 — 


«48 X ¿04 — 

(Ax) 2 



Figura 10.26. Estrella tipo, de malla, similar 
a la de la Fig. 10.24. 


El resto de las estrellas tipo se pueden 
resolver con la misma técnica aplicada en 
los casos anteriores; los resultados se 
muestran en la tabla 10.2. Con dichos re¬ 
sultados se estableció el sistema de ecua¬ 
ciones de la tabla 10.3 (una para cada 
punto). La última columna presenta los 
valores de las incógnitas, resultados de 
la solución con el empleo de una compu¬ 
tadora digital. 


fíS-/ 

■'r- 

t 


«28 X ¿02 —■ «34 X ¿4o — «50 X ¿os — 

= «61 X ¿10 = 0 

Al efectuar las substituciones de los re¬ 
sultados anteriores en la Ec. (10.39a), 
para la estrella analizada resulta la 
ecuación: 

% + ta + ts + tí — 4 to - 0 

En. la misma forma, para la estrella de 
la Fig. 10:26 la ecuación resulta ser: 

ti + 2 % + 2 ib, + -f i|)o — 7 ipo = 0 
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En la Fig. 10.28 se presentan, con trazo 
continuo, las líneas de corriente V = 20, 
40, 60, 80, obtenidas interpolando entre 
los valores que han resultado en los pun¬ 
tos de la malla analizada. Se observa que 
aun cuando la frontera elegida a la iz¬ 
quierda ha quedado demasiado lejos de 
la línea de corriente -ip = 80, es posible 
acercarla más hacia ésta, una distancia 
arbitraria, hasta formar cuadrados con 
las equipotenciales. 

Para obtener los valores de la función 
potencial <j> se puede proceder en la misma 
forma que con V- Sin embargo, observe 
que la malla elegida (Fig. 10.24) forma 
a su vez otras de diferente tamaño, orien¬ 
tadas 45° respecto del sistema de ejes 
x —* y, si además se recurre a puntos auxi¬ 
liares como se muestra en la Fig. 10.27, 
designados con la notación cu. Lo anterior 
permite hacer un cálculo aproximado 


de <j> si se recurre a las Ecs. de Cauchy- 
Riemann. 

Los valores de i¡) en los puntos auxi¬ 
liares se calculan con los obtenidos an¬ 
teriormente con la Ec. (10.22b); por 
ejemplo, para el punto a 7 tenemos: 


V»? = 


Ve + Vi + 100 + Vis 


86.84 + 92.48 + 100 + 94.54 


=93.46 


valor que se anota en el segundo cuadran¬ 
te del punto en la Fig. 10.27. Los puntos 1, 
a u 2, 3, a 2 se encuentran sobre la misma 
equipotencial a la cual se le fija arbitra¬ 
riamente el valor 500. En otros casos es 
conveniente proceder con los puntos que 
quedan sobre. las diagonales. , 

Para el cuadrado que forman los pun- 



P'gura 10.27. Valores finales de ^ y <p dentro de la región analizada en el problema 10.7. Los va¬ 
lores del segundo cuadrante —en cada punto- corresponden a y los del cuarto cuadrante, a ip. 
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tos 1, Of, 6, a u de las Ecs. de Cauchy- 
Riemann en diferencias finitas, se tiene: 

fo—<t>i - i^i—’ta? “ 85.00—93.46 = —8.46 

% — 86.84—92.48 = —5.64 

De la primera ecuación, obtenemos: 

<f> a ~ 500 - 8.46 = 491.54 


caso es suficiente para los fines que se 
persiguen. 

Con estos valores de <j> se interpolaron 
las curvas equipotenciales <f> = 480, 460, 
440, 420, etc., las cuales se eligieron de 
manera que A <j> = Aiji, para obtener así la 
red del flujo con malla de cuadrados, que 
se presenta en la Fig. 10.28, donde las 
líneas equipotenciales aparecen con trazo 
punteado. 


De la segunda ecuación se tiene: 

- 500 - 5.64 = 494.36 

En esta forma se puede penetrar en todo 
el campo para lograr los valores de 
en los restantes puntos, los cuales se in¬ 
dican en la Fig. 10.27. Conviene, sin em¬ 
bargo, insistir en que los valores obteni¬ 
dos para <¡>, por este procedimiento, son 
indudablemente menos precisos que los 
adquiridos por la técnica directa utili¬ 
zada para ip; si bien la precisión en este 


10.6 Métodos de solución analítica 

10.6.1 Método de solución directa 

La integración analítica de la ecua¬ 
ción v = grad 4> conduce a potenciales en 
aquellos casos raros para los cuales es su¬ 
ficiente especificar la forma como varía la 
velocidad. En este caso, es más aconse¬ 
jable la representación escalar del vector 
velocidad, para disminuir la complejidad 
en la solución. De cualquier manera, es 
necesario asegurarse previamente de que 


» - 500 


\ U «/ 

vy / 

■XV /?=20/ 

V/ > 

/ V = 60 / / 


/ 

<p — 480 

/ 

I 


/ j simetría 

<p = 460 j / | 

I q> = 440 <p =*420 ^“ J . 

/ l I <f = 400 | 

i t» = 100 I | I = 580 


Figura 10.28. Red de flujo del problema 10.7. 
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4> y existen, esto es, que el flujo es irro¬ 
tacional e incompresible, respectivamente. 

Los problemas 10.2 y 10.3 son ejemplos 
de este tipo de solución. Pueden presen¬ 
tarse otros casos de interés relaciona¬ 
dos con flujos bidimensionales y perma¬ 
nentes : 

a) Flujo rectilíneo uniforme. Es él más 
sencillo y se realiza con velocidad unifor¬ 
me y constante v 0 , con líneas de corrien¬ 
te paralelas de cierta inclinación respecto 
del sistema coordenado (Fig. 10.29). Se 

satisfacen en cualquier punto las siguien- Figura 10.29. Flujo rectilíneo uniforme, 

tes ecuaciones: 

b) Fuente. Sé produce radialmente des¬ 
de un eje z en planos x — y perpendicu¬ 
lares a dicho eje. El gasto unitario que 
sale de la fuente, entre dos planos pa¬ 
ralelos separados una distancia igual a 
uno (Fig. 10.30), es constante y vale: 

Cumpliendo la condición de irrotaciona- q — 2xrv r 

lidad y compresibilidad del flujo, la fun¬ 
ción potencial resulta: ? se conoce como la intensidad de la fuen¬ 

te, siendo v r la velocidad radial a una dis- 

* = vo„* + v 0 „jy (10.40) tancia r deI ori S en ^ + re¬ 

como la función de corriente se obtiene 
por integración directa, en forma seme¬ 
jante al potencial, resulta que: 

- vo» y — voj, x (10.41) 

Las líneas de corriente forman un haz 
de rectas paralelas, de ecuación vo m y — 

— v 0 „ x = constante, cuya pendiente es 
vo» / vo*. De igual manera, las equipoten¬ 
ciales tienen la ecuación vo» x + voy y = 

= constante, cuya pendiente es — voe/voy. 

Cuando el flujo es paralelo al eje (0 = 0), 

Vfly = 0 y <f> = V0*, ^ = Voy. 



a) 


Figura 10.30a. Flujo desde una fuente 
bidimensional. 
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Figura 10.30b. Flujo desde una fuente 
bidimensional. 


Por tanto: 

v r = ^——, v =0 (10.42) 

2it r « 

Haciendo q/2x = m constante, resulta 
que la velocidad varía inversamente con 
el radio r. 

De lo anterior se deduce que las compo¬ 
nentes de velocidad son: 


mx . my , 
= —^ + —fdy 

m d(x 2 +y 2 ) 


x*+y* 


luego entonces: 


In (r* + y 2 ) — Inr (10.43) 
4 ít 2 n 


donde la constante de integración puede 
admitir cualquier valor y, en este caso, 
cero. Al despejar a r resulta : 

4>/tn __ 

e = r = + y* 

esto es, las líneas equipotenciales son cir¬ 
cunferencias concéntricas al origen, las 
cuales, para <f>=x m/8,2(n m/8), 3(a m/8), 
tienen el aspecto indicado en la Fig. 10.31. 

Es fácil demostrar que el flujo es in¬ 
compresible y que existe la función de 
corriente. De aquí: 


En efecto, 


Vr ~ Vv * 2 + V v * - 

l/mx \ 2 / my \ 2 m 

+ (—) = T 

La función potencial existe, ya que el 
rotacional vale cero, lo cual puede con¬ 
firmarse como sigue: 

dv„ dv w 4mxyr 4tttxyr _ 
dx dy ~ t* ” r* ~ 


Además, 


dx dy 


^ my dx tnxdy 
^ = “ xr+f + ~x?+f = 

■' ’ ’== m d (áng tan y/x) 

y eligiendo la constante de integración 
igual a cero, resulta: 


Tp = áng tan (y/x) — m 0 (10.44) 

2 X 


donde 0 es el ángulo de giro en coorde¬ 
nadas polares. De la ecuación anterior 
resulta: 
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Las líneas de corriente son radiales; de 
la Ec. (10.44) para i|) = x m/8, 2(n m/8), 
5 (nm/8), etc., presentan el aspecto de 
la Fig. 10.31. 

c) Sumidero. Es similar a la fuente, con 
la única diferencia de que las líneas de 
corriente confluyen hacia el origen; esto 
es, la velocidad v r es negativa y, por lo 
mismo, las funciones potencial y de 
corriente cambiarán de signo. Las fun¬ 
ciones para el sumidero resultan ser: 

<i> - -In (x 2 + y 2 ) = 

4 x 

= --2-lnr (10.45) 

L X 
q 

V = —-— áng tan y/x = 

2 x 

= __i_0 (10.46) 

2 X 


Problema 10.8. Una compuerta plana in¬ 
clinada descarga agua con una abertura 8 
pequeña, en comparación con el tiran¬ 
te h n —aguas arriba— (Fig. 10.32), de tal 
manera que se puede considerar que las 
líneas de flujo son en dirección radial al 
punto 0; esto es, igual que el flujo a 
un sumidero. Determinar la distribución 
de presiones dinámicas sobre la compuer¬ 
ta, el empuje total sobre la misma y su 
punto de aplicación, suponiendo que el 
flujo es permanente e incompresible (re¬ 
ferencia 9). 

Solución. Con la nomenclatura de la fi¬ 
gura 10.32 se aplica la ecuación de Ber- 
noulli (10.3), entre un punto B sobre la 
superficie libre (donde la velocidad es 
uniforme de valor v 0 ), el punto i y el pun¬ 
to A; todos dirigidos sobre la frontera su¬ 
perior: 
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_L ¿ S Distribución 

de presiones 

] sobre la 

Pn \ compuerta 






i íl 


Figura 10.32. Descarga de una compuerta inclinada con una abertura pequeña. 


, vo 2 p v 2 S 

*o _¡_ —— = z + - 1- -r— = -r“ + 1 

2g Y 2g 2 g 


= h„-z- 




De acuerdo con la Ec. (10.42) se puede 
escribir: 


r 0 r« = v r = v g = constante 


_ h 0 . . z _ 5 

rjJ seh.0 ' r sen 0 ' sen 0 


Además, con —— — de la misma 

v 0 8 

ecuación de BemouIIi, tenemos: 


h 0 -b 


V / V A 

2 g \ 8 2 V 


Luego entonces, se satisface que: 


v 0 h 0 = vz = v 


o bien 


2 g h 0 + 8 

Por lo tanto. 


£_ h _ V ( K A 

Y 0 h 0 + 8\ t? / 


que substituida en la ecuación de Ber- 
noulli resulta: 


que es la ley de distribución de presiones 
de la Fig. 10.32. El punto en el que ocurre 
el valor máximo de la presión se obtiene 
por el criterio de la primera derivada: 


P , v 2 — v 0 2 

— = K ~ z - r-— 

Y 2 g 




2 V 5 2 

(*„ + &) z* 
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con lo anterior, la posición del punto re¬ 
sulta : 



2 V 8 2 

*o + 5 


Esto es, la posición de la presión máxima 
y su magnitud es independiente del án¬ 
gulo 0 de inclinación de la compuerta. El 
empuje total, resultado de las presiones 
hidrostáticas, vale: 



comente en la forma de circunferencias 
concéntricas al origen con velocidades tan¬ 
genciales —que siguen la ley dada por la 
Ec. (10.5); esto es: 

Vr = 0 (10.47a) 

v 6 =~~ (10.47b) 

Las equipotenciales son líneas radiales 
desde el origen (Fig. 10.33). Las funciones 
potencial y de corriente se obtienen inter¬ 
cambiando <t> y en las ecuaciones para 
una fuente. Para un vórtice que gira en 
dirección positiva (sentido antihorario) 
se tiene: 

y 

<t> = k áng tan-= k 6 

x 

k 

+ — 2~ln (pc 2 + y 2 ) = -klnr 


con * 0 = 5 m, 5 = 0.25 m, y = 1 ton/m®, 
0 = 90°, se obtiene: 


' 2 X 25 X 0.0625 
5 + 0.25 


= 0.841 m 


(P/Y) má * = 5-0.841 -™g! x 


l) = 3.75 m 


P= (5-0.25) 2 (o.5-|^) = 10.21 ton 


Las expresiones de este problema son apli¬ 
cables sólo si * 0 8. 


El signo menos en y permite dar validez 
a las Ecs. (10.10) y (10.11). 

La intensidad de un vórtice depende 
de la magnitud de k, pues para un radio 
dado —a medida que k aumenta— se in¬ 
crementa la velocidad de rotación. 



Vórtice libre y combinado. El vór- Figura 10.33. Vórtice irrotacional, 

tice libre está limitado a fluidos idea¬ 
les y se caracteriza por el hecho de que La intensidad se define como la magni- 
él movimiento se produce con líneas de tud de la circulación, la cual a su vez se 
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especificó en la sección 10.3. Para el caso 
particular de un contorno circular, cerrado 
con centro en el origen, que arranca en un 
punto A y regresa al punto B (que coin¬ 
cide con A ), se tiene: 

— k&A = 0 

y para el punto B, después de una vuelta 
completa <t>¡¡ ~ k 0b = 2ji k. De acuerdo 
con la Ec. (10.14), la circulación vale 
T = 2nk; esto es, diferente de cero aun 
cuando se trata del flujo con potencial, 
lo cual se debe a que en este caso el po¬ 
tencial es una función múltiple. Em efecto, 
se tienen diferentes valores del potencial 
para el mismo punto: 

<f> = + 2ji n k 

donde n es un número entero cualquiera. 
Para cualquier otro circuito cerrado que 
no incluya el origen,. la circulación vale 
cero. 

Las funciones potencial y de corriente 
son, finalmente: 

r 

= -6 (10.48) 

2n 

r 

V= —— Inr (10.49) 

2* 

Si se elige una línea de corriente de 
radio r como frontera rígida interior del 
flujo, éste se extenderá desde dicha fron¬ 
tera hasta el infinito, obteniéndose así 
el llamado flujo de circulación pura alre¬ 
dedor de un cilindro de radio r. La ve¬ 
locidad v en un punto cualquiera fuera 
de ese cilindro sigue la ley hiperbólica 
(10.47b), como sigue: 


y alcanza su máximo valor sobre la super¬ 
ficie del cilindro 

r 

\ 2n r„ 

y su mínimo v 0 = 0 para r = oo. 

El potencial de un flujo de circulación 
pura alrededor del cilindro está dado por 
la Ec. (10.48). 

De la Ec. (10.50), si r->0, v -» «o/ Ib 

cual es imposible que suceda. Una expli¬ 
cación de esta circunstancia y del hecho 
de que exista circulación en el vórtice 
irrotaeional, es que en la parte central —y 
con radío r 0 — se presenta un vórtice rota¬ 
cional cuya ley de distribución de veloci¬ 
dades se aparta de la dada por la ecua¬ 
ción (10.50); es v. = kr. El movimiento 

<7 

en esta zona muestra también la forma de 
circunferencias concéntricas cuya circu¬ 
lación vale: 

r — I v r d0 = 2 jc r v. = 2¡tk r 2 

h e 6 

El movimiento en esta zona recibe el nom¬ 
bre de vórtice forzado o rotacional y se 
produce como si fuera un cuerpo rígido 
con velocidad angular constante <u, sien¬ 
do la ley de distribución de velocidades 
= w r. La combinación de ambos flujos 
se muestra en la Fig. 10.34 y recibe el 
nombre de vórtice combinado o de Ran- 
kine; en esta forma se presenta en la 
naturaleza. Es el caso del vórtice forma¬ 
do por el flujo hacia un orificio prac¬ 
ticado en el fondo de un recipiente con 
niveles de agua, bajos, o en la entrada de 
los túneles de desvío de una presa. 

La superficie libre de un vórtice; com¬ 
binado es cóncava en la zona del vórtice 
forzado y convexa, en la zona del vórti¬ 
ce. libre (Fig. 1034). 
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y al plano horizontal z=H, como se mues¬ 
tra en la Fig. 10.34 (sección 2.8). 

Sobre la superficie libre en la zona de 
vórtice forzado v = ea r y de la Ec. (4.9b) 
resulta: 




Í Vórtice forzado | 

•-—Vórtice libre 


H 

...i 


! Figura 10.34. Vórtice combinado. 

Siendo el flujo permanente, la ecuación 
i de Bemoulli (10.3) entre dos puntos 1 y 2 
sobre la superficie libre es: 

Vi 2 V 2 

í . ff = z 1 + -í- = z 2 + -^- 

1 2g 2 g 

f Para la zona de vórtice libre, tene- 
|í mos que: 


v — v -- 

0 2%r 


Zi 


_ _L) 

8n 2 g \ r 2 2 r 2 2 / 


(10.51a) 


o bien, para = <x>, z t = H y con z 2 = z, 
I': r 2 = r, lo siguiente: 


H-z = 


Sn 2 g i* 2g 


(10.51b) 


La superficie libre en la zona de vórtice 
libre adquiere la forma de un hiperboloide 
de revolución, asintótico al eje de rotación 


Z = ~^T~ (la52) 

Cuando r — 0, z = 0 y la constante de 
integración es cero, la superficie libre tie¬ 
ne la forma de un paraboloide de revo¬ 
lución. 

Én la frontera de los dos vórtices, r—r^, 
z = z 0 , la depresión para el vórtice li¬ 
bre es 


H-Zo = 


S* 2 gr 0 2 2 g 


y para el vórtice forzado: 


v 2 

a>Vo 2 _ 

2 g ~~2f 


luego. 


y de aquí 


:-V4£ 


(10.53) 


Esto es, a medida que co aumenta, r 0 dis¬ 
minuye. 

Cuando el vórtice combinado no pre¬ 
senta una superficie libre, se puede calcu¬ 
lar la distribución de presiones en su 
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interior. En este caso es más conveniente 
aplicar la Ec. (4.9b) para los dos tipos de 
vórtice, pues en ambos casos las líneas 
de corriente son circunferencias concén¬ 
tricas horizontales y la ley de distribución 
de velocidades que en cada uno se elige, 
lleva consigo la irrotacionalidad o rota- 
cionalidad del flujo. La ecuación para el 
flujo permanente es: 


P r 


flujo está dentro de la zona de vórtice 
libre. 

Solución a). De la ecuación (10.50) para 
r = 1 ,20 m, y = 0.9m/seg 

r = 2xr v 0 = 2nxl.2x0.9 = 6.79m 2 /seg 

De la Ec. (10.51a) para r x — 1.20 m, y 
r 2 = 0.60 m 

, _ (6.79) 2 r l_ i i 

831 2 X 9.8 í (0.6) 2 (1.2) 2 j 

= 0.124 m 


Para la zona de vórtice libre v --v 

0 2,71 f 

la diferencia de presiones entre dos pun¬ 
tos 1 y 2 resulta: 


f\_EL 

« r \ 4ji 2 r s 


pT 2 / 1 
8ít 2 V r 2 2 


•^r) m54} 


Solución b). Para r = 0.60 m, de la ecua¬ 
ción (10.50): 

6.79 

v e = 2^ro^ = 1 - 8m/seg 

y de la Ec. (10.51b): 

„ ( 1.8 ) 2 

H ~ z = ~Tx~9T = 0-1655 m 


Para la zona de vórtice forzado v g ~ <or; 
la diferencia de presiones entre dos pun¬ 
tos 1 y 2 es: 

P 2 — Pi — | r 2 p « 2 rdr = 

(xr 

= P — (10.55) 

Problema 10.9. A la entrada del túnel de 
desvío de una presa se forma un vórtice 
combinado. En un punto a 1.20 m del cen¬ 
tro de rotación la velocidad tangencial es 
de 0.90 m/seg; a) determinar la diferen¬ 
cia de niveles de la superficie libre del 
agua entre este punto y otro con un ra¬ 
dio r — 0.60 m; b) determinar la diferen¬ 
cia de niveles entre la superficie libre 
para este segundo punto y la superficie li¬ 
bre inalterada del agua. Suponga que el 


Problema 10.10. Los diámetros exterior 
e interior del impulsor de una bomba 
centrífuga son de 1.20 y 0.60 m, respecti¬ 
vamente. Encontrar la velocidad de rota¬ 
ción con la cual se inicia el ascenso del 
agua contra una carga de 9.15 m. 

Solución. En este caso, como el flujo se 
debe a un agente exterior que es la poten¬ 
cia proporcionada a la flecha del impul¬ 
sor, el movimiento se presenta en la zona 
de vórtice forzado. 

Con r x = 0.30 m, r 2 = 0.60 m y —_—= 

y 

— 9.15m, de la Ec. (10.55), resulta: 


J 2 * 1 

( Pi~Pl\ 

’ r 2 — r 2 

' y / 

j2x 9.8 x 9.15 


0.36 - 0.09 
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< 0 , — 25.77 rad/seg 
60 a, 60 x 25.77 


n = 246 rev/min 

10.6.2 Método de solución indirecta 

Consiste esencialmente en una solución 
de ensayos para probar funciones arbitra¬ 
rias, con la idea de que se adapten al 
problema de interés. De hecho, muchas 
de las funciones potenciales básicas pa¬ 
recen haberse encontrado, probando algu¬ 
na función 4 > que satisfaga lá ecuación de 
Laplace y las condiciones de frontera. Sin 
embargo, es remota la posibilidad, de éxi¬ 
to de este método en la solución de nue¬ 
vos problemas. Pór ejemplo, la función 
<t> = i (axr + by 2 -h ez 2 ) es una solución 
de la ecuación de Laplace, únicamente si 
se satisface que a + b + c = 0. Algunos 
casos de flujo se indican a continuación. 

a) Flujo con simetría axial contra una 
pared. Si se considera que b=a, c— —2 a, 
y que la función potencial es: 

* = ~(** + * , -2í a ) 

su resultado es el mismo del proble¬ 
ma 10.2, donde más bien se especificó el 
campo de velocidades. • 

b) Flujo bidimensional contra una pla¬ 
ca. Si ahora a = —b, y c = 0, entonces 
4> = (a/2) (x* — y 2 ), o sea el mismo re¬ 
sultado del problema 10.3, donde a = 3. 


das de flujos con potencial, tales como 
flujos uniformes, fuentes, sumideros, vór¬ 
tices, etc., y encontrar soluciones de otros 
más complicados. Es quizá este método 
el que tiene mayores aplicaciones. 

a) Vórtice espiral. El fenómeno me¬ 
teorológico llamado tomado se asemeja 
al flujo resultante de la superposición de 
un vórtice irrotacional y de un sumidero, 
excepto en la región próxima al origen. 
Es un buen ejemplo de la concordancia 
que puede tener el fenómeno con un flui¬ 
do real como el aire y el fluido ideal aquí 
considerado. Las funciones potencial y 
de corriente para el nuevo flujo se ob¬ 
tienen de la suma de los flujos compo¬ 
nentes (vórtice y sumidero), como sigue: 


-ln r s= 


— áng tan — — ■ 
231 - x 

r 5 " a 

--— ln r-— 0 

231 231 


ln, (x 2 + y 2 ) 


r 

---r-ln (r'-by 2 ) : - - áng tan — 

431 2:i x 

En la Fig. 10.35 se muestra la disposición 
del flujo resultante. 

La velocidad tangencial del vórtice es 


9 2 nr 


y la velocidad radial del sumidero es 


10.6.3 Superposición de flujos 

Basado en la propiedad de superposi¬ 
ción de la función potencial, este método 
consiste en combinar soluciones conoci- 


La velocidad resultante es: 


Vr* + <f 











flujos con potencial 


la cual puede también obtenerse de 

"-mwy. 


Así resulta: 


vr = c = 


VT 2 + <f 
2a 



Figura 10.35. Vórtice espiral. 


contrar la presión en un punto a 180 m 
desde su centro. 

Solución. La constante c = v r — 24 X 
X 360 = 8 640 m 2 /seg. 

Para r 2 = o©, p¡¡ = 0 (presión atmosféri 
ca), la presión en el punto es: 


Pi = 


Aplicando la ecuación de Bemoulli 
(10.3) a dos puntos colocados al mismo 
nivel, se tiene que 

pe*/ 1 1 \ 


lo cual indica una relación lineal entre p 
y 1/r 2 . 

Esta relación se ha comprobado en tor¬ 
nados con mediciones realizadas directa¬ 
mente (la Ref. 14 presenta una demostra¬ 
ción de esto). 


r i 2 r x 2 

p x = —144.0 kg/m 2 


0.Í25 X 8 640 2 
2 X (180) 2 


b) Flujo de una fuente a un sumidero. 
Se obtiene de la superposición del flujo de 
una fuente y tin sumidero, ambos de igual 
intensidad. Tiene aplicación en Geohidro- 
logia al estudiar el flujo de agua de un 
pozo de recarga a uno-de ábsorción, per¬ 
forados a través de un medio permeable, 
Suponga qué, tanto la fuente como el 
sumidero, se localizan sobre el eje de las x 
y están separados una distancia 2a (figu¬ 
ra 10.36). Según las Ecs. (10.43) y (10.45), 
el potencial del nuevo flujo es: 


(10.56a) 



2a 

n 


r 2 

'.i‘: 

y\ 

,, 



... O 

a 



-? X 


Figura 10.36. Flujo de una fuente a un 
sumidero. 


Problema 10.11. La velocidad resultante 
de un tornado a una distancia r — 360 m, 

desde su centro es de 24 m/seg. Para el Para un punto cualquiera ? (Fig. 10.36) 
aire con densidad p= 0.125kgsegVm 4 , en- se tiene: :jl 
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ri - V (x + a) 2 + y 2 

r¡¡ = V (* — a) 2 + f 

La función potencial resulta también: 

, <7 (x+ay+y* 

4 > = - j—In— -* 5 ——(10.56b) 

4a ( x—ay+y* 

En la misma forma, la función de 
corriente es; 


^ = (10.57) 


o bien con 


tan = 


x + a 


■ .v: tan0 2 = ——— ■ 

-i:.:,;, , 

entonces 

..... 1. + tan 0j. tan 0 2 . 

luego , f .' .. / ' . 

0 a - 0 2 = áng tan -- 2 “ y ~ 

x- + y — a- 


, y. entonces : , u 


(10.58) 

Se puede encontrar la ecuación de l^s lí¬ 
neas de comente, para lo cual, de la 
Ec. (10.58) se puede escribir: 


x 2 + y 2 -f 


y de ahí 



Esto es, las líneas de corriente consisten 
en una familia de circunferencias cuyo 
centro tiene las coordenadas variables 



con radio también variable, de valor 
a 

sen - 

• • ' ".f . q i ¿ 

' ' ‘. •;. . ’ '¡i 

En forma análoga, se puede demos¬ 
trar que las líneas equipotenciales cons¬ 
tituyen una familia de circunferencias, de 
ecuación: 

(x~kay + f=(k?-l)a 2 

cuyo centro tiene las coordenadas 

( ± k a, 0) y su radio es y/(k 2 — 1) a 2 , 
donde: 

. ..... r . .. e(W4)0 -f. 1 

• : • ; ; e(Va)(C — 1 

Tomando en consideración los valores 
de y r 2 , las componéntes de veloci¬ 
dad son: . a 

'v„ = ^í... = JL£ r * ( x + a)~-r l 2 (a-a) 

' - ’dx 2a -Ti 2 r 2 . 

: (10.59a) 
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Figura 10.37. Flujo de una fuente a un sumidero. 


9 (rf — rfjy 


r 2 r 2 
r l *2 


(10.59b) 


y la magnitud de velocidad: 

V = Vv» 2 + V, 2 = 




i 2 + r 2 2 - (n 8 + r a 2 - 4a ! ) 


» = * ' -v (1060) 

ot rj r 2 

Siendo, por supuesto, tangente en cada 
punto a las líneas dé corriente. La figu¬ 
ra 10.37 presenta la forma del flujo. 

Problema 10,12. Una compuerta cilindri¬ 
ca descarga agua con una abertura 1 pe¬ 
queña, en comparación con el tirante h 0 
—aguas arriba— (Fig. 10.38). Si se supo¬ 
ne que la frontera de la compuerta coin¬ 
cide con una de las equipotenciales (de 


forma circular) del flujo de una fuente 
a un sumidero, las restantes equipotencia¬ 
les serán líneas de corriente para el flujo 
hacia la compuerta; esto es, se intercam¬ 
bian las. equipotenciales por líneas de 
corriente para el huevo flujo. Determinar 
la ley de distribución de presiones sobre la 
pared de la compuerta, suponiendo el flu¬ 
jo permanente. .... 

Solución. La geometría y nomenclatura 
de la Fig. 10.38 permite calcular la posi¬ 
ción de la fuente y sumidero, ficticios, 
que determinan el flujo. Una vez conocido 
el radio de la compuerta y la abertura A, la 
posición del eje de la compuerta coincide 
con el centro de la línea équipotencial 
(circunferencia) de frontera y vale: 

Xq = ^ + R 

por lo que la abscisa del centro de la cir¬ 
cunferencia resulta: 
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Figura 10.38. Flujo por debajo de una compuerta cilindrica; 


k 2 ar = x 0 2 


y su radio: 


a VA 2 — 1 = a J _ i . 
* a 2 


Luego entonces: 


— ft» + 


VA 2 — 2g(h 0 — A) — v 2 


~ = h t ~(h 0 - A)- 

Y 2g 

De la Ec. (10.60) para los puntos P y A, 
se tiene: 


a = V*ó 2 - R 2 


± _ vri r 2 v A r 1Á r 2Á 


De la ecuación de Bernóulli para la lí¬ 
nea de corriente que coincide con el eje 
de la compuerta, obtenemos: 


, , V 0 2 , p v 2 Va 2 

h ° + + = A -j- —— 

2 S Y ■. 2g T 2g 


de la que resulta: 

v 2 = va 2 - 2g(h 0 - A) 
Por lo tanto: , v 

~ ~ (fio h) + '- — . ■ ; - = 

y 2g 


v = va- 


rtA r 2Á 
fi r 2 


de donde: 


~ = h.— (k 0 — A)-x 

y 2 g 




Se ha comprobado experimentalmente 
que esta ley de distribución de presiones 
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es más precisa cuando se hace coincidir A 
con el punto real de separación de la vena 
líquida —que es el punto a de la figu¬ 
ra 10.38—obteniéndose así: 


y 2g \ r? r¿ / 

c) Doblete. Es el nombre del flujo lí¬ 
mite que resulta del flujo de una fuente 
a un sumidero de igual intensidad, cuando 
la distancia entre ellos tiende a cero. Es 
completamente teórico y sólo sirve en la 
solución de otros problemas de flujos 
compuestos. 

La función potencial del flujo de una 
fuente a un sumidero (Ec. 10.56b) se pue¬ 
de escribir en la forma: 


4>i = — - « o (10.61) 

2ji x 2 + y 2 


Á partir de la Ec. (10.58) y por un proce¬ 
dimiento análogo se demuestra la fun¬ 
ción de corriente del doblete, esto es: 


Y<* = 


2a \x 2 +y 2 


( 10 . 62 ) 


cuyas líneas de corriente tienen la ecua¬ 
ción:’ ■.. 


x +\y + 


/ \ / 


esto es, son circunferencias con centro en 


4= -¿-{ÍQ[(* + a) 2 + /] 

-\n[(x-a) 2 + 


y radio 


F(x,y) = ln (x? + f) 


resulta: 


F(x + a,y) — F(x — a,y) 
2 a 


Las líneas equipotenciales son 
circunferencias, de ecuación: 


también 


V ,;;C 4it 4>i 

Si se aproximan la fuente y el sumidero, 

la distancia a tiende a cero y la intensi- con centro en 

dad de ambos decrece ilimitadamente, de 

modo que el producto (2 q a) tiende a un ( ± 

valor finito c (Ref. 16). Debido a que \ 

da — dx, el valor límite de la expresión 

anterior es: ' . . “ y radio 


üV + f =(^—- 

i ) - ■ ■ \ 4n<f>i 


( = i¿-' 0 ) 


4ir dx 


c 2x 
4a x ?;+ y 2 


La función potencial del doblete es, fi¬ 
nalmente: 


La Fig. 10.39 presenta la red de flujo de 
un doblete bidimensional. 
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ms r ¡m 


mente en el exterior de dicha frontera 
(Fig. 10.40); esto qs, el flujo de la corrien- 
mte te uniforme alrededor de dicho cilindro. 

Así, resulta que las funciones potencial y 
<#> - constante de corriente, para dicho flujo, son final¬ 
mente : 



<t>=v 0 x+v 0 


/ R 2 x \ 

’°V f+y*) 


= v 0 r eos 0 + v 0 R 2 - 


Fígnra 10.39. Flujo de un doblete bidimensional. 

d) Flujo en torno a un cilindro. Es el ! 
flujo que se obtiene de la superposición 
de uno uniforme rectilíneo de velocidad 
v 0 y uno doblete; sus funciones potencial 
y de corriente son: 


<f>=v 0 eos 0^^ (10.63); 


£ 

= v o fsén0—v 0 R*- 


4 = v 0 x + 


^ = v 0 y 


2a x? +y 2 


2 a xr+y 2 


La línea de corriente adecuada a == 0, 
que delimita a los dos flujos, resulta ser 
una circunferencia de ecuación: 


x 2 + y 2 — 


2a v o 


Si el radio de esta circunferencia se 
hace igual a i?, se obtiene entonces: 

~~— = R 2 , o bien = v 0 R 2 
2a v Q 2a T' 

Si se considera que dicha línea de 
corriente cero corresponde a una frontera 
rígida, equivalente a la de un cilindro de 
radio R, se puede estudiar el flujo única- 


il>=v 0 sen 6^r—j (10.64) 

Tales ecuaciones satisfacen la condición 
de frontera de que para «/entonces: 

94 

• - " V * ~ dx ~ V ° 

v v =‘ 0 

y que, además, la circulación alrededor 
oHel cilindro vale cero. 

Las componentes de velocidad en coor¬ 
denadas cartesianas y polares son: 

^<f> y? -—. 

”!" = ; tr = r(10.65a) 


. 34 


(10.65b) 

U*P / i? 2 \ 

?r. = ~dt r ” v « coS 0 (l - (10.66a) 
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Las componentes de la velocidad radial 
y tangencial, sobre la pared del cilindro, 
se obtienen con r = R y valen v r = 0 y 
v 0 = — 2 vb sen 0. El signo menos signi¬ 
fica que la velocidad tangencial está diri¬ 
gida en sentido contrario al considerado 
como positivo para v 0 y, además, para 
0 = 0 y 6 — 180°, v fl = 0; esto es, que los 
puntos Ay B (Fig. 10.40) son puntos de 
estancamiento. Para el punto C (0 — 90°), 
la velocidad tangencial es horizontal, vale 
V 0 — — 2 Vq y corresponde al punto de 
máxima velocidad. 

Aplicando la ecuación de Bernoulli 
(10.3) entre un punto muy alejado del 
cilindro donde la presión es p„ y otro de 
estancamiento (A o B), donde v = 0, re¬ 
sulta que la presión en ese punto vale: 


P = Po + 


Vq 2 

2g 


o sea, la energía total. 


Problema 10.13. De manera semejante a 
la del problema 3.1, calcular la intensidad 
de las presiones, en kg/m 2 , que existirían 
en los puntosr = -1.5m,-3m,-6m; 
todos para y = 0 del lado que sopla el 
viento, con velocidad v 0 = 20 m/seg, so¬ 
bre una chimenea cilindrica de 3.00 m de 
diámetro. 


Solución. Con y = 0, de la Ec. (10.65a), 
resulta x :... . 



ello comprueba la ecuación usada en el 
problema 3.1. Para los datos, la fórmula 
se transforma en: 
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Para x 


1.5 m, entonces: 


( 2.25\ 

1 ~ x-— 1=0 (punto de están- 
z.zo/ camiento) 

Para x = — 3 m, se obtiene:. 

/ 2.25\ 

v m = 20Í 1-— ) — 15 m/seg 

Para x — — 6 m, finalmente: 

2.25\ 

v. = 20(^1 - — j = 18.75 m/seg 

Siendo el flujo horizontal, la ecuación 
de Bernoulli (10.3) aplicada sobre la lí¬ 
nea de corriente que coincide- con el eje x, 
entre un punto con velocidad v 0 , y pre¬ 
sión p 0 y cualquiera de los puntos anterio¬ 
res, se simplifica a la forma: 


Po ; Vq 2 _ P v 2 
Y . 2g y . 2g 


o bien, 


v 3 ! 


o. Po + P —2 - = P + P r^- 


Puesto que p 0 coincide con la presión 
atmosférica, resulta: 


_ ( v 0 2 -v 2 ^ 

'“'l-2- ) 


De la Fig. 1.4, la densidad del aire a 
15°C es: ; ' 

P 0 = 0.125 kg seg 2 /m‘* 

Para x = — 1.5 m (punto de estanca¬ 
miento), se tiene: 


p - 0.0625 (20 2 - 0) = 25 kg/m 2 
Para x — — 3 m, nos da: 
p = 0.0625 ( 400 - 225) = 10.94 kg/m 2 
Para x = — 6 m, entonces: 

P - 0.0625 (400 - 351.56) = 3.027 kg/m 2 


10.6.4 Métodos analíticos 

Muchos métodos se han desarrollado 
para la solución analítica de ecuaciones di¬ 
ferenciales parciales, particularmente de la 
ecuación de Laplace; son algunos-de ellos : 
la solución por series de Fourier, por fun¬ 
ciones singulares, esféricas, elipsoidales, 
armónicas, por cambio de variables y los 
métodos de ecuaciones integrales. 

Este sistema puede llegar a ser bastan¬ 
te complejo aun para flujos simples, pero 
está fuera de los objetivos de este libro. 
(Para mayor información consultar las re¬ 
ferencias 2, 5, 60 y 61.) y 

El método de transformación conforme 
es también de tipo analítico, si bien de 
mayor utilidad práctica. Consiste en un 
cambio de variables que, en el caso del 
flujo plano, se convierte en. el sistema de 
transformación conforme o de mapeo en 
el plano complejo. Por este procedimien¬ 
to, las soluciones de flujos conocidos, en 
un plano complejo, se transforman en el 
flujo deseado en otro plano complejo. 
En algunos casos, se utilizan transforma¬ 
ciones conformes sucesivas hasta obtener 
el flujo deseado. 

Antes de explicar el método,, conviene 
recordar algunos conceptos importantes. 

El número complejo z = x + iy, se com¬ 
pone de dos cantidades escalares x y y 
que son reales, donde i - \/— 1. La par¬ 
te x se conoce como real' y la parte y 
como imaginaria. Este número complejo 
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se representa en el plano cartesiano x — y 
(Fig. 10.42), por medio del vector de posi¬ 
ción r = x i 4- y j cuyo módulo es: . 

r = | z [ = yjx 1 + y 2 

El ángulo 0 que forman r y el eje x 
se conoce como argumento y tiene el 
valor: 

y 

0 = áng tan — > 

x 

generalmente se restringe al intervalo 

— :i < 0 < it. ■ , ( v-;.;. ■ ■; ■ 

Para que dos números complejos sean 
iguales, se necesita que lo sean las partes 
real e imaginaria. De. acuerdo con esta 
representación, z también se puede expre¬ 
sar substituyendo las coordenadas pola¬ 
res r, 0, como sigue: 

z— x + iy — r eos 0 + i r sen 0 

z = r (eos 0 + i sen 0) 

Por otra parte, de un desarrollo en serie j 
se demuestra que: 

e» = eos 0 + i sen 0 

Luego, un número complejo se puede 
expresar en tres formas distintas:r 

z — x 4- iy — r(cos0 + i sen 0) = re» 

de aquí también resulta que: 

Z n — r n e‘«9 = f n (eos n0 + i sen w0) 

Si a: y y son variables, el número z — 

= x + iy es una variable compleja. 

- Es posible definir otra variable comple¬ 
ja, w, como una función de. la variable 
compleja z; esto es: 


w = /(z) 

de manera que su parte real <t> y la imagi¬ 
naria son, en general, funciones de x 
y y; es decir: 

w = <t>+ = A (x,y) + i fz ( x,y ) 

Por ejemplo, si w = z 2 , con P = — 1, se 
tiene que 

<j> + ¿ip = {x + i y) 2 — x? — y 2 -f- i2xy 
de tal manera que: ' - 

= 2 xy 

En la misma forma que z = x 4- i y define 
un punto sobre ün diagrama que tiene 
a x como abscisa y a y cómo ordenada, 
de igual manera w = <j> q- 'fy definé úri 
punto sobre otro diagrama que tiene a <j> 
como abscisa y at|i, como ordenada (fi¬ 
gura 10.41). Cada diagrama se designa 
como el plano z y el plano w, respectiva¬ 
mente. Para cada pinato (x,y) sobre el 
plano z, existirá el correspondiente punto 
(ó, t|i) sobre el plano w, debido a que los 
valores de <f> y de se determinan a partir 
de x y y . 

Para ,el ejemplo anterior, el punto z = 
= x + iy = 1.67 + 0.89 1 en el plano z, 
tiene su correspondiente en el plano w—z 2 , 
que es: •, 

w - ó + ñ|>= (x 2 — y 2 ) + i2xy 

w = (1.67 2 - 0.89 2 ) + i - 2 ■ 1.67 ; 0.89 

w = 2 + 3 i "v. 

Las Figs. 10.41 y 10.42 , muestran los 
puntos correspondientes en los dos planos. 



Figura 10.41. Plano w que representa el esquema 
de un flujo uniforme de izquierda a derecha. 


Análogamente, cualquier curva sobre el 
plano z tiene una correspondiente sobre 
el plano w; por supuesto, con una forma 
distinta al ocurrir ta transformación del 
plano z al plano w, la cual consiste en 
una correspondencia i de los planos que 
quedan sobre ambas curvas. ■ 

Si se considera queó es una función 
potencial y,.ip la correspondiente, función 
de corriente, la malla de líneas 4> = x~ — 
— y 2 = Ci y - x 2 — y 2 = C 2 , sobre 
el plano w (Fig. 10.41), representa con 
claridad un flujo uniforme <f> = C u tp = C 2 
paralelo al eje <f> en la dirección positiva 



Figura 10.42. Un cuadrante del plano z resultan¬ 
te de la transformación z = wi, o bien, w ~ z?. 


de ese eje. Sobre el plano z (Fig. 10.42) 
las correspondientes líneas £ y t |> repre¬ 
sentan el aspecto del flujo irrotacional, 
alrededor de una esquina a 90°, descrito 
en 10.6.2. Si la función w es distinta de 
w = z 2 , el resultado en el plano z será 
diferente del de la Fig. 10,42. 

La .función w = f (z) se puede consi¬ 
derar como la transformación del plano z 
al aspecto de flujo uniforme del plano tv. 
Una vez conocida la función de transfor¬ 
mación w — f (z), para un problema par¬ 
ticular, su parte real <f>=f t (x,y), igualada 
con una constante, conduce a la ecuación 
de las líneas equipotenciales en el plano 
físico o plano z; su parte imaginaria y = 
— fi (x, y), igualada con- una constante, 
conduce a la ecuación de las líneas de 
corriente en el plano z. Cada línea tiene 
su propia constante particular.. 

La transformación inversa z ~ / -1 (w) 
se puede considerar como la que trans¬ 
forma el flujo paralelo: del plano w al del 
flujo real sobre el plano z. La considera¬ 
ción de esa forma inversa permite, * a 
menudo, un aspecto visual del plano z que 
desee obtenerse, mediante el uso de las 
coordenadas polares. Por ejemplo, dada 
la función w — z 2 , el aspecto del plano z -, 
se determina por un, análisis de la forma 
inversa z = wi. Si z = re» y w = r*e», 
entonces re» = r¿ igualando mó¬ 

dulos y argumentos, se tiene: 


de tal suerte que esta transformación 
particular se puede describir físicamente 
como el resultado de trazar la malla rec¬ 
tangular —de la Fig^ 10.41— sobre una 
hoja de material elástico; además de prac¬ 
ticar un corte a lo largo de la parte ne¬ 
gativa del eje y, girar, los dos lados del 
corte un ángulo de 90° hasta hacerlos 
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coincidir con el eje x. La malla, original¬ 
mente dibujada, se deforma junto con 
la hoja y se convierte en una línea cuyo 
aspecto es el de la Fig. 10.42. 

Se demuestra que en la variable com¬ 
pleja w, y satisfacen las ecuaciones 
de Cauchy-Riemann y, por lo mismo, a 
la de Laplace. Aquí w se conoce como él 
potencial complejo y a dw/dz (también 
compleja) como la velocidad compleja, 
cuyo valor es: • 


dw dw 
dz 'dx 


d w 9 . . . . W 





Esto es, la parte real de la velocidad com¬ 
pleja corresponde a la : componente v„ de 
la velocidad real, y la parte imaginaria 
a la componente v y con signo menos de 
la velocidad real en ese punto. El valor 
absoluto de la velocidad compleja es 
| dw/dz | == Vv. 2 -f v„ 2 ó sea, la magni¬ 
tud de la- velocidad en el punto z ; su ar¬ 
gumento es —a, donde a = áng tan v/u. 
Por lo tanto: -... 


dw 

dz 


v [ [eos (—a) -f- i sen (—a)J 


dw 

dz 


j v | 


A menudo resulta más conveniente expre¬ 
sar w=f(z) en la forma inversa: z=Kw ); 
un ejemplo es la transformación z=w+e w . 
Además, la derivada de la función inversa 
dz/dw juega un papél importante en cier-' 
tas transformaciones y se representa por: 


^ _ dz _ 1 e*“ 

dw dw | v j 

dz 

% es un número complejo con un valor 
para cada punto en el plano z. Su módulo 
es 1/| v | y su argumento es la dirección « 
de v, donde v es la velocidad en el punto 
sobre el plano z. 

Para una línea de corriente en el pla¬ 
no z, a lo largo de la cual la velocidad v 
y la dirección a del flujo son conocidas, es 
posible—de este modo—calcular %=dz/dw 
de la ecuación anterior, aun cuando la 
función w=/(z) sea desconocida..Lo an¬ 
terior tiene utilidad en la determinación 
de las líneas de corriente, en fronteras a 
superficie libre. , , - ■ - 

En casos complicados, el proceso de 
transformación de un modelo del plano z 
al plano w puede llevarse a cabo por eta¬ 
pas. El modelo z cambia mediante uno o 
más planos intermedios y Iá relación fun¬ 
cional entre w y z queda representada por 
la serie de ecuaciones de transformación, 
usadas. Como un ejemplo simple, consi¬ 
dere la función w — sen e z . Sea e~ = p; 
entonces: 

z ' — In p 
w = sen p 

El plano z puede transformarse al, plano 
intermedio p por el cambio inverso dado 
por la primera ecuación; el plano p puede 
hacerse al w por medio de la segunda: 

dw dw dp dw 1 

dz dp dz dp dz V C ° S ^ 

. - ~dp~ 

; 

dw ... 1 

—;— = v* — i v v =¡ e* eos e* i 

dz .. 1 
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TABLA 10.4. Ejemplos de funciones de transformación y flujos a que corresponden 
Transformación Aspecto del flujo en el plano z 


Transformación 

1. w = Az 

2a. w = m ln (z — a) 

2b. w = — (i k/2x) In (z — a ) 
2c. w — (m — i k/2n) ln (z — a) 

3. w — k/{z — a) 

4. w — mili [(z + a)/(z — a)] 

5. w — A.z n 

6. w = v 0 (z + E?/z) 


Flujo uniforme. 

Fuente en z — a. 

Vórtice en z = a. 

Vórtice espiral en z = a. 

Doblete en z = a. 

Fuente en (— a, 0), sumidero en (a, 0). 
Flujo alrededor de una pared que tiene un 
ángulo 0 - x/n. 

Flujo alrededor de un cilindro de radio R. 


No obstante que se han investigado mu¬ 
chas funciones analíticas para encontrar 
sus correspondientes transformaciones, 
Mío algunas de ellas han mostrado utili¬ 
dad al adaptarse a problemas de inge¬ 
niería. En publicaciones especializadas se 
presentan a manera de tablas. En la ta¬ 
bla 10.4 se indican algunos ejemplos (re¬ 
ferencia 62). •' 1 '"■■■• 

" La Eef. 60 presenta otros tipos de trans¬ 
formación. ’f' ‘ 

Un método de análisis semejante se 
basa en el teorema de Schwarz-Christof- 
;fél, a menudo én unión de la transforma¬ 
ción conforme. Este teorema proporciona 
fm medio de mapear el interior de ún 
polígono simple, cerrado en el semiplano 
‘superior, con la frontera del polígono lle¬ 
gando a ser el eje real (eje x en el plano 
complejo). 

Problema 10.14, Considerando la trans¬ 
formación yv ~ z 2 (Figs; 10.41 y 10.42): 

a) Determinar los valores de w, <f>, ij> y 
dw/dz en el punto (2, 1) del plano z. 

b) Analizar los mismos valores en el 
punto (0,0) del plano z. 

c) Determinar la forma de las curvas, 
x = constante y y = constante, sobre el 
plano w. 

Solución a). Puesto que z-x+iy~2 + ¿; 


w — <j> + ¿ip = z 2 = 3 + 4 i, resulta 
<t> = 3,V — 4. Además: 

dw 

— 7— = 2 z = 4 + 2 i 
dz 

Solución b). En el origen del plano z, se 
tiene: 


z = x + i y = 0 
w = z 2 = 0 
4 > - 0, -qi = 0 


n yv 

~dT = 2z = 0 

Como el punto z = 0 es una singulari¬ 
dad donde la función es analítica, no es 
posible seguir el procedimiento de mapeo. 
En este punto, las direcciones de las líneas 
de corriente, en el plano z son dos: a = 0 
y a = Ji/2; al transformar al plano w, la 
dirección es a — 0. 

Solución c). Siendo w = z 2 , vemos que: 
<t> -f £ip = (x + i y) 2 
~ x? — y 2 ; V = 2 x y 
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entonces: 



Si x = constante = — 1 — 'i' 2 /4 re¬ 

sulta una parábola sobre el plano w. Esto 
es, las líneas x — constante forman una 
familia de parábolas y las y = constante 
forman otra que se interseca —ortogonal¬ 
mente— con la anterior. 

Problema 10.15. Con el modelo w = 2Z 2 , 
determinar la magnitud y dirección de la 
velocidad en el punto (32). 

Solución. La velocidad compleja es: 

dw ' 

—— = 4z = v» — t v v 
dz 

v* — i v v — 4 (3 4- 2¿) = 12 + 8¿ 

Por tanto: ■ ■■: - .■ 

v®=12, v v — —8; | v | =V v ® 2 + v » 2 = 14.42 
v 

a=áng tan-= áng tan (—0.67) = 

v* 

— —34° 54' 

10.7 Analogías :. ,l ; ■ - <■ -j 

Frecuentemente se emplea la analogía 
eléctrica para obtener la solución aproxi¬ 
mada de un problema de potencial en el 
sistema eléctrico análogo. El método se 
basa en la semejanza de la función poten¬ 
cial <t> con el potencial eléctrico E (vol¬ 
taje) qué también satisface la ecuación de 
Laplace; de tal manera que el vector 
grad E representa la intensidad eléctrica 
del campo y es proporcional al campo de 
velocidades de un flujo con potencial. 



Figura 10.43. Analogía eléctrica </>-É para flujos 
bidimensionales. 

Puede usarse un conductor seco. Con¬ 
siste en una hoja de papel cubierta su¬ 
perficialmente con una capa delgada uni¬ 
forme, conductora de electricidad, ; por 
ejemplo,, carbón. Este tipo de papel se co¬ 
noce comercialmente con el nombre de 
papel teledeltos. La geometría dé las fron¬ 
teras dél flujo se recorta dentro de este 
papel —a una determinada escala— y se 
hace pasar la corriente eléctrica desde los 
..electrodos a través, de . la zona en la que 
se produce el flujo, con úna diferencia co¬ 
nocida de potencial eléctrico entre ambos. 

_ Con un tercer electrodo móvil se mide el 
voltaje en diferentes puntos de la zona 
de flujo, para conocer aquéllos en los que 
se tenga el mismo potencial eléctrico; 



Figura Z0.44. Analogía eléctrica i|>-B para flujos 
bidimensionales. 
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igual analogía se puede suponer para la 
función de corriente t|>. En las Figs. 10.43 
y 10.44 se presentan ejemplos. 

También se puede usar un conductor 
húmedo, de poco espesor, dentro de un 
tanque electrolítico; el conductor puede 
ser úna solución de agua salina. 

Existen otras analogías como la de la 
membrana y la del túnel Hele-Schaw (re¬ 
ferencia 60). 

PROBLEMAS 

1. Calcular la velocidad de las siguientes fun¬ 
ciones bidimensionales: ■ ■ 

a) </> = — 2 In (x 2 + y 2 ); 

b) <p = Ux + Vy; 

c) <¡> = 2xy; 

. /así como la divergencia y rotacional de di¬ 
chas funciones. Y , .) 

2. ¿Cuáles de las siguientes funciones esca¬ 
lares podrían representar el potencial de 
velocidades de un flujo ideal? 

a) f = x — 3y; 

b) f - x 2 + y 2 : 

c) f = x 2 — y 2 ; 

d) f = sen (x + y); 

e) f — sen (* — y) ; 

1) f = In (x + y); 

g) f — la (x—y); s? 

h) f = áng tan (y/x) . .. 

3. Un potencial de velocidades en flujo bidi- 
mensional es <t> = y + x 2 — y 2 . Determinar 
la función de corriente para este flujo. 


4. Dada = 3x — 5 y. ■. '■ - 

a) ¿Representa im flujo con potencial? 

b) Si la respuesta anterior es afirmativa, 
¿cuál es dicho potencial? 

5. La. función de comente bidimensional para 
un flujo es: t|» - 9 + 6x — 4y + Ixy. Deter¬ 
minar el potencial de velocidades. 

6. Dado el potencial : y> = j>s/3 — x 2 y, 

a) determinar el vector velocidad que des¬ 
cribe al flujo; , 

b) demostrar que el flujo es irrotacional; 

c) ¿cuál es la función de corriente?; 

d) dibujar las líneas equipotenciales y de 
corriente sobre el semiplano derecho 
(x^=0), para <j> = t|t = 0, ± 5, ± 10, a una 
escala de un cm = 1 unidad. 

7. Verificar la validez de las Ecs. (10.11). 

: 8. Deducir la ecuación de Laplace, a partir de 
la ecuación de continuidad en coordenadas 
polares, en el mismo sistema de coorde¬ 
nadas..... : . ; 

9. La expresión general —en coordenadás po¬ 
lares— para el potencial del flujo bidi¬ 
mensional, alrededor de una esquina de 
ángulo a, se puede escribir en la forma: 

a/a 

<t> = r . . COS («0/a). 

a) Determinar la función de corriente para 
este flujo. 

b) Demostrar que para a = ,-t, el flujo se 
puede representar por v = i. 

c) Para a n/2, demostrar que el flujo es 
el del problema 10.3. 
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d) Determinar la magnitud de la veloci¬ 
dad en la esquina, para 0 < a < re o para 
re < a < 2re. 

e) Dibujar las líneas de corriente y equipo¬ 
tenciales para = 0, 2, 4 y 6 y 0 = 0, 
* 2, ± 4, Sfc 6; con a = in/2 y a una 
escala de 1 cm = 4 unidades. Se sugieren 
coordenadas polares. 

10. a) ¿Satisface la función f -\/r la ecuación 

de Laplace, en dos dimensiones? 

b) ¿La satisface en flujo tridimensional? 

c) Determinar la función dé corriente para 
la función indicada. 

11. El potencial de velocidades, para un flujo 
permanente incompresible, está dado por 
0 = (— a/2) (x 2 + 2y — Z?), donde a es una 
constante arbitraria mayor que cero. 

a) Encontrar la ecuación para el vector ve¬ 
locidad. 

b) Determinar la ecuación para las líneas 
de corriente sobre el plano x-z (y = 0). 

■ - - ■ Demostrar que se satisface la ecuación de 
■ continuidad correspondiente. 

12. Demostrar que el rotacional para- un flujo 

bidimensional es igual a: + ZPty/ZyK 

13. a) Dibujar una red de flujo para la curva 


de la Fig. 10-2 y, a partir de ella, deter¬ 
minar la distribución de velocidades y 
de presiones sobre la sección 0 — A. 
b) Considerando que el fluido es agua y que 
’u 0 = 1 J m/seg, determinar la diferencia 
de presiones entre las superficies interior 
y exterior de la curva; y comparar el 
resultado con el obtenido del proble 
ma 10 . 1 . 

14. La presión es constante e igual a la atmos¬ 
férica, a lo largo de las líneas de corriente 
—superior e inferior— para el flujo delante 
de la placa vertedora de la Fig. 10.12; tara 
bién lo es a lo largo de la línea de corrien¬ 
te superior para el chorro descargado por 
la. compuerta deslizante de la Fig. 6.13. Ex¬ 
plicar por qué el espaciamiento entre líneas 
equipotenciales varía a lo largo de estas lí¬ 
neas de corriente: 

15. En la figura se muestra la mitad de un 
chiflón bidimensional, simétrico respecto del 
eje horizontal, en el que se han 'dibujado 
las líneas de corriente. 

a) Dibujar las líneas equipotenciales. 

b) Reproducir las curvas de v/v 0 y de C p , 
semejantes a las de la Fjg. 10.9, ¡ referi¬ 
das a este problema. 

c) Indicar la posibilidad de separación. 


■41 = 4 

0 = 0 -- 

V= 3 



ylo ‘—Eje de simetría 
Figura del problema 15. 


16. La figura muestra la situación de la super¬ 
ficie libre, de la lámina que vierte sobre 
una placa de pared delgada. Los perfiles 
superior e inferior de la lámina han sido 
determinados experimentalmente y corres¬ 
ponden a una carga de h = lm. 


a) A partir de los datos del perfil y con 
base en el método de Prasil, calcular el 
gasto q por unidad de ancho de cresta. 
Considerar para ello que y r ~ 2 m y 
y D = 1.82 m. 

b) Trazar la red de flujo mediante el mé- 
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todo de Prasil, considerando que haya 
cuatro tubos de flujos. 
c) Determinar la distribución de velocida¬ 
des sobre la sección vertical A-B, desde 
y B = 0.205 m, hasta y A = 0.855 m. 


d) Calcular, también, la distribución de pre¬ 
siones sobre la misma sección y el coefi¬ 
ciente n del vertedor, tal como se indica 
en la Fig. 7.2: 


_8 —6 —4 -2 


8 10 12 14 16 18 20 



-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 

Figura del problema 16. 

17. La Fig. 6.13 muestra la red de flujo para la ta y sobre el fondo, que se indican en dicha 

descarga de una compuerta deslizante. De . figura; expresarlas en función del coeficien- 
acuerdo con la relación y i/a, verificar la te de presión. 

distribución de presiones, sobre la compuer- 18. La figura muestra la red de flujo debajo 
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ma 10.7, determinar el gasto unitario de in¬ 
filtración y la distribución de presiones, a lo 
largo de la base de cimentación de la panta¬ 
lla. Considerar que el coeficiente de permea¬ 
bilidad del suelo es de £=1.5x10—« cm/seg. 

20. Dibujar la red de flujo de infiltración alre¬ 
dedor de la tablestaca mostrada. Usar una 
escala de 1 cm = 2.5 m y cuatro tubos de 
flujo en la red. Calcular el gasto de infil¬ 
tración por unidad de ancho. 


Arena ¡sotrópica 
permeable 

2.5 X 10”* cm/seg 

arcilla impermeable 


Figura del problema 20. 


21. La solución de problemas de flujo en acuí- 
feros no confinados, como el mostrado en 
la figura, usualmente involucra dos hipó¬ 
tesis debidas a Dupuit: 1) El gradiente de 
las cargas piezomótricas es constante sobre 
cualquier sección vertical e igual a 3 {p/y + 
+ z)/Zx sobre la superficie libre. 2) La velo¬ 
cidad es horizontal y uniforme desde la 
línea superior hasta el fondo de cualquier 
sección vertical e igual a —k[Z{p/y+z)/Zx']. 
Para el flujo a través del dique mostrado 
en la figura, demostrar que la forma de la 
superficie libre está dada por: 

2q 0 x/k = (p/y + z ) 2 - (p/y + Zo) 2 

donde q 0 es el gasto por unidad de ancho 
del dique. Determinar q 0 en función de i 
y de las cargas en las dos fronteras del 
dique. 



Figura del problema 21. 


22. Determinar y dibujar, sobre la Fig. 10.20 del 
' problema 10.6, las componentes de la velo¬ 
cidad como funciones de y, para x = 4.5 h 
y para x - 5.5 h (h es el intervalo de la red 
elegida). 

23. Para el chiflón elíptico bidimensional mos- 



de la compuerta cuyas dimensiones se in¬ 
dican. La línea curva muestra la distribu¬ 
ción de presiones que ha resultado experi¬ 
mentalmente. A partir de la red de flujo 
obtener la misma distribución de presiones 
y comparar con la distribución experimen¬ 
tal indicada. Señalar si es conveniente corre¬ 
gir el diseño del perfil del labio inferior de 
la compuerta y diga la solución que pro¬ 
pondría. 

19. De acuerdo con los resultados del proble- 
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trado, determinar la velocidad y distribución 
de presiones a lo largo del mismo: a) Si¬ 
guiendo el método de relajaciones; b) resol¬ 
viendo por medio de una computadora. To¬ 
mar incrementos de por lo menos <2/10. 



Figura del problema 23. 


24. Elegir cualquiera de las redes de flujo de 
los problemas anteriores y verificarla por 
el método del elemento finito. 

25. Demostrar que la circulación, alrededor de 
un doblete, es cero. 

26. Verificar que las funciones potenciales para 
la fuente, sumidero, vórtice irrotacional y 
doblete, son armónicas. 

27. Una fuente de intensidad 4n se localiza en 
el punto (4,0) y otra de ¡intensidad 6n 
en (0,0). 

a) Localizar el punto de estancamiento. 

b) Determinar el vector velocidad en (0,8). 

28. Dos fuentes bidimensionales —de intensida¬ 
des diferentes q y 3q— están localizadas 
sobre el eje x a una distancia a. 


a) Determinar las funciones potencial y de 
corriente del flujo superpuesto. 

b) Determinar la linea de corriente % que 
separa y limita las masas de fluido, pro¬ 
venientes de ambas fuentes. 

29. Un sumidero, bidimensional se encuentra 
representado en: la figura, por un punto se¬ 
parado —la distancia a — desde una pared 
de longitud infinita. La intensidad del su¬ 
midero es —m. Determinar las líneas de 
corriente resultantes del flujo y la distri¬ 
bución de presiones sobre la pared, consi¬ 
derando que a una distancia grande, p = p 0 . 


? 

I 



Figura del problema 29. 


30. Determinar el aspecto de las líneas de 
corriente, de un flujo bidimensional para¬ 
lelo al eje x con velocidad constante +v 0 , y 
una fuente bidimensional de intensidad +q 
colocada en el origen del sistema coorde¬ 
nado. ■" ■ 

a) Determinar la ecuación de la línea de 
corriente cero y dibujar la misma, 
de modo que el flujo de fuente quede 
contenido hacia el interior de dicha línea. 

b) Determinar el lugar de todos los, puntos 
cuyas componentes de velocidad, en la 
dirección y, tienen el valor constante k. 

cj Demostrar que el punto de estancamien¬ 
to está en x = —q/2x v 0 . 

' y ''' ‘ 
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d) Demostrar qué el ancho del semicuerpo 
—formado por la línea = 0, para 
X — + oo, es tf/v 0 . 

31. Dentro de un flujo uniforme de velocidad 
+v 0 , paralelo al eje x, una fuente y un 
pozo están localizados sobre dicho eje. Son 
simétricos .respecto del origen y de igual 
intensidad. 

a) Demostrar que la línea que delimita el 
flujo, de fuente a pozo, forma con el flu¬ 


jo paralelo una curva cerrada y ovalada 
cuyos semiejes 6 y c dependen del pará¬ 
metro v 0 ajq. La superficie encerrada 
por dicha curva forma el óvalo llamado 
de Rankine. 

b) Determinar la magnitud de la velocidad, 
del flujo resultante, en los puntos extre¬ 
mos Ay B del óvalo. 

c) Si q = J.85 ms/seg/m y a = ó m, deter¬ 
minar b y c, así como la diferencia de 
presiones entre la del flujo uniforme y 
el punto (0 ,15 m j para agua como fluido. 



Figura del problema 31. 


32. Sobre el centro del óvalo, mostrado en la 
figura de semieje & = 3 cm, c = 6/5, se ha 
montado rígidamente un tubo de Prandtl, 
en el cual las perforaciones para la medi¬ 
ción de presiones estáticas se encuentran 
a la distancia 1 = 7 cm. Dentro del flujo 
paralelo de velocidades v 0 domina la pre¬ 
sión p 0 , de tal manera que sobre la perfora¬ 


ción al frente del tubo actúa una presión 
total p t = p 0 + p v 0 2/2. 

a) Determinar Iá presión p que se registra¬ 
rá sobre las perforaciones de medición 
estática mostradas. 

b) Demostrar que: 

v 0 sr 1.0308 y/2(p, - p)/ p 



~¡T 
- • » ■--* 


b — 4 


Figura del problema 32. 
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33. a) Demostrar que la fuerza resultante, del 
empuje de un flujo uniforme sobre un 
cilindro (Fig. 10.40), vale cero y que la 
fuerza sobre ambas mitades (la frontal 
y la trasera) es igual a 2R p 0 —( p R v 0 2 /3) 
por unidad de longitud del cilindro; 

b) ¿Para qué valor de 6 la presión sobre 
la superficie del cilindro es igual a p 0 ? 

c) ¿Cuál es la función de corriente para 
un cilindro de radio R = 0.15 m y v 0 = 
= 2.5 m/seg? 

34. Determinar la función de corriente com¬ 
pleja w(z), de un flujo como el de la 
Fig. 10.29. 

35. El flujo de una fuente de vórtices tiene el 
potencial complejo w(z) = a(l + i) ln z. 
Determinar las líneas de corriente y equi¬ 
potenciales de dicho flujo y demostrar que 
a proporciona la velocidad del flujo para 

1*1 «V^ 

36. El potencial complejo de un flujo w(z), en 
el plano, satisface la ecuación: 

z = x + i y = + «-«*>) 

donde a ye son valores constantes reales 
y e la base de los logaritmos naturales. De¬ 
terminar las líneas de corriente y equipoten¬ 
ciales de dicho flujo, así como la velocidad 
de los puntos z — ±a. 

37. Mediante la función de transformación con¬ 
forme w = áng cós z/t, se puede describir 
el flujo de infiltración alrededor de una 
tablestaca como la mostrada, hincada hasta 
la profundidad í. Los niveles del agua, por 
arriba del manto permeable, tienen una 
diferencia h, — h u . 

a) Definir las condiciones de frontera por 
satisfacer en este flujo plano de infil¬ 
tración ; 

b) determinar la forma de las líneas de 
comente y de las equipotenciales; 

c) determinar la variación de la velocidad, 
a lo largo de la frontera superior hori¬ 
zontal de la capa permeable, y a lo largo 
de la tablestaca. 



x 


Figura del problema 37. 

38. Un flujo se produce dentro del subsuelo 
sobre el manto impermeable, cuya forma 
se muestra en la figura. 

a) Demostrar que la función compleja de 

transformación: w(z) = y/~z (donde 
Z = x + iy) describe un flujo sobre la 
capa permeable de arena que sé muestra. 

b) Si las alturas y v y 2 de la frontera su¬ 
perior del flujo (separados la distancia l 
entre las secciones verticales A y B) 
deben determinarse a partir de medicio¬ 
nes, mostrar un esquema del flujo y 
encontrar una expresión del gasto. 


y 



Figura del problema 38. 


39. Un flujo se produce dentro de una capa de 
arena que descansa sobre un manto imper¬ 
meable horizontal, como se muestra en la 
figura; y a partir del nivel horizontal de 
la capa impermeable existe una zona de fil¬ 
tros. A la distancia í del recipiente se en¬ 
cuentra dicha zona de filtros. 
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flujos con potencial 


a) ¿Qué relación existe entre el gasto de in¬ 
filtración q cuando, para un valor de 
H = 2 m, la longitud l adopta los valores: 
10 ra, 20 m, 30 m? 


b) ¿Cómo se relacionan estos tres valores 
con las distancias o-s uno con otro? Para 
resolver este problema, utilizar los re¬ 
sultados del anterior. 












EMPUJE DINAMICO DE UN FLUJO 
SOBRE UN CUERPO 

11.1 Aspectos generales 

En el capítulo 8 se presentó el análisis experimental del problema de la 
resistencia que se desarrolla sobre la superficie de frontera sólida de 
un flujo, por el efecto de la viscosidad del fluido y de la rugosidad de la 
pared. En el caso de fluidos de viscosidad relativamente pequeña, el efec¬ 
to de fricción interna es apreciable —únicamente— en una pequeña región 
próxima a la frontera sólida del flujo; ésta recibe el nombre de capa 
limite. Si se trata de una frontera curva o con cambios bruscos de direc¬ 
ción, se presenta el fenómeno de separación de la capa límite que origina 
la formación de vórtices y de fuertes turbulencias, los cuales impiden el 
tratamiento con base en. las ecuacionés del flujo con potencial. 

Sin embargo, hay en ingeniería problemas de gran importancia relacio¬ 
nados con el flujo en tomo de cuerpos con fronteras curvas o agudas, en 
las que ocurren evidentemente fenómenos de separación con todas sus 
consecuencias. Es el caso del empuje del viento sobré estructuras de 
diferentes formas, tales como construcciones urbanas, chimeneas, ante¬ 
nas, torres, cables para energía eléctrica, puentes, etc., en las que es ne¬ 
cesario conocer las solicitaciones que induce el viento, ya que son de gran 
interés para el análisis estructural de aquéllas. Cuando se trata del flujo 
de agua, también resultan de interés los efectos sobre rejillas^ pilas de 
puente, obturadores, etc. Los conceptos básicos que aquí se presentan son 
también de mucha importancia en la explicación de la mecánica del 
arrastre de cuerpos sólidos, en suspensión dentro de un flujo, como es el 
caso del sedimento en los ríos. ;• . .. 

En cualquiera de estos casos, el procedimiento en base a la teoría de los 
flujos con potencial, no es posible debido a la presencia de fenómenos de 
tipo viscoso que impiden soluciones correctas. Basta mencionar que en el 
caso del flujo con potencial, en tomo a un cuerpo simétrico como un cilin¬ 
dro, los resultados de esa teoría indican la completa ausencia de empujes 
dinámicos, lo cual—evidentemente—es falso. 

Es aquí donde la investigación experimental ofrece una técnica poderosa 
en la respuesta y donde los resultados obtenidos con un modelo reducido 
pueden ser confiables, siempre que en la reproducción del fenómeno se 
incluyan ios factores más importantes. Dicho estudio puede efectuarse 
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en un túnel con agua pero, principalmen¬ 
te, en un túnel de viento, el instrumento 
de investigación más avanzado en este 
tipo de problemas. 

Siendo tan variada la geometría de los 
cuerpos expuestos a un flujo, la investi¬ 
gación debe efectuarse prácticamente para 
cada caso en particular. En este capítulo 
se presentan los conceptos básicos y los 
resultados para algunos casos sencillos, 
que pueden ser de utilidad en muchos 
problemas. 


bre de arrastre; la componente normal 
se llama sustentación. 



Fuerza resultante 

Sustentación 

Figura 11.1. Fuerzas inducidas por el flujo. 


11.2 Conceptos fundamentales 

Un concepto intuitivo —fácil de com¬ 
prender— es el de resistencia o arrastre 
que un fluido en movimiento ejerce sobre 
un cuerpo sumergido en aquél. Esta ac¬ 
ción consiste en una fuerza dinámica 
causada por dos factores: uno es que el 
esfuerzo cortante que produce fuerzas tan¬ 
genciales sobre la superficie del cuerpo, 
en razón de la viscosidad y del gradiente 
transversal de velocidades dentro de la 
capa límite; otro, que las intensidades 
de presión, al variar sobre la superficie 
del cuerpo por efectos dinámicos o de 
turbulencia, producen fuerzas normalés á 
la frontera. Es posible que se produzcan 
ondas sobre la superficie de un líquido 
como resultado del movimiento de un 
cuerpo (un barco, bote, etc.); la resisten¬ 
cia debida a estas Ondas se conoce como 
arrastre por onda, siendo disipada cierta 
energía para generar dichas ondas y que 
es abastecida por el sistema de propul¬ 
sión del barco. 

La suma vectorial de las fuerzas de 
superficie normales y tangenciales inte-. 
gradas sobre el total de la frontera del 
cuerpo, conduce a una fuerza resultante, 
como se ilustra en la Fig. 11.1. La compo¬ 
nente de esta fuerza en la dirección de la 
velocidad general del flujo, recibe el nom- 


a Angulo de 


_L Fuerza resultante 

/j L Sustentación 

/ i d Arrastre 


Figura 11.2. Arrastre y sustentación de 
un perfil aerodinámico. 

Tanto el arrastre como 3a sustentación 
comprenden, a su vez, componentes pro¬ 
ducto de la fricción y presión sobre el 
cuerpo, de modo que el arrastre total es 


D = D/ + D f 
siendo las componentes: 
arrastre por fricción. 


( 11 - 1 ) 


t 0 sen 0 dA 


arrastre por presión. 


í. 


( 11 . 2 ) 


(11.3) 


donde A es el área total de la superficie 
de frontera del cuerpo y 0 el ángulo entre 
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la normal al elemento de área sobre la 
superficie y la dirección del flujo. 

El arrastre por presión—que depende 
principalmente de la forma del cuerpo— 
se conoce también como arrastre de for¬ 
ma; el arrastre de fricción, llamado tam¬ 
bién de superficie, se debe a la compo¬ 
nente del esfuerzo tangencial friccionante 
sobre la frontera. Algunos cuerpos, como 
las alas de un avión, los perfiles hidro¬ 
dinámicos y barcos, tienen grandes arras¬ 
tres de superficie, que en ocasiones son 
predominantes. Los edificios, puentes, chi¬ 
meneas y estructuras, sujetos al empuje 
de viento, tienen arrastres de forma, 
grandes, en comparación con las resisten¬ 
cias de superficie. 

Las fuerzas de arrastre por ¡ fricción y 
presión se definen en términos de los 
coeficientes de arrastre como: 

D,=C fP -^-A f (11.4) 

»> = C DpP ^-A v , (11.5) 

donde A¡ y A p son áreas de referencia 
adecuadamente elegidas. Para la resisten¬ 
cia de superficie. A/ es por lo general el 
área real sobre la que actúan los esfuer¬ 
zos tangenciales que producen a D¡. Para 
el arrastre de forma, A v es usualmente el 
área transversal normal a la velocidad v c . 

Los coeficientes de arrastre C¡ y C Dp no 
tienen dimensiones y se pueden determi¬ 
nar de las Ecs. (11.4) y (11.5), utilizando 
valores teóricos o experimentales de las 
variables que en ellas intervienen. Esto 
también es posible a partir de las ecua¬ 
ciones (11.2) y (11.3). 

El arrastre total D generalmente se de¬ 
fine por la relación: 

D~C dp ^-A ( 11 . 6 ) 


en la que C D es el coeficiente de arrastre 
total que reúne a las componentes del sis¬ 
tema de fuerzas, en la dirección del arras¬ 
tre ; vale: 

= Cdj + Cd p (11.7) 

Además, A es el área transversal normal 
a v 0 , de suerte que siendo 4 = A v , el coefi¬ 
ciente: 

G,, = c,(-ÍL) (11.8) 

y C Dp . es la misma en las Ecs. (11.5) y 
(11.7). .. ' y 

Asimismo, p es la densidad del fluido 
en el que el cuerpo se encuentra sumer¬ 
gido, aunque sea otro fluido (burbujas 
de líquido o gas); la velocidad v 0 corres¬ 
ponde a la del flujo sin., disturbios antes 
del cuerpo. Para un cuerpo estacionario 
en un campo de flujo permanente, v 0 es 
la velocidad de llegada —medida en un 
punto antes del cuerpo— tal que las carac¬ 
terísticas del flujo no sean afectadas' por 
la presencia del mismo. Si el cuerpo se 
mueve dentro de un fluido en reposo, el 
campo de flujo equivalente se puede obte¬ 
ner por la süperposición de una velocidad 
uniforme v 0 igual y opuesta a la dél cuer¬ 
po en movimiento. 

Para la fuerza de sustentación no es 
costumbre separar las componentes de 
fricción y de presión. En cuerpos aerodi¬ 
námicos como el de la Fig, 11.2, diseña¬ 
dos para producir sustentación, la fuerza 
de ésta es resultado de un efecto de com¬ 
ponente de presión. Cabe aclarar que den¬ 
tro de las fuerzas de sustentación no se 
incluye la fuerza hidrostática de flotación 
que actúa sobre cualquier cuerpo sumer¬ 
gido en un líquido. 

La fuerza de sustentación se evalúa aná¬ 
logamente como sigue: 
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L — Clp —íp" A (11.9) 

donde el área característica A puede ser 
la máxima que proyecte el cuerpo o, lo 
que es común, el área proyectada nor¬ 
mal a v 0 . 

Del análisis dimensional (Apéndice A) 
se deduce que los coeficientes de arrastre 
total y de sustentación, no tienen dimen¬ 
siones, sino que presentan una forma pa¬ 
recida a la del coeficiente de presión, 
definido por 1 la Ec. (5.22a). De los con¬ 
ceptos de números hidrodinámicos, del 
subcapítulo 5.3, es de esperarse que los 
coeficientes de arrastre y sustentación de¬ 
pendan de Iá geometría del cuerpo y 
de los parámetros sin. dimensiones que 
describen el comportamiento dinámico riel 
fluido en movimiento permanente; esto 
es, de los números de Reynolds (Re), 
de Fraude (Fr) y de Euler (Etc), esto es: 

Co = Ca (geometría, Re, Fr, Eu) 

Cl — C L (geometría, Re, Fr, Eu) 

La geometría se refiere no únicamente 
a la naturaleza; geométrica, y rugosidad 
superficial del cuerpo, sino también a las 
distancias que guarda respecto, de otros 
cuerpos o de las fronteras del fluido. Se 
pueden citar,.dos ejemplos: a) el coefi¬ 
ciente de arrastre de una esfera que cae 
dentro de un tubo —-lleno de líquido— 
será diferente que si ésta cae en el mismo 
líquido de extensión infinita; b) en el 
caso de un cuerpo parcialmente sumer¬ 
gido en un líquido, como la pila de un 
puente, se producen cambios eh la super¬ 
ficie libre (formación de ondas) que im¬ 
piden encontrar relaciones definidas entre 
el coeficiente de arrastre y la geometría 
del cuerpo. 


Dichas relaciones se pueden simplificar 
de acuerdo con la importancia de las fuer¬ 
zas consideradas en cada parámetro y 
difícilmente Se presenta el caso en el que 
sean más de dos los parámetros impor¬ 
tantes en el fenómeno. El más común se 
encuentra en el arrastre de cuerpos su¬ 
mergidos en fluidos que se comportan 
como incompresibles, en el que las fuer¬ 
zas viscosas sean las más importantes; 
esto es, el número de Reynolds y la geo¬ 
metría. 

El punto de aplicación de las fuerzas de 
arrastre y sustentación corresponde al 
centro de gravedad, del área expuesta, en 
el casó de cuerpos simétricos. En otros 
cuerpos, este punto se determina a partir 
de la distribución de las presiones alrede¬ 
dor de los mismos, la cual también' se 
puede representar a través del coeficien¬ 
te de presión C„ en cada punto (Ec. 5.22a). 

En el laboratorio, un túnel con agua 
o uno de viento facilita la medición del 
coeficiente de arrastre, mediante balanzas 
de resortes u otros dispositivos que se 
conectan directamente al cuerpo dentro 
del flujo; o bien, en forma indirecta de¬ 
terminando la distribución de velocida¬ 
des,, antes y después del cuerpo, como en 
el problema 4.22. .. 

El arrastre por presión se puede obte¬ 
ner,midiendo las presiones alrededor de 
la superficie de un cuerpo sumergido en 
una comente uniforme, de aire o de agua, 
de ‘velocidades conocidas. La integra¬ 
ción de estas presiones —en toda la su¬ 
perficie— conduce a obtener el arrastre 
por presión. La diferencia entre el arras¬ 
tre total medido con la balanza y el 
arrastre por presión, es igual al de fricción. 

Problema 11.1. Dentro de un río y por 
encima del fondo del mismo se encuentra 
una tubería larga y cilindrica de 0.152 m 
de diámetro. Para encontrar la distribu- 
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ción de presiones se efectuaron pruebas 
en un túnel de viento con un modelo de 
0.152 m de diámetro. Cuando la velocidad 
del viento fue de 15.25 m/seg las presio¬ 
nes registradas en tomas piezométricas, 
colocadas en la periferia del cilindro (fi¬ 
gura 11.3), fueron: 


Angulo Ó; en grados 

Presión, en kg/m * 

0 

44.9 

30 

37.2 

60 

33.6 

90 

30.8 

120 

14.05 

150 

13.35 

180 

12.65 • 

210 

11.2 

240 

9.18 

270 

7.01 

300 

7.01 - 

330 

28.1 


Se supone que la densidad del aire en el 
túnel de viento es p = 0.125 kg seg 2 /m 4 , 
para 15°C; se desprecia el arrastre por 
fricción. Determinar el coeficiente de 
arrastre total (Ref. 63). Calcular a qué 
velocidad v 0 del agua en el río correspon¬ 
derían estas condiciones y Iá magnitud 
de las fuerzas de arrástre y sustentación 
reales, sobre la tubería en el río. 

Solución. En la Fig. 11.3 se han. trazado 
a escala las presiones radiales medidas 
alrededor de la periferia del cilindro, así 
como la línea envolvente que indica la va¬ 
riación de las mismas. De acuerdó con la 
Ec. (11.3), el arrastre de forma se pue¬ 
de obtener por un procedimiento gráfico 
como se indica en la figura mencionada, 
de tal modo que la línea base para la de¬ 
terminación del área, sea el arco AB. 

El área sombreada ACB menos la zona 
ADB representan, a escala, el arrastre de 
forma; o sea, D = 2.93 kg/m, cuyo coefi¬ 
ciente está dado por: • r 


90° 



Figura 11.3. Distribución de presiones sobre 
el cilindro del problema 11,1. 



0.5 X 0.125 X 15.25 2 X 0.1525 ' r ' 1 ’ 32 

Incidentalmente, la resultante de las com¬ 
ponentes verticales de presión representa 
la sustentación sobre el cuerpo, la cual 
tiene un. valor de —2.3 kg/m. 

Las consideraciones impuestas en las 
pruebas serán semejantes a las del río, 
cuando los números de Reynolds en am¬ 
bos sean los mismos. Suponiendo que la 
- temperatura en agua y aire fuese la mis¬ 
ma, la viscosidad del aire será v = 16 x 
X 10 -6 m 2 /seg y, para el agua, p = 101.86 
kgseg 2 /mV siendo v= 1.15x10-° m 2 /seg. 
Por tanto; al igualar el número de Rey¬ 
nolds, tenemos: . 

15.25 x 0.152 x 10 6 

*•"’ 16 

v 0 x 0.152 x 10° 

1.15 

de donde, v 0 = 1.092 m/seg. 

El coeficiente de arrastre C»=1.32 será 
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el mismo para la tubería en agua; por 
tanto, la fuerza de arrastre para este últi¬ 
mo caso será: 

D = iX 101.86 (1:095) 2 X 0.152 X 1.32 = 

= 12.1 kg/m 

11.3 Arrastre por fricción 

La resistencia por fricción pura sobre 
la pared de un conducto fue discutida 
en el capítulo 8 y se debe a la acción del 
esfuerzo cortante sobre la superficie de 
frontera del cueipo. La distribución de ve¬ 
locidades dentro de la capa límite, genera¬ 
da sobre una placa plana cuya orientación 
es en la dirección del flujo, se presenta 
en la Fig. B.3. El arrastre debido al es¬ 
fuerzo cortante —puramente viscoso— so¬ 
bre dicha placa se puede calcular a partir 
de la Ec. (11.4) para la cual es necesario 
conocer el coeficiente de arrastre por fric¬ 
ción C¡. Dicho coeficiente depende de que 
la capa límite sea laminar o turbulenta. 


Si la capa límite es laminar, C¡ depende 
del número de Reynolds del flujo, basado 
sobre la velocidad del flujo libre v 0 y de 
la longitud x de la placa. Si la capa límite 
es turbulenta, C, depende del número de 
Reynolds del flujo, de la rugosidad de la 
placa y de la localización de la transición 
de capa límite laminar a turbulenta, la 
cual a su vez depende de la rugosidad de 
la placa y del grado de turbulencia del 
flujo libre. 

Las curvas experimentales del coeficien¬ 
te de arrastre por fricción, en función del 
número de Reynolds para superficies pla¬ 
nas lisas, se presentan en la Fig. 11.4; ésta 
incluye una curva aproximada para super¬ 
ficies rugosas, típicas del casco de un 
barco, con la cual se pueden aproximar 
resultados para el arrastre por fricción 
sobre la superficie de barcos, submarinos, 
aviones, etcétera. 

Para la zona laminar, el coeficiente C¡ se 
puede calcular de la ecuación de Blasius, 
esto es: 
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Re.** 


( 11 . 10 ) 


(log Re*) 2 - 58 Re. 


( 11 . 11 ) 


donde A depende del valor crítico del nú¬ 
mero de Reynolds (v 0 x„/v) (para el cual 
la capa límite se toma turbulenta) como 
sigue: 


v 0 Xc/V 


5 x 10 5 


Para la zona turbulenta y valores dentro 
del rango 5 X 10 5 < v 0 x/v < 10 7 , vale la 
ecuación de Blasius: 


■>. 0.072 
Re. 1 ' 6 


, ( 11 . 12 ) 


y para 10 6 < Re < 10°, la ecuación de 
Prandtl: 


segVm 4 y v - 0.147 x 10-* m 2 /seg. El nú¬ 
mero de Reynolds es: 


Para la zona de transición vale la ecua¬ 
ción de Prandtl-Schlichting, para una pla¬ 
ca plana lisa: 


Re x = 


46 x 3 x 10* 


= 9.39 x 10« 


Para la capa límite laminar, de la ecua¬ 
ción (11.10) o de la Fig. 11.4, 0.000434. 

De la Ec. (11.4) el arrastre por fricción es: 


• = 0.000434 x 0.131 
= 1.08 kg 


X 6 X 3 = 


Solución b). Si la transición ocurre para 
(Re.) on t — 5 X 10 5 , el coeficiente de arras¬ 
tre por fricción se obtiene de la Ec. (11.11) 
o de la Fig. 11.4; vale Q '= 0.0028. La fuer¬ 
za de arrastre total de la Ec. (1Í.4) se 
obtiene del resultado anterior, es decir: 


0.0028 

0.000434 


X 1.08 = 6.97 kg 


Solución c). Para Re. - 9.39 X 10° de la 
Fig. 11.4 o de la Ec. (Íl.12) se obtiene: 
C f = 0.003 y la fuerza de arrastre vale: 


(log Re.) 2 ' 6 * 


(11.13) 


Problema 11.2. Determinar la fuerza de 
arrastre por fricción producida por el vien¬ 
to, a una velocidad en flujo libre v„ = 
= 46 m/seg, sobre una superficie lisa del 
terreno de 6.00 m de ancho y 3 m de lon¬ 
gitud, con las siguientes consideraciones: 
a) la capa límite permanece laminar sobre 
toda la superficie; b) la transición ocurre 
para Re. «,'* = 5 X 10 5 ; c) la capa límite 
es turbulenta sobre la totalidad de la su¬ 
perficie. Suponga para el aire una tem¬ 
peratura de 2°C. 

Solución a). Para el aire a 2°C, p = 0.131 kg- 


0.0Ú0434 


X 1.08 = 7.47 kg 


Problema 11.3. Un flujo de agua a tempe¬ 
ratura de 20°C y con velocidad de 6 m/seg, 
ocurre sobre una superficie lisa de 3m 
de ancho y 30 m de longitud. Determinar 
la fuerza de arrastre sobre el total de la 
superficie. 

Solución. Para el agua a 20°C, *>= 101.8 kg 
segVm 4 yv = 1.01 X 10~ 6 m 2 /seg. Para 
toda la superficie (x .— 30 m) el número 
de Reynolds es: 


Re. = 


6 x 30 x 10° 


= 1.78 x 10 8 
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De la Fig. 11.4, C/ = 0.002 y la fuerza de 
arrastre total (Ec. 11.4) es: 

( 6) 2 

Z>/=0.002 X 101.8 --- -- ■■ 3 X 30 = 330kg 
£ 


Problema H.4. Un modelo liso de un tras¬ 
atlántico tiene 4.50 m de longitud y se 
prueba arrastrándolo sobre agua dulce a 
una velocidad de 2.85 m/seg; se mide un 
arrastre total de 7.7 kg. La superficie mo¬ 
jada del casco es de 3.54 m 2 . Estimar el 
arrastre por fricción, considerando el agua 
a 15“C (Prob. 11.1). 


Solución. El arrastre por fricción se puede 
estimar si consideramos la superficie mo¬ 
jada del casco como una placa plana de 
4.50 m de longitud y con una área total 
de 3.54 m 2 . El número de Reynolds es en¬ 
tonces (datos del Prob. 11.1): 


Re a — 


v a x 


2.85x4.5x10° 

__ 


= £'115x10* 


De la Fig. 11.4, C¡ = 0.0029 y el arrastre 
por fricción es: 

(2 851 2 

D, = 0.0029 x 101.86 . ■ x 3.54 = 

— 4.25 kg 

El arrastre por presión y por onda seria 
entonces: v 


D p - 7.7 — 4.25 - 3.45 kg 

11.4 Arrastre total de cuerpos 
bidiinensionales 


En la Fig. 11.5 se presenta da variación 
del coeficiente de arrastre total de cuer¬ 
pos bidimensionales de diferentes formas 
de sección, contra el número de Reynolds, 
que ha sido obtenida experimentalmente. 


En particular, para el cilindro se muestran 
diferentes tipos de régimen, encontrados 
entre números de Reynolds muy bajos y 
muy altos; éstos son consecuencia de la 
modificación en la distribución de pre¬ 
siones del flujo irrotacional a bajas velo¬ 
cidades y de la distribución de presiones 
que se obtiene para el flujo real (aquí se 
presentan efectos viscosos de importan¬ 
cia). En el intervalo de números de Rey¬ 
nolds muy bajos (Re = V(,D/ü<0.5) se tie¬ 
ne un comportamiento similar al de un 
flujo muy lento en el que “las fuerzas 
de inercia son despreciables". Para este 
tipo de flujo, Lamb dedujo analíticamente 
la siguiente expresión para el coeficiente 
de arrastre: 



8jc 

2 Re — Re In Re 


(11-14) 


A partir de números de Reynolds ma¬ 
yores de 5 se inicia la separación del flujo, 
por efecto de un gradiente de presión ad¬ 
verso y de la curvatura de la frontera, la 
cual se observa en la misma distribución 
de presiones del flujo con potencial (fi¬ 
gura 11.7) para 0 = 90°. Dentro del inter¬ 
valo 5 < Re < 50, la zona de separación 
encierra un vórtice localizado en la parte 
posterior del cilindro, seguido de una capa 
ondulada de vorticidad. Las modificacio¬ 
nes —aguas abajo— del cilindro que por 
la presencia de éste sufre el flujo, se cono¬ 
cen cómo la estela del cuerpo; es lami¬ 
nar si está comprendida en el intervalo 
de números de Reynolds antes indicado. 
Para números de Reynolds mayores 
(60 ( < Re < 5 000), las ondas en la estela 
se incrementan en amplitud y se despren¬ 
den formando dos líneas de vórtices al¬ 
ternados (Fig. 11.6), que confieren un 
movimiento oscilante de un lado al otro. 
Este fenómeno se conoce como línea de 
vórtices de von Kármán y se caracteri¬ 
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Figura 11.5. Coeficientes de arrastre total para cuerpos bidimensionales (Reís. 17, 20 y 64). 


za por una periodicidad en la formación 
vorticosa que induce vibraciones en el 
cilindro. 

A través del intervalo de formación de 
vórtices periódicos, el coeficiente de arras¬ 
tre es prácticamente constante, C D =- 1. En 
tanto que el límite inferior de Re = 50 
marca el final del movimiento muy lento, 
.el límite superior Re = 5 000 corresponde 
a la terminación de las condiciones pe¬ 
riódicas laminares en la estela. La forma¬ 
ción de vórtices asimétricos —detrás del 
cilindro— da lugar a un empuje lateral 
o de sustentación que se alterna con una 
frecuencia /. Si el cilindro no está sopor¬ 
tado rígidamente, entonces se desarrolla 
un movimiento oscilatorio normal a la 
velocidad del flujo libre, especialmente 
si la frecuencia de formación de los vór¬ 


tices está próxima a la frecuencia natural 
de vibración del cuerpo. 

Para números de Reynolds mayores de 
5000 la estela se puede considerar com¬ 
pletamente turbulenta, aunque la capa lí¬ 
mite sobre la porción anterior del cilindro 
permanezca laminar. El punto de separa¬ 
ción del flujo está muy próximo al punto 
donde el gradiente de presión adverso 
principia para 0 = 90° —o ligeramente 
arriba de éste— de acuerdo con algunas 
mediciones. La distribución real de pre¬ 
siones para Re ~ 1.86 x 10° se muestra 
en la Fig. 11.7. 

En el intervalo de números de Rey¬ 
nolds, entre 5 x 10 3 < Re < 2 x. 10 5 , se 
mantiene el aspecto del flujo descrito y 
puede decirse que el coeficiente de arras¬ 
tre es constante con C D ^ 1.2. La caída 



Figura 11.6. Vórtices en la estela de un cilindro, Re -60 (Ref. 39). 
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brusca en éste, en la vecindad de Re = 
= 2 x 10 5 ocurre cuando se convierte en 
turbulenta la capa límite adherida sobre 
la mitad trasera del cilindro. Sin embar¬ 
go, la separación de tal capa se retrasa 
debido al incremento de energía cinética 
cerca de la frontera y porque mantiene su 
adhesión a una zona de presión creciente. 
Un aspecto de la distribución de presiones 
para Re ~ 6.7 X 10® se muestra en la mis¬ 
ma Fig. 11.7, donde se observa que se 
reduce el arrastre total, ya que la presión 
negativa en la estela es más pequeña. El 
punto de separación, obtenido experimen- 
talraente para la capa límite turbulenta, 
queda para 0 = 99°. Un método analítico 
para obtenerlo se incluye en la Ref. 65. 



Figuro 11.7. Distribución de presiones alrededor 
de un cilindro. 


El número de Reynolds crítico para el 
cual toma lugar la separación, se encuen¬ 
tra bajo la influencia de dos factores: el 
nivel de turbulencia de la corriente libre 
en el flujo de llegada y la rugosidad de la 
superficie del cilindro. Un incremento en 
ambos aspectos tiene el efecto de dismi¬ 


nuir el número de Reynolds crítico (re¬ 
ferencia 17). 

En la Fig. 11.5 se presenta la influencia 
que tiene la rugosidad del cilindro (a tra¬ 
vés de la rugosidad relativa t/D) sobre 
el coeficiente de arrastre. 

Problema 11.5. Determinar la fuerza que 
ejerce un viento de 80 km/h sobre cada 
metro de un cable de transmisión de ener¬ 
gía eléctrica, de 2.54 cm de diámetro 
(1 plg), suponiendo que la temperatura 
del aire es de 10°C. 


Solución. Para 10°C la viscosidad cinemáti¬ 
ca del aire (Fig. 1.8) es v = 0.155 stokes = 
= 15.5 X 10-« m 2 /seg; y de la Fig. 1.4 la 
densidad p - 0.127 kgsegVm 4 . La veloci¬ 
dad del flujo libre es v 0 = 80 km/h = 
= 22.2 m/seg y el número de Reynolds 
vale: 



22.2 x 0.0254x10° 
15.5 


3.64 XlO 4 


De la Fig. 11.5, el coeficiente de arras¬ 
tre es Cd = 1.2 y, de la Ec. (11.6), la fuer¬ 
za de arrastre total vale: 


(22 2) 2 

D=L2x0.127 -—^-—-x 0.0254= 0.954 kg/m 

Problema 11.6. En una chimenea cilindri¬ 
ca de 0.92 m de diámetro, expuesta a un 
viento con velocidad de 58 km/h, determi¬ 
nar el momento flexionante en su base 
—en función de la altura de la misma— 
suponiendo despreciables los cambios de 
velocidad debidos al efecto de la capa lí¬ 
mite turbulenta en toda la altura. Utilizar 
las propiedades de aire del problema 11.5. 
Solución a). La velocidad del flujo libre 
es v 0 = 58 km/h = 16.1 m/seg y el nú¬ 
mero de Reynolds vale: 



16.1 X 0.92 X 10° 
15.5 


=9.56 XlO 5 
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De la Fig. 11.5, Cd = 0.39 y de la ecua¬ 
ción (11.6) la fuerza de arrastre total es: 


D = 0.39 X 0.127 X 
= 5.906 kg/m 


(16.1 ) 2 


X 0.92 = 


El momento flexionante en la base de 
| la chimenea, en función de la altura h, 
¡U resulta ser: 


5.906 h 2 


— 2.953 h' (kgm) 


Otro ejemplo de separación y formación 
de estela es el del flujo alrededor de una 
placa plana bidimensional, normal a la 
dirección , del de llegada. En este caso, 
el arrastre por fricción es cero, debido a 
que los esfuerzos tangenciales no tienen 
componentes en la dirección del flujo. La 
superficie de separación de éste alrededor 
de la placa y la distribución de presio¬ 
nes se muestran en la Fig. 11.8. El punto 
de separación es obvio y su distribución de 
presiones estable. La independencia del 
coeficiente de arrastre respecto del nú¬ 
mero de Reynolds, es evidente, debido a 
que el arrastre por fricción es nulo y a que 
el punto de separación de la capa límite 
siempre es el mismo. Lo anterior es válido 
no únicamente para placas, sirio también 


Línea de corriente 
de separación -v 


para cualquier cuerpo que presente can¬ 
tos afilados en dirección transversal a la 
corriente. (Se exceptúan flujos con nú¬ 
meros de Reynolds pequeños.) 

El coeficiente de arrastre para placas 
bidimensionáles de longitud infinita, tiene 
un valor constante Cd - 2 para cualquier 
número de Reynolds (Fig. 11.5). 

Para considerar un cuerpo efectivamen¬ 
te bidimensional, su longitud debe ser 
grande en comparación con su ancho, 
pues de lo contrario se modifica la dis¬ 
tribución de presiones y con ello el coefi¬ 
ciente de arrastre. Las Figs. 11.9 y 11.10 
presentan el efecto de la longitud en ci¬ 
lindros y placas planas rectangulares, para 
dos números de Reynolds en particular 
(se han elaborado con datos de la Ref. 14). 
En la Fig, 11.11 se presentan las curvas 
típicas de coeficientes de arrastre y sus¬ 
tentación para un determinado perfil de 
ala bidimensional; en este caso, la varia¬ 
ción es mayor con el ángulo de ataque a 
de la corriente (Fig. 11.2). Párá el cálcu¬ 
lo de las fuerzas de arrástre y sustenta¬ 
ción, en las Ecs. (11.6) y (11.9) el área A 
corresponde al producto de la cuerda por 
la longitud del ala, en el caso de un perfil 
de ala de avión. 

Problema 11.7. Calcular la fuerza de 
arrastre de un viento de 80 km/h, sobre 



Distribución de presiones 
delante de la placa 


. Distribución de presiones 
detrás de la placa 


- 1.0 - 2.0 


Figura 11.8. Aspecto del flujo y distribución de presiones sobre una placa normal a un flujo, 

según Fage y Johansen. 
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Figure 11.9. Efecto de la longitud de un cilindro en ei coeficiente de arrastre total, para 
■ ' : Re = 88 000. 


un anuncio comercial de 3 X 15 m, a una 
altura suficiente para despreciar los cam¬ 
bios de velocidad por efecto de la capa 
límite. Suponer que la temperatura del 
aire es de 15°C. t.-- » • •. 

Solución. Como para el aire a 15°C, p — 
= 0.125 kg segViíi* y v=0.16 stokes= 16.x 
X 10“® m 2 /seg, así como la velocidad del 
viento v 0 = 22.2 m/seg, el número de Rey¬ 
nolds vale entonces: .' 


De la Fig. 11.5, para una placa de lon¬ 
gitud infinita Co = 2 y para una relación 
ancho/longitud = 3/15 = 0.2, el coeficien¬ 
te de corrección de la Fig. 11.10 vale 0.6. 
De lo anterior se deduce que el verdadero 
coeficiente de arrastre es: 

Cd = 0.6x2 = 1.2 

La fuerza de arrastre de la Ec. (11.6) re¬ 
sulta: : 


Re = 


22.2x3x 10 9 
16 


= 4.16 x 10 6 


D= 1.2 x 0.125 x 


( 22 . 2 ) 

2 


- X3x15=1663 kg. 



Figura 11.10. Efecto de la longitud de una placa en el coeficiente de arrastre total; para 
Re = 68 000 a 170 000 (mediciones de Wieselsberger y Flachsbart). 
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Angulo de ataque « , grados 


Figura 11 . 11 . Coeficientes típicos de sustentación y arrastre, para un perfil de ala para . 

Re = 3 x 10». ’ 


Problema 11.8. El túnel de la figura 11.12 
descarga a la atmósfera bajo una carga 
de 31 m que obra sobre la entrada de for¬ 
ma rectangular y de dimensiones 4.60 mx 



i 

- 0.9 3.50 m 

• I 


Figuro 11.12. Ilustración del problema 11.8. 


X 3.50 m. Para una obturación provisio¬ 
nal del paso del agua se usan "agujas”, 
construidas con secciones laminadas de 
acero con longitud igual al ancho de la 
sección y de 0.90 m de altura/las cuales 
se dejan caer sobre ranuras verticales en 
las paredes a los lados del túnel. Deter¬ 
minar la fuerza de arrástre máxima sobre 
una aguja localizada a la mitad de la al¬ 
tura de la sección de entrada y compa¬ 
rarla, con la producida por la presión 
hidrostática resultante) una vez que el 
túnel quede completamente obturado. 

Solución. A partir de la ecuación de Ber- 
nóulli (4.21), la velocidad de las partícu¬ 
las de agua —sobre el eje del túnel— re¬ 
sulta: . 
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31 = 1.75 + 


v 0 m V2g (31—1.75)=23.94 m/seg 

Considerando la aguja como una pla¬ 
ca bidimensional interpuesta al paso 
de la corriente y para el agua a 15°C, 
P = 101.86 kg seg 2 /m 4 y v = 1.15 X 
X 10 -6 m 2 /seg; el número de Reynolds 
vale: 


23.94 X 0.90 X 10° 


1.874 X 10 7 


De la Fig. 11.5 el coeficiente de arrastre 
es Cd = 2 para una placa de longitud in¬ 
finita y para una relación ancho/longitud 
igual a 0.90/4.60 = 0.1957; además, como 
de la Fig. 11.10 el coeficiente de correc¬ 
ción es 0.6, el verdadero coeficiente de 
arrastre resulta ser: 

Cd = 0.6 x 2 = 1.2 

De la Ec. (11.6) la fuerza de arrastre 
tiene el valor siguiente: 

(23.96 ) 2 i 

D = 1.2 x 101.86 X ■ — X 0.90 X 

d- 

X 4.60 = 145 254 kg 

La presión hidrostática media, medida 
al centro de gravedad del túnel una vez 
terminada la obturación, vale: 

p = y h = 1 000 X 29.25 = 29 250 kg/m 2 

por lo que el empuje hidrostático total 
resulta: 

P = pA = 29 250 X 0.90 X 4.60 = 

= 121 095 kg 

es decir, menor que el arrastre dinámico. 


11.5 Arrastre total de cuerpos 
tridimensionales 

El arrastre de cuerpos tridimensiona¬ 
les, particularmente de cuerpos de revo¬ 
lución, también resulta de interés. Un 
problema típico es el de la esfera, en la 
cual el movimiento irrotacional es válido 
para números de Reynolds bajos. El as¬ 
pecto de este flujo y su distribución de 
presiones se muestra en la Fig. 11. 13a. 
Tiene interés cuando se compara con una 
esfera de diámetro pequeño al caer en 
un líquido, lo que corresponde al llama¬ 
do movimiento muy lento, cuyo coefi¬ 
ciente de arrastre se calcula con la ley de 
Stokes: 

C» = -Í— (11.15) 

Re 

la cual es válida para Re = v 0 D/v <0.1. 
Stokes también demostró que un tercio 
del arrastre en estas condiciones se debe 
a la presión y, los otros dos tercios, a 
esfuerzos cortantes sobre la superficie. 

Oseen mejoró la solución de Stokes al 
incluir —en parte— los términos de iner¬ 
cia omitidos y obtuvo que (Ref. 14) : 

c * - -IrO + 4-**) (1U6) 

válida también para Re < 1. Es interesan¬ 
te indicar que los resultados experimenta¬ 
les quedan entre las curvas de Stokes y 
Oseen. 

Si una esfera cae dentro de un fluido de 
extensión infinita (extensión del fluido 
mucho mayor que el diámetro de la es¬ 
fera), al establecerse la velocidad final v» 
en movimiento permanente, las fuerzas de 
flotación y de arrastre son iguales a la 
fuerza de peso de la misma; esto és, para 
Re < 0.1 se aplica la ley de Stokes: 
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<i) Flujo irrotacional 


—0\Y. i 


-Separación 


.EáajTT 

yrco 3 /? \\ 


i //-Separación 


- 10+1 

b) Re - 162 500 - c „. Po c) Re — 435 000 

Capa limite laminar P " Capa limite turbulenta 

. Mediciones de Flachsbart en aire. 

Figura 11.13. .Aspecto del flujo y distribución de presiones alrededor de una esfera. (Ref. 20.) 


je d % 

Y/ —+ 3 g Jt d - y, —— 

6 - ••• = ' 6 

Entonces, si la velocidad final de caída 
es Ví y Y/ y Y» los pesos específicos de 
fluido y esfera, respectivamente, además 
de conocerse el diámetro de la misma, la 
viscosidad del fluido resulta c 


d 2 ( Y# ~ Y/) 
• 18 v. 


(11.17) 


La ecuación anterior .proporciona un mé¬ 
todo muy simple para medir la viscosidad 
dinámica del fluido,, que es de extensión 
finita,- la influencia de 'las fronteras del 
depósito es tal, que indica un coeficiente 
de arrastre aparente superior al de un 
fluido infinito. Si, por ejemplo, la esfera 
cae en el centro de un cilindro vertical 


de diámetro d c , la velocidad relativa del 
fluido adyacente a la esfera se incremen¬ 
ta y con ella el coeficiente de arrastre. 
En estas condiciones, la caída de la esfera 
será más lenta que en un fluido infinito; 
la velocidad medida v m debe corregirse a 
fin de obtener la velocidad equivalente en 
un fluido infinito v* por la ecuación (re¬ 
ferencia 14) siguiente: 

v, =(•!, + 2.4v w (11.18) 

Con un número de partículas uniforme¬ 
mente distribuidas que caen en un fluido, 
se presenta la interferencia mutua entre 
ellas haciendo lenta su caída, pero más 
de como lo hiciera cada una por separado. 
La velocidad de caída de partículas na¬ 
turales —como arena y grava— es me- 
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ñor que para esferas equivalentes, debido 
a que el coeficiente de arrastre se hace 
mayor. 

Problema 11.9. Una esfera de acero de 
1.59 mm de diámetro (y, = 7 800 kg/m 3 ) 
cae, con una velocidad— en movimiento 
permanente— de 0.322 cm/seg, dentro de 
un aceite de peso específico y/=868 kg/m 3 
contenido en un cilindro vertical de 9.5 cm 
de diámetro, ¿cuál es la viscosidad del 
aceite? 

Solución. De la Ec. (11.18) tenemos: 

A ’. 0.159 \ 
v.=(l+2.4x_-) x 

X 0.322 = 0.335 cm/seg 

i . i' i. 

y, de la Ec. (11.17),.lo siguiente: 

(0.00159) 2 (7 800 — 868) 

14 18 x 0.00335 

= 0.291 kg seg/m 2 

La Ec. (11.17) es válida debido a que el 
número de Reynolds es: 




V e d P f 


F 

0.00335x0.00159x868 

0.291x9.807 


= 0.001612 <0.1 


Con números de Reynolds moderados, 
el flujo alrededor de una esfera se aparta 
considerablemente del caso —con poten¬ 
cial (como se observa en las Figs. 11.13b 
y 11.13c)— en el que la separación ocurre 
antes del plano de simetría y la zona de 
baja presión se extiende sobre la mayor 
área de la superficie. En estas condiciones 
se observa asimetría en la distribución 
de presiones dentro del tiempo, por efec¬ 
to de la línea de vórtices alternados, lo 
cual produce vibraciones debido a las fuer¬ 
zas resultantes. - 
Finalmente, para números de Reynolds 
mayores de 3 X 10* se observa en la fi¬ 
gura 11.13 que el flujo de capa límite tur¬ 
bulenta tiende a restaurar las condiciones 
de irrotacionalidad; además, la zona de 
separación se presenta después del plano 
de simetría normal al flujo, con la forma¬ 
ción apreciable de vórtices alternados. 

La Fig. 11.14 muestra la variación del coe¬ 
ficiente de arrastre para diversos cuerpos 



Figura 11.14. Coeficiente de arrastre total para cuerpos tridimensionales de revolución. 
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Forma del cuerpo 

cid 

L/d 

Re- M 

V 


Cilindro circular (eje paralelo al flujo) 


0 

> 103 

1.12 



1 

> 103 




2 

>103 




4 

> 103 

0.87 



7 

> 103 

0.99 

Cilindro elíptico (eje normal al flujo) 

2 

00 

4x10° * 



2 

00 

105 

0.46 


4 

00 

2.5x10° hasta 10-“ 

0.32 


8 

oo 

2.5 xlO° 

0.29 


8 

00 ■ 

2.0x10= 


Cilindro cuadrado -» 


00 

3.5 x 10° 

2.0 

(eje normal al flujo) -> 


oo 

10° a 10= 

1.6 

-► Ef 0 = 120° 


00 

10* 

2.0 

e = 120 ° 


00 ' 

,: I04 

1.72 

-> ^ 0 = 90° 


CC 

10° 

2.15 

Cilindros triangulares -» '3jl 0 = 90° 


oo 

io° 

1.6 

(eje normal al flujo) ->.!£’ 6 = 60° 


00 

10° 

2.2 

-*■ 0 = 60° 


• 00 

10° 

1.39, 

-» ef e = 30“ 


. oo . 

10= : 

1.8 

-► 43 0 = 30° 


00 

10= 

1.0 

Cilindros semitubulares -> ~") 


00 

4x10° 

23 

(eje normal al flujo) -> ^ 


oo 

4x 10° . ■ 

1.12 

Cuerpo aerodinámico 


0 

> 10 = 

1.12 



1 

> 10 = 

0.93 

-» WSS> 


2 

> 10 = 

1.04 



3 

> 103 , ,, , 

1.54 

Semiesfera: 





lado plano frente al flujo -* % 



> 10 = 

1.33 

lado plano al otro lado del flujo -> ^ 



> 103 

0.34 

Elipsoide: 





1:2, eje mayor paralelo al flujo 



>2x10= 

0.07 

1:3, eje mayor paralelo al flujo 



> 2 x 10= 

0.06 


c longitud del eje mayor del elipsoide; 

d ancho máximo del 'objeto medido en dirección del flujo (igual al eje menor del elipsoide); 
L longitud. 
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Figura 11.15. Del problema 11.11. 
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tridimensionales de revolución, en función 
del número de Reynolds. (Ref. 20.) 

En la tabla 11.1 se comparan casos bi 
y tridimensionales, que pueden ser de in¬ 
terés en eí empuje de viento sobre estruc¬ 
turas, los cuales, se han integrado con 
datos de diversas publicaciones, princi¬ 
palmente de las señaladas en las referen¬ 
cias. 17, 20 y 5. 

Problema 11.10. Calcular la fuerza de 
arrastre producida por un viento de 72 
km/h, sobre un tanque de agua de forma 
esférica y 1.20 m de diámetro, montado 
sobre una columna a gran altura. Supo¬ 
ner en 15°C la temperatura del aire. 

Solución. Con los datos de p y v para el 
aire—tomados del problema 11.1— y para 
v 0 — 72 km/h — 20 m/seg, el número de 
Reynolds resulta: 


20 X 1.2 X 10° 


= 1.5 x 10« 


De la Fig. 11.14, el coeficiente de arrastre 
resulta Cd =.0.21 y la fuerza de arrastre: 

( 20) 2 

D = 0.21 X 0.125 X ■ X 

Jt X (1.2) 2 r/v , o1 

X---= 5.938 kg 

4 


Problema 11.11. Un dispositivo mezcla 
dor de líquidos formado por dos discos 
circulares delgados —de 3 cm de diáme 
tro— unidos a una barra vertical (figu 
ra 11.15), gira a una velocidad angular 
constante de 50 rpm, en agua a 15°C. Esti 
mar el parmotor (en kg m) necesario para 
que gire a dicha velocidad (Ref. 17). 

Solución. La velocidad tangencial de los | 
discos, para una velocidad angular <o = 

50 X 360 

50 rpm = ———- = 300 rad/seg, es: 

60 

v 0 = to r = 300 X 0.15 = 45 m/seg 

Para agua a 15°C, p — 101.86 kg segVm' 1 
y v = 1.15 x lO -0 m 2 /seg; el número de 
Reynolds vale: 


45 X 0.03 x 10 6 


= 1.174 x 10« 


De la Fig. 11.14 el coeficiente de arras¬ 
tre Cd = 1.12 y la fuerza de arrastre sobre 
cada disco es: « 

(45) 2 

D = 1.12 x 101.86 x X 

it X (0.03 ) 2 , 

X ———- 1 = 81.65 kg 

4 -■ i ..." 
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Figura 11.16. Efecto de la circulación sobre el flujo irrotacional alrededor de un cilindro. 

luego, el parmotor resulta ser: (Fig. 11.16c) cuya función de corriente 

,íj . está dada por la Ec. (10.64). Suponemos 

J = 81.65 X 0.3 = 24.49 kg m ,¡ que a su alrededor se. presenta un vórtice 

irrotacional, que gira en el sentido de las 
manecillas del reloj para el cual la circu- 
11.6 Sustentación y vibración lación es —r (Fig. 11.16b). Su función 

. i, v de corriente se define por la Ec. (10.49). 

De acuerdo con la teoría básica del flu- La combinación de las funciones de 
jo con potencial, el movimiento, ejerce corriente, para ambos flujos superpuestos, 
presiones balanceadas alrededor de un conduce a otro (con el aspecto mostrado 

cuerpo, en dirección longitudinal y trans- en j a pjg. 11.16c) cuya función de corrien- 

versal, debido a que las líneas de corrien- te es: 
te se conforman de acuerdo a las fronte¬ 
ras. La teoría de la separación de la capa , g*. p .■ , 

límite permite explicar y, en algunos ca- ip — v 0 í r — — jsen 0 + —-Inr (11.19) 
sos evaluar, la fuerza real de arrastre \ r / 2x 

sobre el cuerpo. , „ , , 

Sin embargo, si se acepta la superposi- . Observamos que el desarrollo de la 
ción de movimientos irrotacionales, es circulación mcrementa la velocidad en 

posible conocer y determinar —por lo me- uno ^ os ^ a< ^ os ^ cilindro y la dismi¬ 
nos cualitativamente—- el empuje trans- nuye en el otro; lo que trae consigo un 

versal o sustentación, experimentado en cambio en la presión y una fuerza lateral 

muchos cuerpos. en la dirección del espaciamiento dismi- 

E1 problema bidimensional más simple nuido de las líneas de corriente. Efi efec- 

es el de un cilindro de radio R, en tomo to, la velocidad sobre la superficie del 

al cual se produce un flujo, irrotacional cilindro está dada por : - ■ 
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--h s “ 9+ *y <n2o) 

el signo menos indica que v a está dirigida 
en el sentido de las manecillas del reloj. 

La presión sobre ia superficie del cilin¬ 
dro se obtiene de la ecuación de BemouIIi 
(10.3) que, escrita en términos de la com¬ 
ponente de presión dinámica, resulta : 

p« — pd + p» (11.21) 

donde p<¡ es la presión dinámica y p, la 
presión estática. 

Para las condiciones ambientes de pj=0 
y Vi = v 0 se tiene: 

v o* _ Vc¡2 Pto 
' ■ 2 g 2 g + : y 

Substituyendo déla Ec. (11.20) la mag¬ 
nitud de v<»,y despejando p a (se suprime 
el subíndice d) resulta: 

>. = P ^l[ 1 _( 2sen e + _L_)’] 

( 11 . 22 ) 

Debido a que se considera un fluido ideal, 
el arrastre por fricción vale cero y el de 
forma es: 

[2x 

d„ — — i p a r eos 0 ¿e = o 

* o 

Sin embargo, la fuerza de sustentación 
es finita y está dada por la ecuación sim¬ 
ple de Kutta (Ref. 66), como sigue: 

r2n 

L - — paRsenQ.dQ = p v 0 F (11.23) 

V o 

donde se ha considerado que 


í*2.t C2n 

I sen 0 dQ = sen 3 0 dQ = 0 

Jo Jo 

Si bien el concepto de circulación es 
principalmente un artificio matemático 
para obtener la modificación deseada del 
flujo con potencial, el flujo circulatorio 
se puede simular experimentalmente, en 
uno real, girando el cilindro. Además, toda 
vez que la magnitud de F se produce por 
la transmisión de esfuerzos cortantes des¬ 
de la frontera del cilindro hacia el fluido, 
este efecto no es constante alrededor de 
todas las líneas de corriente, sino que 
disminuye con la distancia desde la fron¬ 
tera. La capa límite que resulta causa un 
movimiento de rotación en el fluido —el 
cual se superpone con el del cilindro en 
traslación— y crea un empuje de susten¬ 
tación proporcional a la circulación y a 
la velocidad de traslación. Esto sé conoce 
como efecto Magnus y su efecto depende 
del número de Reynolds, así como de las 
velocidades de traslación y de rotación 
del cilindro. Con los fluidos reales el 
arrastre no es cero y está formado por 
componentes de fricción y de forma. 

En la práctica no es necesario que el 
cilindro gire con el fin de producir un 
empuje transversal o sustentación sobre 
él mismo, pues el flujo presenta el aspec¬ 
to que se muestra en la Fig. 11.16c aun 
cuando esto no ocurra. Lo anterior se 
debe al efecto de un movimiento pendu¬ 
lar lateral de la zona de separación, en 
forma de vórtices alternados (Fig. 11.6), 
a ambos lados de la línea de simetría del 
flujo, para pasar a la estela. Es más, cual¬ 
quier cuerpo con estas características 
genera una línea de vórtices dé von Kár- 
mán con las características de la figu¬ 
ra 11.17, que concuerda con el primer 
teorema de Helmholtz (Ref. 18); el cual 
establece que la circulación alrededor de 
cualquier curva cerrada dentro de un flui¬ 
do debe permanecer constante con el tiem- 
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Figura 11.17. Características de la línea de vórtices de von Kármán, detrás de un cilindro 

(Ref. 4). 


po. Es decir, la circulación alrededor del 
cilindro en cualquier instante será igual 
y opuesta a la suma algebraica de las 
circulaciones iniciales de todos los vórti¬ 
ces que se han formado. El espaciamien- 
to l, de los vórtices en la estela, es cons¬ 
tante. 

Debido a que cada vórtice tiene la in¬ 
tensidad inicial ± r, la circulación alre¬ 
dedor del cilindro varía continuamente de 
— r/2 a -f r/2. El resultado es un em¬ 
puje lateral oscilante sobre el cilindro, 
dirigido hacia el lado del último vórtice 
generado, y en concordancia con la teoría 
de circulación irrotacional ya discutida. 
La frecuencia / (en ciclos/seg) de los vór¬ 
tices que originan el empuje transversal 
se puede estimar de las características 
de la Fig. 11.17 o bien, por mediciones 
directas en términos del parámetro sin 
dimensiones, conocido como número de 
Strouhal (subcapítulo 5.3): 

S — f d/v 

La Fig. 11.18 muestra los resultados de 
diferentes autores que realizaron medi¬ 
ciones en estelas turbulentas detrás dé 
cilindros y placas de longitud infinita; 


además, relaciona el número de Reynolds 
con el de Strouhal. 

La magnitud aproximada de la fuerza 
transversal se puede obtener de las ecua¬ 
ciones siguientes: 

L = „v 0 (F/2) 

F “ 2.8/ (v„ — v„) “ 1.7 v 0 d ^ 

Este fenómeno evidentemente causa la 
vibración forzada de cuerpos cilindricos, 
como las chimeneas industriales, cables 
colgantes, mástiles, etc., cuando se expor 
nen al empuje del viento. La amplitud de 
la : vibración puede llegar a ser estruc¬ 
turalmente peligrosa, si la frecuencia na¬ 
tural de vibración elástica y la de forma¬ 
ción de los vórtices están en resonancia. A 
este respecto, se observa que el diámetro 
efectivo del cilindro se incrementa por 
el desplazamiento lateral que ocurre du¬ 
rante la vibración; la suma del diámetro 
real y dicho desplazamiento será entonces 
la longitud característica en las distintas 
relaciones. El lateral tenderá a incremen¬ 
tar, tanto el periodo de oscilación como 
la fuerza ejercida; sin embargo, la na¬ 
turaleza del fenómeno es tal que la am¬ 
plitud de la vibración (la mitad del des- 
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gLQ.4 




m mm ssm 


10 2 4 6 8.10 2 '2 4 6 810 3 2 4 6 81042 46 6 105 2 4 6 810*2 

Número de Reynolds. Re =v,d;¡v 

Figura 11.18. Numeró de Strouhal como una función del número de Reynolds para cuerpos 
tridimensionales, de acuerdo con las mediciones de Roshko, Scruton, Baird y ASCE realizadas en 

1955 (Ref. 64). 


plazamiento lateral) nunca excederá el 
diámetro del cilindro. 

Problema 11.12. Un cilindro rotatorio de 
15 cm de diámetro, sujeto a una fuerza 
de sustentación de 182 kg/m de longi¬ 
tud, se traslada dentro del agua a una 
velocidad de 6 m/seg. Determinar el coe¬ 
ficiente de sustentación y la velocidad 
teórica de rotación del cilindro, en revo¬ 
luciones por minuto. 

Solución. De la Ec. (11.9) el coeficiente 
de sustentación vale: 


L ; 2.X 182 

- ~vT ~ . 101.97 (6) 2 0.15 
'— 6 ' - 


= 0.661 


De la Ec. (11.23) se deduce que la circu¬ 
lación del cilindro es: 


101.97 X 6 


= 0.2975 mVseg 


De la Ec. (10.50) tenemos: 

r 0.2975 

V e _ 2xR ~ 2 X 3.1416 X 0.075 ~ 

= 0.6315 m/seg 

Una vez que se ha conocido la veloci¬ 
dad tangencial sobre la frontera del ci¬ 
lindro, la velocidad de rotación resul¬ 
ta ser: 


0.6315 

0.075 


o bien: 


60 co 60 X 8.42 
'■~2k~ = 2 X 3.14 


= 8.42 rad/seg 


= 80.4 rpm 


Problema 11.13. a) Determinar la veloci¬ 
dad que debe tener un flujo de agua, para 
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que un cable de 2.5 cm de diámetro vibre 
con un periodo de 0.02 seg; b) determi¬ 
nar la velocidad del aire para que el cable 
vibre con el mismo periodo. 

Solución a) . Suponiendo —inicialmente— 
que el número de Strouhal tiene poca 
variación con el de Reynolds y, además, 
con v =s 1.4 x 10 _ » m 2 /seg para el agua, 
de la Fig. 11.18 S ~ 0.2, se concluye que : 



0.025 

0.02: x 0.20 


6.25 m/seg 


Como el número de Reynolds vale: 


Re — 


6.25 x 0.025 x 10 6 
1.4 


= 1.116 X 10 5 


de la Fig. 11.18 se comprueba que el nú¬ 
mero de Strouhal vale 0.19 y la velocidad 
reales: 


0.025 

V ° 0.02 x 0.19 


6.58 m/seg 


Solución b). En la misma manera, con 
v = 16 x 10~ e m 2 /seg para el aire, v 0 sería 
igual que para el agua, por lo que el núme¬ 
ro de Reynolds resulta ser: 


6.58 x 0.025 x 10» 


= 1.028 X 10 4 


de donde se deduce que ¿T número de 
Strouhal vale 0.20, y v 0 ..= 6.25 m/seg. 


ÍÍ.7 Empuje de viento sobre estructuras 

11,7.1 Determinación experimental 

En ingeniería civil son frecuentes (en 
especial para cálcúlos de estabilidad y re¬ 
sistencia de estructuras) no sólo el arras¬ 


tre total de una estructura por efecto del 
viento, sino también por la distribución 
de presiones sobre su superficie y las soli¬ 
citaciones a que está sujeta. Es el caso 
de los problemas que se presentan en cuer¬ 
pos cuyas formas tienen cantos afilados 
transversales al flujo, en los que el coefi¬ 
ciente de arrastre es —de hecho— inde¬ 
pendiente del número de Reynolds. Por 
esta razón, los resultados obtenidos al en¬ 
sayar un modelo pueden, sin más, ser 
aplicables a la estructura real. Existen 
inevitables fuentes de error en la conver¬ 
sión, debidas principalmente a que el flujo 
alrededor de la estructura real no es cons¬ 
tante ni uniforme, como se considera en 
la Ec. 11.6 y en los ensayes efectuados 
con un modelo; es decir, és variable en for¬ 
ma tridimensional o, muchas veces, en 
forma de ráfagas, de manera que es difícil 
aceptar una velocidad media v 0 . Por otra 
parte, la rugosidad del suelo, en la proxi¬ 
midad del edificio, juega también un pa¬ 
pel muy importante en la forma de la 
capa límite, lo que es difícil de represen¬ 
tar al efectuar las pruebas. La Fig. 11.19a 
muestra el esquema del flujo de aire al¬ 
rededor de un edificio sencillo. 

La distribución de presiones sobre la 
superficie del modelo de una estructura 
(geométricamente semejante), se puede 
obtener de mediciones de alguno que se 
halle expuesto ál flujo generado en un tú¬ 
nel de viento o bien, si la estructura ya 
existe, directamente de las medidas efec¬ 
tuadas en ella. La manera de presentar los 
resultádos se hace determinando el coefi¬ 
ciente de presión C p (definido por la ecua¬ 
ción (10.6) o bien, por la Ec. (5.22a), a 
saber: 

C r ~LZPl =í ~(JL.y (11.24) 

P V 0 - A v„ / 

2 
















D irección 
del viento' 


V Presiones 
S positivas- 


Figura 11.196. Distribución del coeficiente 
de presión sobre un edificio. 

donde p 0 y v 0 representan la presión y 
velocidad dentro del flujo uniforme, an¬ 
tes de llegar al cuerpo; p y v son iguales 
magnitudes en un punto sobre la fron- 
téra del mismo y p la densidad dél aire. 
La Fig. 11.19b muestra la distribución del 
coeficiente de presión sobre el edificio de 
la Fig. 11.19a. , 

En la Fig. 11.20 se muestran las distri¬ 
buciones del coeficiente de presión sobre 
la cubierta de un andén de ferrocarril; en 
los tres casos el viento sopla de izquierda 
a derecha. En tanto que la 11.20a muestra 
la distribución de C, con los andenes li¬ 
bres, en lá 11.20 (b y c) se presenta la 
fuerte influencia al respecto, cuando un 
tren se estaciona en uno de los lados del 
andén. 

La Fig. 11.21a muestra la distribución 
de coeficientes de presión, por el viento 
sobre un plano meridiano en dirección 


c) Con un tren estacionado a la derecha. 

Figura 11.20. Distribución de las presiones del 
viento sobre la cubierta de un andéri; 

del flujo, alrededor de una cúpula seme¬ 
jante a un semielipsoide. Las irregularida¬ 
des que se observan se deben a la influen¬ 
cia de la capa límite en el piso, así como 
a las fuertes succiones (presiones nega¬ 
tivas). La Fig. 11.21¿ presenta la distribu¬ 
ción de ( dicho coeficiente, sobre un plano 
meridiano ; de la cúpula, en la dirección 
normal al flujo con observaciones seme¬ 
jantes. 

Finalmente, en la Fig. 11.22 se incluye 
la variación de los coeficientes totales 
de arrastre y sustentación, de la misma 
estructura, con él número de Reynolds 
Re =' v 0 d/v; En este caso, los dos coefi¬ 
cientes se han calculado tomando como 
área característica el área máxima trans- 
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versal de la cúpula, de valor A = x d*/4 
en las Ecs. (11.6) y (11.9); así también 
se ha hecho para el número de Reynolds 
como longitud característica al diámetro 
máximo horizontal d de la cúpula, corres¬ 
pondiente al nivel del piso. 

Conviene observar la clara transición 
entre la zona de flujo laminar y la de 
turbulento, lo cual ocurre aproximada¬ 
mente para Re = 4 x 10 5 . 



a) Distribución del coeficiente de presión, por 
viento sobre el meridiano en dirección del flúj'o, 
de un semielipsoide- (Ref. 67). 



b) Distribución de los coeficientes de presión 
por viento sobre el meridiano normal al flujo, 
de un semielipsoide (Ref. 67). 

Figura 11.21.' 


Fig. 11.21, la cual tiene un diámetro máxi¬ 
mo horizontal al nivel del piso d = 30 m. 



-► Re 


Figura 11.22. Coeficientes de arrastre total y 
sustentación, en función del número de Rey¬ 
nolds, para el semielipsoide de la figura 1121a. 

Solución. El número de Reynolds, con 
v = 16 X 10 -8 nri/seg para el aire, es: 


50 x30 X 10 a 


= 93.75 x10 a > 4xl0 5 


luego entonces, de la Fig. 11.22 los coefi¬ 
cientes de arrastre y sustentación son 
Cd = 0.4 y Cl = 0.734. El área caracterís¬ 
tica usada en el cálculo de estos coeficien¬ 
tes vale: •• ■ ' <■'«: 


A = " °- 7854 ( 3Q ) 2 = 706.86 m- 

y de las ecuaciones (11.6) y (11.9) las 
fuerzas de arrastre y sustentación, con 
P = 0.125 kg seg 2 /m 4 , respectivamente, re¬ 
sultan : 

(50) 2 

D — 0.4 x 0.125 x -■■■■-— x 706.86 = 

= 44.178 x 10 a kg 


Problema 11.14. Calcular las fuerzas de L = 0.734 x 0.125 x 706.86 = 

arrastre y sustentación generadas por un 2 

viento de 50 m/seg, sobre la cúpula de la - 81.07 x 10 a kg ■ ■ 
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Leutheusser y Douglas (Ref. 68) han 
demostrado que en la determinación ex¬ 
perimental de los coeficientes de presión, 
arrastre y sustentación, se cometen erro¬ 
res —hasta del 60 %— por seguir el mé¬ 
todo clásico de considerar una distribu¬ 
ción uniforme de velocidades en las prue¬ 
bas dentro del túnel de viento. Por otra 
parte, es muy importante el grado de in¬ 
mersión del edificio dentro de la capa 
límite. 

Con referencia a la Fig. 11.23, dichos 
autores indican que el coeficiente de pre¬ 
sión se da por la relación: 

Cp - /(V forma, Re, ——> 

donde C„ es el coeficiente de presión local 
definido por la Ec. (11.24), en la cual v 0 
se reemplaza por el valor de la velocidad 
correspondiente a y — h; 6 el ángulo de 
ataque del viento; Re — v* h/v el número 
de Reynolds; e/5 la rugosidad relativa del 
terreno y, por último, b/h el grado de in¬ 
mersión del cuerpo dentro de la capa 
límite. También es conveniente observar 
el mismo grado de turbulencia dentro del 
flujo. Como en la práctica es difícil cuan- 
tificar la rugosidad e del terreno, la cual 
se ve influenciada por la vegetación y 
construcciones vecinas al edificio y hace 
un poco difícil realizar una simulación 
exacta en la zona de pruebas, se puede 
entonces aproximar la ley de variación 
de velocidades (Fig. 11.23).por la ley de 
Prandtl (Ec. B.34): 

. 

en la cual se elige para n el intervalo de 
valores: de 3 en el caso de superficies 
muy rugosas y de 7 para superficies lisas. 

En el caso de capa límite turbulenta, 
su espesor se puede determinar de las 
siguientes expresiones: '■■: 


5 0.38 

-= ■ n para 5 X 10 4 < Re I < 10° 

x Re®- 20 



Planta 


Figura 11.23. Distribución real de velocidades 
del viento antes de llegar a una Construcción. 

En el año de 1961 el Comité sobre So¬ 
licitaciones y Esfuerzos de Estados Uni¬ 
dos de Norteamérica, emitió un informe 
acerca de los resultados de sus investi¬ 
gaciones sobre las fuerzas del viento en es¬ 
tructuras, cuyos resultados se incluyen 
en las Refs. 69 y 70; éstos pueden uti¬ 
lizarse para hacer cálculos aproximados. 

Problema 11.15. La ecuación (B.23) de 
Prandtl vón Kármán para el perfil de ve¬ 
locidades —en una capa límite turbulenta 
bidimensional— es la siguiente:.. ;' 

_V “ 2.5 lii y + C 

VVp 

donde v, — VVp es la velocidad al es¬ 
fuerzo cortante, y la distancia normal a 
la pared y C una constante. Las veloci¬ 
dades del viento —sobre un terreno plano 
cubierto de pasto—medidas a 3 y 6 m de 
altura, fueron de 3 m/seg y 3.30 m/seg, 
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respectivamente. Calcular la velocidad del 
viento a una altura de 24.40 m sobre el 
terreno a partir de; a) la ecuación an¬ 
tes dada; b) la ecuación exponencial de 
Prandtl (B.34) para n = 7. 

Solución a). Con la ecuación de Prandtl 
y von Kármán, para los valores medidos 
de la velocidad, resulta; 


— :- = 2.5 ln 3 + C 

WV 


3.30 

Wp 


- 2.5 ln 6,+ C 


Restando- la primera ecuación de la se¬ 
gunda y despejando v ( resulta: 



VVp 


3.30 — 3 
275 ln (6/3) 


0.1765 m/seg 


a partir del cual se podría calcular el 
esfuerzo cortante t 0 , sobre el piso. 

- Dé la primera ecuación, al substituir 

VVp. resulta C = 14.5; la ley de distri¬ 
bución de velocidades resulta: 

v = 0.1765 x 2.5 log y + 0.1765 X 14.5 
V = 1.015 log y 4 - 2.56 

de la cual, para y = 24.4 m, resulta 
<v — 3.97 m/seg. 

Solución b). En la misma forma, con 
,ií; = 3 m/seg para y = 3 m, de la ecua¬ 
ción (B.34) se obtiene: 



2.6 


y la ley de distribución de velocidades 


es v - 2.6 y 1 / 7 ; de tal modo que para 
y = 24.4 m, nos da: 

v = 2.6 (24.4) 1 / 7 = 4.09 m/seg 
11.7.2 Efectos de vibración 

Las estructuras pueden quedar a mer¬ 
ced de vibraciones de gran amplitud, 
inducidas por el viento, que puedan 
producir esfuerzos severos cuando la 
amortiguación es pequeña o bien, si se 
presenta una o más de las siguientes con¬ 
diciones. 

a) Si la estructura (o las componentes 
de la misma) es esbelta o relativamente 
flexible. 

¿V Si se presenta una fuerza excitado¬ 
ra producida por 'el viento. 

c) Si la sección transversal de la es¬ 
tructura (o de sus componentes) es tal 
que promueve la creación de vórtices; o 
si exhibe características de sustentación 
o de momento inestable. 

d) Si la estructura (o componentes 

de la misma) puede oscilar libremente, dé 
acuerdo a un modo de flexión y de tor¬ 
sión simultáneo. > •' > ■ 

Bajo esta última condición los dos mo¬ 
dos se pueden acoplar según un movi¬ 
miento compuesto que aparece como una 
torsión excéntrica; en ciertas condicio¬ 
nes, éste puede Ilegár a ser muy violento 
y alcanzar amplitud catastrófica en unos 
cuantos ciclos de oscilación. 

La formación de vórtices puede causar 
fuerzas periódicas alternadas, perpendicu¬ 
lares a la dirección del viento, las cuales 
inducen vibración en la estructura. Este 
fenómeno se ha observado en objetos ci¬ 
lindricos expuestos a la acción del viento. 

Por lo que respecta a la excitación pro¬ 
ducida én la estructura por los vórtices, 
se pueden hacer las siguientes observa¬ 
ciones. 
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cavitación 


a) Mientras la estructura esté libre de 
vibraciones, la frecuencia de los vórtices 
queda controlada por el viento. 

b) Ciertas velocidades discretas del 

viento son críticas, debido a lo cual la 
frecuencia de los vórtices coincide o cons¬ 
tituye el múltiplo de una de las de osci¬ 
lación de la estructura, de modo, que al 
coincidir conducen a oscilaciones auto- 
excitadas. : ... ;'¡: 

c) Más allá de las velocidades críticas 

del viento, son las oscilaciones de la es¬ 
tructura —y no la velocidad del viento—- 
las que controlan la frecuencia de los vór¬ 
tices. En ese caso,; el intervalo de oscila¬ 
ción se extiende sobre ciertos intervalos 
finitos de la velocidad del viento. El lími¬ 
te infinito de éstos es una velocidad crí¬ 
tica; sin embargo, entre el límite superior 
y la velocidad crítica, la estructura se 
encuentra prácticamente libre de vibra¬ 
ciones. , :i , r/. . :ij,. SiCi'"'; 

Existe información sobre la frecuencia 
de los vórtices que se desprenden de un 
cilindro circular expuesto al,,viento. .Al 
tratarse, de un flujo rectilíneo uniforme, 
la frecuencia de los vórtices, para nú¬ 
meros de Reynolds subcríticos, es: 


19.7 • 


- - Re ; 

/ d 


y para números de Reynolds altos: 


dónde S es el número de Strouhal que 
depende del de Reynolds,: tal como; se 
muestra en la Fig. 11.18. También aquí 
se observa que el número de Strouhal 
—en miembros circulares— aumenta des¬ 
de 0.21 para Re = 2 x 10® á 0.41 para 
Re = 1.5 x 10 6 ; es decir, que para nú¬ 
meros de Reynolds grandes la frecuen¬ 


cia f es el doble que para números de 
Reynolds bajos. En el caso de una estruc¬ 
tura cuya superficie plana se interpone 
al viento, en la figura mencionada se ob¬ 
serva una completa independencia entre 
S y Re, para Re > 10®. En las Reís. 69 
y 70 se presentan los números de Strouhal 
para una gran variedad de perfiles es¬ 
tructurales. ■ - 

Según Davenport, el período natural 
de vibración, de la mayoría de las estruc¬ 
turas, es del orden de 0.1 a 0.3 seg; para 
el caso de que estén próximas a las pla¬ 
yas y se hallen rígidamente soportadas, el 
período es del orden de 0.5-a 3 seg. El efec¬ 
to de resonancia es más importante en el 
caso de construcciones esbeltas; sin em¬ 
bargo, siempre es conveniente verificar 
que la estructura no se encuentre en la 
zona peligrosa, 'sobre todo tratándose: de 
puentes colgantes y de antenas. Cuando 
la estructura tiene alguna forma especial 
conviene experimentar —con modelos— 
en túneles de viento. 

11.8 Empuje hidrodinámico sobre pilas 
de puente , , , 

Las solicitaciones Ocasionadas por el 
empuje dinámico del agua sobre las pilas 
de apoyó de un puente, en los códigos y 
especificaciones referentes a. sü: análisis 
estructural, siempre se consideran como 
de •importancia secundaria; ello.es cier¬ 
to cuando la dirección principal de la 
corriente en el río coincide con el eje lon¬ 
gitudinal de la pila.- Sin embargo,'Apelt 
e Isaacs (Ref. 71) han demostrado que, 
ante la presencia dé'un ángulo pequeño 
de esviajamiento entre la corriente y la 
pila, pueden, ocurrir sobre ésta grandes 
componentes del empuje, normales a la 
dirección del flujo. En este caso con¬ 
curren las dos componentes de arrastre 


r? y sustentación: la primera se refiere a 
la que va en dirección del flujo; la según- 
§■; da, en sentido perpendicular al mismo. Si 
una pila de puente se desplanta sobre 
el lecho de un río donde pueden ocurrir 
grandes avenidas , ignorar estas fuerzas 
I o estimarlas demasiado puede conducir a 
consecuencias desastrosas debido —prin- 
| cipalmente— a que la resistencia al vol- 
IJí teo, de la mayoría de las pilas conven¬ 
id dónales, es menor en dirección de la sus- 
I tentación que en la del arrastre. 
í| Apelt e Isaacs han realizado pruebas 
| para estimar los coeficientes de arrastre 
| y sustentación en los tipos de pila con- 
|f vencionales; están incluidas en la Ref. 71. 

I ¡,, Los resultados de los ensayes meheio- 
I" nados permiten hacer una estimación pre¬ 
liminar de las fuerzas hidrodinámicas; que 
| han de esperarse sobre una pila, así como 
| verificar la importancia que tengan en el 
| análisis estructural de la misma; a la vez 
| permiten cerciorarse si conviene, realizar 
|| un estudio en modelo reducido para un 
problema particular. En dicho estudio se 
; necesita determinar el efecto., que tiene 
la distribución real de velocidades, en el 
;. flujo sobre los coeficientes de empuje, 
ya que de acuerdo con Masch y Moore 
esto puede ser de importancia. f 

r 11.9 Cavitación ¡ ir... -. i r - . 

r afc Es un fenómeno (exclusivo de los lí¬ 
quidos) producido por la bajá que sufre 
la presión debida a los efectos dinámicos 
de un líquido al escurrir, .siguiendo fron¬ 
teras curvas o alrededor de cuerpos su¬ 
mergidos. Consiste en un cambio —rápido 
. y explosiva— de la fase de líquido a 
vapor, al ocurrir en algún punto' baja 
de la presión, hasta un valor crítico ó por 
debajo de él, Por lo común, la presión 
' crítica es igual o ligeramente inferior a 
■ la, de vaporización (subcapítulo 1.7). 


Inicialmente, en virtud del citado fe¬ 
nómeno se presentan cavidades de vapor 
de agua que crecen rápidamente, viajan 
con el flujo y se colapsan ai entrar a 
regiones de mayor presión. Si este fe¬ 
nómeno ocurre cerca o en contacto de 
una pared sólida, las fuerzas ejercidas por 
el líquido al empujar sobre las cavidades 
crean presiones muy grandes y localiza¬ 
das, que causan deterioro en la superficie, 
pues se acompaña al fenómeno un gol¬ 
peteo y fuertes vibraciones. Es el caso 
de las turbinas hidráulicas de reacción 
en las que se produce cavitación en el 
rodete, al trabajar con fuertes cargas de 
succión. -• ‘ 

La. posibilidad, de cavitación puede eva¬ 
luarse én términos del coeficiente o de 
cavitación (Ec. 5.22c) definido por: 


P~Pv 


donde p es la presión absoluta en el pun¬ 
to de interés; p v es la presión de vaporiza¬ 
ción del líquido; p su densidad; y v 0 la 
velocidad de referencia, comúnmente en 
la zona sin disturbios. El coeficiente de 
cavitación es upa forma de coeficiente 
de presión (subcapítulo 5.3), de.tal modo 
que dos sistemas > geométricamente simi¬ 
lares tendrían las mismas posibilidades 
o igual grado de cavitación para el mismo 
valor de <r; cuando o - Ó, la presión se 
reduce a¡ la de vaporización, y es el caso 
de la ebullición del líquido. 

En un sistema hidráulico la protección 
contra la cavitación, se puéde, lograr me¬ 
diante un buen diseño a fin de evitar, en 
lo posible, presiones muy bajas. En otros 
casos se pueden también usar pequeñas 
cantidades de aire inyectadas en la zona 
en la que se produzca eí fenómeno; otros 
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estudios recientes indican que también es 
útil la protección catódica. 

En la División de Investigaciones de 
la Facultad de Ingeniería de la UNAM 
(Ref. 72), G. Echávez ha realizado estu¬ 
dios para explicar la erosión que produce 
el agua, en revestimientos de concreto, 
cuando fluye a grandes velocidades en 
túneles y canales. El fenómeno se atri¬ 
buye a la cavitación y se presentan cri¬ 
terios para cuantificar la magnitud de 
los daños en futuras obras, en las que se 
espera este tipo de fenómeno. 

PROBLEMAS 

1. Una placa plana.y lisa, de 0.61 m x 2.44 m, 
es arrastrada a profundidad en agua dulce 
a 16°C y a 3.00 m/seg. Debido a la profundi¬ 
dad a que se efectúa, el arrastre por onda es 
despreciable. Calcular la fuerza de arrastre: 
a) cuando la placa es normal a la dirección 
del movimiento; b) cuando el plano de la 
placa y el lado de 0.61 m son paralelos a 
la dirección del movimiento; c) cuando el 
plano de. la placa y el lado de 2.44 m son 
paralelos a la dirección del movimiento, 
Suponer que la transición de la capá límite 
ocurre para Re„ = 5 x 10®, para las par¬ 
tes b) y c). Despreciar los efectos del canto 
de la placa. 

2. Repetir el problema 1 en sus paites (b)'y (c), 
pará una capa límite completamente tur- 

: búlenla, despreciando nuevamente los efec¬ 
tos del canto de la placa. 

3. Un avión de 61 m de longitud tiene un área 
superficial de 1400 m 2 y vuela a 96 km/h 
en el airé estándar. Determinar la potencia 
requerida para vencer la resistencia por 
fricción, suponiendo que el arrastre es equi¬ 
valente ,al de una placa plana lisa de la 
misma longitud y área. 

4. Un barco de 49 m de longitud tiene un área 
de casco de 300 m 2 . Un modelo liso a esca¬ 
la 1:16 se mueve a 12 m/seg en agua dulce 
a 16°C. a) Determinar el arrastre por fric¬ 
ción en el modelo; b) si el modelo probado 


se basa en la ley de similitud de Froude, 
determinar el arrastre por fricción en el 
prototipo en agua salada a 16°F, así como 
a la velocidad que tenga similitud con ¡a 
del modelo. 

5. Un cuerpo de perfil aerodinámico cae a 

velocidad permanente en la atmósfera y 
tiene una capa límite laminar sobre la ma¬ 
yor parte de su longitud. Debido a una dis¬ 
turbio externo, la capa límite pasa a ser 
predominantemente turbulenta. Si la velo¬ 
cidad de caída aumentara, indicar si la capa se¬ 
ría la misma o cambiaría; explique la respues¬ 
ta.: . 

6. El modelo en cera y liso de un barco se 
remolca en agua dulce a 19'C. El arrastre 
total, a una velocidad de 1.39 m/seg, es de 
2.71 kg; la superficie mojada del casco —en 
el modelo— es de 72 m 2 . a) Determinar el 
arrastre por fricción en el modelo; b) calcu¬ 
lar el arrastre de onda residual para el 
modelo (suponiendo que la ley de similitud 
es la de Froude) y la potencia que debe ser 
proporcionada por la hélicé de un barco 
semejante (de 122 m de longitud en agua 
salada a I5*C) para vencer dicho efecto; 

• c) determinar el arrastre por fricción para 
el prototipo; d) obtener el arrastre de onda 
para el prototipo; e) calcular la potencia 
requerida en la hélice del prototipo. 

7. Uná barcaza de 30m de Iongitud y 12 m de 
ancho, sumergida a la profundidad de 0.90 m 
se mueve a una velocidad de 1.03 m/seg 
en agua a 17°C. Dar una estimación de la 
fuerza de resistencia —por fricción— al mo¬ 
vimiento. 

8. Un objeto i tiene un área proyectada de 
.0,9 m 2 en la dirección de su movimiento. 
Tiene un coeficiente de arrastre total de 0,4 
para un número de Reynolds de 10 7 , al uti¬ 
lizar una longitud característica de 1.5 ni. 
Para este número de Reynolds: a) ¿cuál 

:¡ es el arrastre sobre el objeto cuando se 
mueve en agua a 17°C? b) ¿cuál es el arras¬ 
tre cuando se mueve en el aire a 17*0 y 
1.033 kg/cm 2 de presión absoluta? j 

9. Ün cuerpo viaja en ei aire a 17°C, con una | 
velocidad de 30 m/seg y se necesitan 8 CV; í 
para la operación. Si el área proyectada es .;¿|. 
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de 0.9 m 2 en la dirección del movimiento, 
determinar el coeficiente de arrastre. 

10. Un submarino de 92 m de longitud tiene un 
área superficial de 1800 m 2 y viaja a 10 nu¬ 
dos (5.15 m/seg), sumergido en agua salada 
a 10“C. Determinar el arrastre por fricción 
considerándolo equivalente al de una placa 
plana, de la misma longitud y área, con una 
rugosidad equivalente a la del casco típico 
de un barco. 

11. Dos cilindros largos de Ü.30 m de diámetro 
son arrastrados en agua (20 C) con sus ejes 
normales a la dirección del movimiento. A una 
velocidad de 2.66 m/seg él arrastre de un 
cilindro fue de 1205 kg/m de longitud y 
en el otro, de 65.5 kg/m. Estimar lá rugo¬ 
sidad de los dos cilindros. 

12. Explicar por qué el coeficiente dé arrastre 
para una placa cuadrada (considerada nor- 
mál a lá dirección'dé la corriente), es me¬ 
nor que el de una placa larga (longitud/ 
-ancho = 20) del mismo ancho y también 
normal a la dirección de la corriente. ¿Cuál 
es la relación entre las fuerzas de arrastre 
de Tas dos placas, para un número de Rey¬ 
nolds mayor que 10 a ? 

13. Una sección de ala tiene las características 
mostradas en la Fig. 11.11 y se pretende usar 
como ala de un. avión; tiené una cuerda 
de 2.44 m y 14.65 m de longitud en cada 
ala. Las alas tendrán que soportar un aero¬ 
plano de 6 50Ó kg de peso, a) Determinar 
el ángulo de ataque necesario para volar 
a 112 km/h en atmósfera estándar, b) De¬ 
terminar la potencia necesaria para vencer 
el arrastre de las alas, en estas condiciones. 

14. Determinar el momento flexionante máxi¬ 
mo sobre una pila cilindrica, de 055 m de 
diámetro y 12 m de altura, dentro de agua 
de mar en una corriente de marea cuya velo¬ 
cidad promedio es de 2.6 m/seg. 

15. ¿Qué potencia se requiere para vencer el 
arrastre sobre una antena de radio —de 
1.20 m de longitud y 6mm de diámetro— mon¬ 
tada sobre un automóvil que viaja a 100 km/h ' 

' en aire estándar? , 

16. Representar la distribución de presiones, en 


el problema 11.1, mediante el coeficiente 
de presión C„ en cada punto. Calcular el 
coeficiente de sustentación. 

17. Sea una pila de puente vertical de sección 
transversal elíptica con una relación 1:3 en¬ 
tre los ejes menor y mayor. El eje mayor 
está alineado en dirección paralela al flujo 
y mide 1.83 m. El coeficiente de arrastre 
para esta sección elíptica depende del nú¬ 
mero de Reynolds como sigue: 


Número de Reynolds 
(long. característica = 

c D 

= eje menor) 

10» 

0.50 

10® 

0.12 

10« 

0.12 

107 

0.14 


Determinar la fuerza de arrastre sobre la 
pila, en 6 m de altura, en agua —a lfi^C 
—que fluye a 1.83 m/seg. 

18. Un anuncio de 3 x 15 m está expuesto li¬ 
bremente al viento. Estimar la fuerza total 
de presión debida a un viento de : '68’ km/h 
usando: a) la curvé de distribución dé pre 
siones de la Fig. 11.8; b) él coeficiente de 
arrastre de la Fig. 115 con la corrección 
de la Fig. 11.10; explicar por qué no son igua¬ 
les las dos respuestas. 

19. Un perfil aerodinámico —en forma de ala 
de avión —de 0.074 m 2 , es probado en ira 
túnel de viento a presión (p = 5 kg/cm 2 , 
T = 27°C y p = 0.117 kgseg 2 /m 4 ) y con 
una velocidad de 67 m/seg. La sustentación 

! medida, es de 95 kg y el arrastre de 43 kg. 
Determinar los coeficientes de sustenta¬ 
ción C L y de arrastre C D . 

20. Una esfera de 030 m de diámetro, con una 
densidad 15 veces la del agua, se deja caer 
en agua (16°C) de extensión muy grande. 
Determinar la velocidad terminal que al¬ 
canza la esfera. 

21. Suponga que el granizo está formado por 
esferas lisas de y - 750 kg/m 8 ; determinar 
la velocidad final de las mismas en aire 
estándar para diámetros de: a) 25 mm; 
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b) 18 mm; y c) 25 imn. Hacer una hipótesis 
que considere a la velocidad final del gra¬ 
nizo como una función del diámetro, para 
el rango involucrado de número de Reynolds 
,(Verprob. 29) . 

22. ¿Cuál es la velocidad de caída de un grano 
de arena esférico, de 0.18 mm de diámetro 
y un peso específico y = 2 650 kg/m 3 , en 
agua estancada a 21°C? Nota. Si se consi¬ 
dera la Ley de Stokes,.se debe verificar 
que R e > 0.1 para que pueda usarse la 
Ec. (11.15). 

23. Determinar el diámetro de una esfera para 

medir la velocidad de las corrientes litera* 
Ies, a una altura de OJO m desde el fondo 
del mar, haciendo uso del arrastre de la 
esfera. Por ejemplo, suponga que la esfera 
se monta sobre una barra vertical y que el 
momento flexionante se mide con dispo- 
sitivos dé deformación. Use la esfera lisa 
más grande, que resulte práctica para agua 
a ICC que fluye. a velocidades de OJO a 
1.50 m/seg. -y ; . :; ■ ■: .• ,, , ■■■ 

24. El coeficiente de arrastre de un paracaídas 
es C D . = ..133. Determinar el tamaño re- 
querido del paracaídas para: limitar la velo- 
-cidad.final del sistema hombre; (de 91. kg). 
paracaídas, a un; valor no mayor que la 
velocidad de caída libre, desde una altura 
de 2.75 m. 

25. Durante una gran avenida, el agua de un 
río cargada de sedimento entra a un gran 
vaso de almacenamiento, el cual tiene una 
profundidad máxima de -6 m. : Suponiendo 
que las partículas más finas tienen un diá¬ 
metro de 0.009 mm y un peso específico 
de 2 650 kg/m 3 , estimar el tiempo, requerido 
para que todo el sedimento se deposite en 
el fondo del embalse (la viscosidad del agua 
es de 9.76 x 10-® kgseg/m s ). v>h 

26. Una esfera de aluminio (y. = 2.81 toh/m 3 ) 
y una de magnesio (y - 1.82 ton/m 3 ); caen 
libremente en agua. ¿Cuál sería la. relación 
entre, sus diámetros: con el fin de qüe el 
movimiento permanente alcanzado para am¬ 
bas, fuese dinámicamente semejante? 

27. Cuando se determina la viscosidad dinámi- 

i; ca, de: un fluido midiendo la velocidad 

final v, de una esfera que cae dentro de 


él, el número de Reynolds puede ser su¬ 
perior a 0.1, hasta el cual vale la ley de 
Stokes. Cuando 0.1 < R e < 100, demostrar 
que si se usa la Ec. (11.16) para el coefi¬ 
ciente de arrastre, la viscosidad se puede 
encontrar de la ecuación 

■ /SDptA 

donde es la viscosidad sí fuera válida la lev 
de Stokes (Ec. 11.15). 

28. Una esfera lisa de acero, dé 3.2 mm de diá¬ 
metro (p = 800 kg seg 2 /m 4 ), cae en moví 
miento permanente —a una velocidad de 
... 0J66 m/seg— en un gran recipiente de acei 
te cuya densidad, es de 86.9 kg seg-/m«. De¬ 
terminar la viscosidad del aceite bajo las 
,, siguientes condiciones: a) suponiendo, flu¬ 
jo laminar, de modo que sea válida la ley 
de Stqlces; b) suponiendo que el número de 
Reynolds es mayor que 0.1, hasta el cual 
és válida la ley de Stokes (refiérase ál^pro- 
. blema 27). - 


29. Demostrar que para una. esfera quej cae 
dentro de un fluido, la velocidad final se 
puede obtener de la ecuación: 




e-‘) 


para R t > 0.1: por iteraciones (se supo- 
ne ? v s , se calcula R e , se obtiene C B , se 
calcula C D v* y se compara con el valor 
requerido). ! 

30. tín ihstrúmento de investigación oceanógra¬ 
fica tiene la forma de un elipsoide con tm 

.diámetro máximo de 0.15 m y una longitud 

de 1.20 m. El instrumento es remolcado en 
la dirección de su eje mayor —a velocida¬ 
des que varían, de 0.60 m/seg a 2.4 m/seg— 
a una profundidad de 0.12 m (desde la 
superficie del agua sin disturbios hasta la lí¬ 
nea de simetría del elipsoide). Las pruebas 
realizadas en túnel de viento, sobre un ob¬ 
jeto de forma similar dentro del rángo de 
' números de Reynolds, indican un coeficien¬ 
te de arrastre (basado sobre el área de la 
sección transversal máxima) de 0.10. Repre¬ 
sentar gráficamente Id fuerza de arrastre. 
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como una función de la velocidad en agua 
de mar a 20°C. 

31. La forma de un submarino se puede aproxi¬ 
mar por un elipsoide que tiene una longitud 
de 30 m y un diámetro máximo de 3 m. De¬ 
terminar la velocidad de crucero óptima, 
cuando el submarino opere cerca de la su¬ 
perficie, si la velocidad máxima posible es 
de 10.7 m/seg. 

32. Las pruebas de arrastre de tm elipsoide de 
0.03 m de diámetro se han realizado en un 
túnel de viento de gran velocidad, operado 
con aire a la presión atmosférica y tem¬ 
peratura estándar. La siguiente tabla resu¬ 
me los resultados experimentales para el 
coeficiente de arrastre, contra el número 
de Reynolds, para este elipsoide: 


R, 


6 x 10 4 

0.50 

2 x 10* 

0.50 

3 x 10® 

0.18 

5 x 105 

0.20 

6.6 x ÍO 3 

0.80 

1 x 10« 

1.00 


a) Determinar el arrastre en kg para un elip¬ 
soide, geométricamente similar, de 0.12 m 
de diámetro, viajando en aire estándar a 
una velocidad de 60 m/seg. b) Representar 
gráficamente los datos indicados arriba y 
explicar el significado de la forma de las 
distintas porciones de la curva, c) Estimar 
el arrastre en kg para un elipsoide similar, 
de 0.12 m de diámetro, viajando en agua 
(temperatura estándar) con una velocidad 
de 5.5 m/seg. La profundidad de sumersión 
es muy grande en comparación con el diá¬ 
metro del elipsoide. 

33. Un cilindro rotatorio, de 0.15 m de diáme¬ 
tro, se mueve en agua con una velocidad 
de 6 m/seg y está sujeto a una fuerza de 
sustentación de 595 kg/m de longitud. De¬ 
terminar el coeficiente de sustentación y la 
velocidad teórica de rotación del cilindro (en 
r.pm.). 

34. Suponga que la distribución de velocidades, 
alrededor de la mitad frontal de una esfe¬ 
ra en un fluido real, se puede aproxi¬ 


mar por v g = 3/2 v 0 sen 0; y que la separa¬ 
ción de la capa límite ocurre para 0 = 90°. 
a) Determinar la magnitud del coeficiente 
de arrastre si la presión resultante en la 
estela es p 0 y representa la presión estática 
dentro del flujo sin disturbios. Considerar 
que v 0 = 6 m/seg en agua a 20“C y que el 
diámetro de la esfera es de OJO m. b) De¬ 
terminar la presión p 0 para la cual es de 
esperarse cavitación en la esfera para la 
misma v 0 . 

35; Obtener una expresión para la presión 
(p — P 0 ) / (p v o 2 /2) en términos de 0, p, 
v 0 , R y T, alrededor de la superficie de un 
cilindro para un flujo permanente e incom¬ 
presible, alrededor del cilindro: a) sin circu¬ 
lación; b) con puntos de estancamiento para 
0 = 5 ji/ 4 y 7 ji/4; c) con puntos de estanca¬ 
miento que coinciden con 0 = 3ji/2 (refiéra¬ 
se a la Fig. 11.16); d) determinar la magni¬ 
tud de la fuerza de sustentación por unidad 
de longitud del cilindro, así como el valor de 
0 para el cual la presión sobre la superficie 
del cilindro es la misma que la presión es¬ 
tática p 0 para el flujo sin disturbios. 

36. Aire estándar fluye libremente con veloci¬ 
dad v 0 = 30 m/seg, en torno a un cilindro 
cuyo eje es normal al flujo. Una circula¬ 
ción de 18.6n m 2 /seg rodea al cilindro, el 
cual tiene un radio de OJO m. Determinar 
sobre la superficie del cilindro: a) la velo- 
cidad tangencial debida a la circulación, 
b) la velocidad máxima del aire; c) los 
puntos de estancamiento; d) la diferencia 
entre las presiones máxima y mínima, y 
e) la sustentación por m de longitud del 
cilindro. 

37. Un cilindro de 1.80 m de diámetro y 3 m de 
altura gira alrededor de su eje horizontal, a 
120 rpm, en una corriente de aire estándar 
que fluye en tomo al cilindro, con veloci¬ 
dad de 9 m/seg. La rotación produce una 
circulación con el 50% de efectividad, res¬ 
pecto de la de tm vórtice irrotacional que 
tiene la misma velocidad periférica sobre 
la superficie del cilindro. Determinar la 
fuerza de sustentación sobre el cilindro. 

38. .Comprobar que el empuje total del viento 
sobre una cartelera circular es —esencial¬ 
mente— la misma que sobre una cartelera 
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empuje dinámico de un flujo sobre un cuerpo 



cuadrada de igual área, para el viento que 
sopla en dirección normal al plano de la 
cartelera. 

3ft. a) Determinar la velocidad final de un para¬ 
caidista de 91 kg de peso que cae en aire 


estándar. El paracaídas es de 430 m de diá¬ 
metro y tiene un coeficiente de arrastre 
C D = 1.1. b) ¿Desde qué altura tendría que 
saltar el citado hombre para alcanzar la 
misma velocidad que el caso anterior, si se 
desprecia la resistencia del aire? 


APÉNDICES 
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ANALISIS DIMENSIONAL 


A.l Introducción 

Antes de proceder a discutir el análisis dimensional debe ser bien en¬ 
tendida la relación entre una magnitud física, sus dimensiones y la 
unidad usada para cuantificarla. 

Cualquier observación directa.de la naturaleza, ordinariamente se pue¬ 
de relacionar con la magnitud de la cantidad física medida ; cuando dicha 
magnitud depende de la unidad de medida elegida, se dice que la canti¬ 
dad tiene dimensiones: fundamentales o derivadas. Si entre las dimensio¬ 
nes de las magnitudes físicás —factibles de, medirse— algunas se eligen 
como fundamentales (esto es, independientes de cualquier otra),, enton- 
, ces las restántes se pueden expresar en, términos detestas dimensiones 
fundamentales y adquieren el nombre de dimensiones derivadas. ■... 

La longitud y el tiempo son considerados como fundamentales en todos 
los sistemas dimensionales en la Mecánica. En algunos de éstos la masa 
se considera dimensión fundamental y la fuerza como dimensión deriva¬ 
da, en otros sistemas se adopta lo contrario. Existe en ingeniería una 
gran variedad de sistemas de unidades de medida, pero los indicados a 
continuación son los más comúnmente usados. 


A.2 Sistemas de unidades 

Las magnitudes físicas se cuantificáh en términos de ; las dimensiones 
fundamentales y, para ello, se utilizan dos sistemas de unidades de me¬ 
dida: absoluto y gravitacional. En el primer sistema las dimensiones 
fundamentales son masa, longitud, tiempo IM, L, Ti y en el segundo, fuer¬ 
za, longitud, tiempo [fy L, ti. En lo que sigue se utilizará la notación I 1 
para indicar las dimensiones fundamentales usadas para medir una mag¬ 
nitud física. J 

El sistema gravitacional IF, L, Ti —llamado también técnico— es el 
más utilizado en los problemas de ingeniería, a pesar de que el peso de 
un cuerpo representa una fuerza que varía de. un lugar a otro de acuerdo 
con la aceleración de la gravedad. Por el contrario, la masa del cuerpo 
es siempre constante y por esta razón el sistema absoluto f M, L, TI ha 

sido elegido como el sistema científico internacional. 
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Para relacionar las unidades de medida 
entre los sistemas absoluto y gravitacio- 
nal, se usa la segunda ley de Newton del 
movimiento: 


o bien, 


donde á es la aceleración ILT~ 2 ] y g, es 
un factor de conversión/ entre las dis¬ 
tintas unidades, que tiene dimensiones 
dependientes de las elegidas para la masa, 
fuerza, longitud y tiempo. No tiene rela¬ 
ción alguna con la aceleración estándar de 
la gravedad) pues su magnitud y dimensio¬ 
nes dependen del sistema de unidades que 
se elija. Pára establecer las Unidades' de 
medida sé emplean diferentes convencio¬ 
nes que pueden agruparse en dos-gran¬ 
des sistemas : el métrico y el inglés/ los 
cuales pueden ser absolutos o gravitacio- 
nales. Dentro del sistema de unidades mé¬ 
tricas hay cuatro sistemas básicos en la 
Mecánica; 

Sistema MKS absoluto. Las unidades fun¬ 
damentales son el metro (m) para la 
longitud, el kilogramo masa (kgm) para 
la masa, y el segundo (seg) para.el tiem¬ 
po. La unidad derivada para la fuerza es el 
newton (N) definido como la fuerza que 
aplicada sobre 1 kgm— le produce una ace¬ 
leración de i m/seg 2 . 

De acuerdo con esta definición, en la 
Ec. (A.l) se tiene que 


[1N] = — [1 kgm] [1 m/seg 2 ] 

So . ¡: - '■ 


_ kg OT m 
8 ° 1 N seg 2 

y, de la definición, resulta: 

1 N = 1 kgm m/seg 2 (A.2) 

Sistema MKS gravitacional. Las unida¬ 
des fundamentales son el metro (m) para 
la longitud, el kilogramo fuerza (kg) 
para la fuerza, y el segundo (seg) para 
el tiempo. La unidad derivada de masa 
es el kgm que adquiere la aceleración gra¬ 
vitacional estándar, a = 9.80665 m/seg 2 , 
cuando se le aplica una fuerza de 1 kg. 
De la Ec. (A.l) resulta:. 

D kg] = 1/gcD kgm] [9.80665 m/seg 2 ] 


¡por lo tanto: 


ge = 9.80665 


kgmm 

kgseg 2 


donde: 


y, de la definición, nos da: 

■ ltg -^9ikr kgsesVm ” 

= 0.101972 kg seg^/m (A.3) 

Combinando las Ecs. (A.2) y (A.3), tene¬ 
mos que: ... 

. 1 kg = 9.80665 N 

Sistema CGS absoluto: Las unidades 
fundaméntales son el centímetro (cm) 
(1 cm = 10 _2 m) para la longitud, el gra¬ 
mo Inasa (gm) (1 gm - 10~ 3 kgm) para la 
mása, y el segundó (seg) para el tiempo. 
La unidad derivada para la fuerza es la 
dina, fuerza qué —aplicada sobre un g m — 
le imparte una aceleración de 1 cm/seg 2 . 
De acuerdo con esta definición, en la 
Ec. (A.l) se tiene: 

, [1 dina] = 1 /ge [1 gm] [1 cm/seg 2 ] 
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y por lo tanto 

, grncm 

So — 1 —j. - 

ama seg 2 

entonces: 

1 J. , grncm , 

(M) 

Sistema CGS gravitacional. Las unidades 
fundamentales son el centímetro (cm) 
para la longitud, el gramo fuerza (g) 
(1 g = 10-* kg) para la fuerza, y el se¬ 
gundo (seg) para el tiempo. La imidad 
derivada para la masa es el gramo masa 
(gm) que, al aplicarle la fuerza de 1 g, 
adquiere la aceleración gravitacional es¬ 
tándar a — 980.665 cm/seg 2 . 

De la Ec. A.l resulta: 


presentado anteriormente. En la tabla A.l 
se presenta una síntesis de los sistemas 
antes mencionados. 

Cuando la magnitud física es muy 
grande o muy pequeña, respecto de la 
unidad de medida, se suelen adoptar uni¬ 
dades proporcionales a las antes indicadas 
anteponiendo, al nombre de la unidad de 
medida, los términos que a continuación 
se indican. La unidad se aumenta o dis¬ 
minuye de acuerdo con el. factor de pro¬ 
porcionalidad que aparece a la derecha 
del término usado: 


G = Giga — 

— (10 3 ) 

M = Mega- 

— (10*) 

k = Kilo- 

— (10 3 ) 

d = Deci - 

— (10- 1 ) 

c = Centi — 

— (10“ 2 ) 

m = Mili —— 

— Cío- 3 ) 



Por comparación de las Ecs. (Á.4) y (A.5), 
resulta entonces: 


1 g = 980.665 dinas 

Dentro del sistema de unidades ¡ingle¬ 
sas existen tres sistemas básicos de uni¬ 
dades usados en la Mecánica, cuyo análi¬ 
sis se puede hacer en la misma forma que 
el de los sistemas de unidades métricas 


por ejemplo: 

•Á 

1 kilómetro = 1 km = 10 3 m 
1 kilonewton = 1 kN = 10 3 N 
1 mega watt = 1 MW = 10«W 

Por lo que respecta a la medida de la 
temperatura fTl, en el sistema métrico se 
utiliza la escala centecimal, cuya unidad 
es el grado centígrado (°C); en el sistema 
inglés la escala es de grados Fahrenheit 
(°F). La conversión para ambas escalas 
es como sigue: 

9 ' 

°F =. -jr (°C + 32) (grados Fahrenheit) 

5 

^ (°F — 32) (grados centígrados) 

La aceleración gravitacional en un pun¬ 
to sobre la Tierra varía con su latitud 
geográfica <f> y con su elevación h, en me- 
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tros sobre el nivel del mar, de acuerdo 
con la siguiente ley (Ref. 30): 

g '= 9.781 (1 + 0.00524 sen 2 <f>) X 

X (1 — 0.000000315 h) (en m/seg 2 ) 

El valor estándar de g es 9.80665 m/seg 2 , 
determinada al nivel del mar y a 45° de la¬ 
titud geográfica. En el observatorio de 
Tacubaya, D. F., g = 9.779 m/seg 2 y, para 
uso práctico, se puede considerar que en 
la República Mexicana g = 9.8 m/seg 2 . 


En el sistema inglés la aceleración gravita- 
cional estándar es g = 32.174 pies/seg 2 . 

Problema A.l. Determinar el peso W de 
un cuerpo cuya masa es de 1 kgm, en un 
punto sobre la Tierra donde la acelera¬ 
ción gravitacional es g = 9.144 m/seg 2 . 

Solución. De la Ec. (A.l), tenemos que: 

W- ---Mg 

Para el sistema MKS gravitacional, g 0 . .= 
== 9.80665 kgm m/kg seg 2 y, entonces: 


Sistema Longitud ILJ 


TABLA A.1. Sistemas de unidades 
Masa [Ai] Fuerza [F] 


MKS 

metro (m) 

kilogramo masa (kg m ) Newton (N) 

l 


absoluto 

t ■ -• i - 

(fundamental) 

(derivada) 


N seg 2 

MKS 

metro (m) 

kg seg 2 /m 

kilogramo fuerza (kg) 

9.80665, 

k&nm 

gravitacional 


(derivada) 

(fundamental) 


kg seg 2 

CGS ■ 

centímetro .(cm) 

gramo .masa (g m ) 

dina 

1 . 

Sm cm 

absoluto 


(fundamental) >■ 

(derivada) 


dina seg 2 


centímetro (cm) 


gravitacional 

inglés pie 

absoluto 

inglés pie 

gravitacional J 


inglés . pie . 
ingeniería' 


gseg 2 /cm 

(derivada) 

libra masa (lb m ) 
(fundamental) 

slug 

(derivada) 


libra masa (lb ro ) 
(fundamental) 


gramo fuerza (g) 
(fundamental) 

poundál (pdl) 
(derivada) 

libra fuerza (Ib) 
(fundamental) 

- ..f 


libra fuerza (Ib) 
(fundamental)' 


980.665- 


. ~ M>m pie 
pdl seg 2 


slug pie 


Ib seg 2 


- Ib., pie 1 

32.174-—- 

' ; Ib seg 2 
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9.80665 kgm m/kg seg 2 
X (1 kgm) (9.144 m/seg 2 ) 

por tanto: 

. W = 0.9324 kg 

Esto significa que cuando el kg m se 
toma en un punto sobre la Tierra para el 
cual no corresponde la aceleración gravi¬ 
tacional estándar, su peso no es de 1 ; kg. 
Observamos que mientras g„ es una cons¬ 
tante (no una aceleración), la aceleración 
gravitacional g varía según el lugar con¬ 
siderado sobre la superficie de. ía Tierra. 

Para medir otras magnitudes, físicas se 
utilizan unidades derivadas de, los siste¬ 
mas antes mencionados; algunos se indi¬ 
can en seguida. ; .j,' 

La unidad del trabajo mecánico o de la 
energía, en el sistema MKS absoluto, es 
el joule (J), que vale: 

1 J = INm - 1 kgm m 2 /seg 2 
= = 0.10l972kgm ■ 

y én el gravitacional : 

1 kg m = 9.80665 J = 9.80665 N m = 

— 9.80665 kg m m 2 /seg 2 

el equivalente . mecánico del calor, es la 
kilocaloría, a saber:,, , , . . i, 

1 kcal = 426.935 kg m ~ 427 kg m 

1 kcal = 4186.8 J 4187 N m 

INm = 1J = 0.23884 x 10- 3 kcal 
~ 0.239 X 10 -3 kcal 

o bien, el kilojoule cuya equivalencia es: 


1 kJ = 10 3 J = 101.972 kg m = 0.239 kcal 

Para la potencia en watts (W) o en kilo- 
watts (kW), tenemos: 

1 W = 1 J/seg = 1 N m/seg = 

= 1 kgm mVseg 3 = 

— 0.1019716 kg m/seg 

1 kW = 10 3 W = 1 kJ/seg =; 7 . 

= 10 3 kgm m 2 /seg 3 = 

= 101.9716 kg m/seg 

A.3 Factores de.conversión 

Con frecuencia es necesario hacer trans¬ 
formaciones de las unidades de una mag¬ 
nitud fíkicá —en un determinado siste¬ 
ma— a las unidades de otro. Esto se 
puede hacer utilizando factores de con¬ 
versión que relacionen lás diferentes uni¬ 
dades de la misma clase, para lo cual es 
necesario cerciorarse de las unidades que 
intervienen en la medición de lá iñagni- 
tud física. _ 

Por ejemplo, considere la identidad si¬ 
guiente (pulgada plg): 

1 plg—: 2.54 cm ; ¿í - : 

que también se puede escribir como un 
factor de conversión, así: 

f pig 2, ' 

2.54 cm •'•' 

•El cambio, de unidades nó puede afec¬ 
tar , esencialmente, alguna ecuación, de la 
física, ya que sólo equivale .a multiplicar 
por uno. Además, como el recíproco,, de 
uno es también uno, entonces puede em¬ 
plearse el recíproco de cualquier factor 
de conversión para obtener el resultado 
que se desea. ..... 
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Así, la identidad que sigue se puede 
ampliar tanto como sea necesario: 


t _ 1 Plg _l 

2.54 cm 

_ 32.174 pdl _ 

= 71b 

1HP 

= 746W " 


2.54 cm 
lplg 

1 Ib 

32.174 pdl 

1 milla 
1 760 yd 


453.6 g m ___ 4.18 J 

“ 1 lb m — 1 cal 

La aplicación de los factores de conver¬ 
sión permite expresar en néwtons —por 
ejemplo— una fuerza de 4.6 Ib, a saber: 

4.61b-^4.6Ib 32 ‘ 1 t 7 ! P —^4.6 X 32.174pdl^ 

I Ib . • ... . 


es4.6x32.174 


db ro pie 
seg 2 

lb m pie 


—4.6 x 32.174- 


0.4536 kgm w 0,3 048 m 

X 1 lbm X 1 Pie 

=4.6 X 32.174 x 0.4536 X 


dad en St. Michael, Alaska, es de 9.821 
m/seg 2 y, en la zona del canal de Pana¬ 
má, de 9.782 m/seg 2 . Calcular —para cada 
uno de estos puntos— el peso de un cuer¬ 
po cuya masa es de 3 slugs. 

Solución. Siendo 1 slug=1.488 kgsegVm, 
los pesos en St. Michael y en el canal de 
Panamá son, respectivamente : 

W = 3 X 1.488 X 9.821 = 43.841 kg 

: W = 3 x 1.488 X 9.782 = 43.667 kg 

Problema A.3. Hacer las siguientes trans¬ 
formaciones: 

a) Obtener la masá, en gm, de un cuer¬ 
po que pesa una dina en un lugar donde 
g == 980 cm/seg 2 . 

Solución: 


b) Obtener la masa, en kgm, de un cuer¬ 
po que pesa un newton en el mismo lugar 
del punto a). 

Solución: 


<0.3048 ■ 


kgmin 


=4.6 X 32.174 X 0.4536 X 
X 0.3048 N = 20.46 N 

El 'procedimiento detallado que se mues¬ 
tra aquí es, por lo común, innecesario, 
pero esta secuela de operaciones es la 
báse lógica del uso de factores de con¬ 
versión, el cual queda implícito en toda 
conversión correcta de unidades. * 

Problema A.2. La aceleración de la grave¬ 


c) Obtener la masa, en slugs, de 'un 
cuerpo cuyo peso es de una libra en uri lu¬ 
gar donde g ~ 32 pie/seg 2 . 

Solución: 

M = - y slugs 

Problema A.4. Expresar, en m 3 /seg, el 
gasto Q = 120 gal/min. 
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Solución. Son válidas las siguientes con- Por lo tanto: 
versiones: 


1 gal = 0.13368 pie 3 

1.486- 

pie 1 / 3 

-— (0.3048 y/* 
seg 

1 pie 3 = 0.028317 m 3 

= 1.000 

m 1/s 

1 min = 60 seg 


seg 


mvs 

pie 1 '' 3 


además: 


La fórmula es, entonces: 


-120 gaI 

- v n i 

pie 3 


min 

A U.XjJOO 

gal 

- X 

X 0 0283170- 

m 3 

V 

1 

min 


» q '' 

pie 3 

60 

seg 


por tanto: 


V = 

n 

donde V se expresa en m/seg y R* en m. 
A.4 . Análisis dimensional 


Q — 0.00757 m 3 /seg 

Problema A.5. Transformar la fórmula 
de Manning—que abajo se escribe en sis¬ 
tema inglés— al sistema métrico MKS. 

V = — ? ~ 486 . RS# S 1 ' 2 
n 

donde: 

n coeficiente de rugosidad, sin di¬ 
mensiones ; 

V velocidad media, en pies/seg ; 

Rh radio hidráulico, en pies; 

S pendiente, sin dimensiones; 

Solución. El coeficiente c = 1.486 tiene 
las dimensiones siguientes: 


El teorema fundamental en que se basa 
el análisis dimensional es el llamado teo¬ 
rema a o de Vaschy-Buckingham, el 
cual puede enunciarse como sigue: toda 
relación dimensionalmente homogénea * 
—como la representada por la ecuación 
l 7 (Ai, A 2 , A 3j ..., An) — 0 —entre m mag¬ 
nitudes físicas Ai susceptibles de ser expre¬ 
sadas en términos de n dimensiones fun¬ 
damentales de medida (por ejemplo, en 
el sistema absoluto son: masa, longitud, 
tiempo), implica la existencia de otra rela¬ 
ción de la forma / (jq, Jt¡, n a , =0, 

entre nt—n parámetros Dichos pa¬ 
rámetros tienen la propiedad de ser 
funciones monómicas, adimensionales e 
independientes entre sí, y que son los pro¬ 
ductos de grupos distintos de las poten¬ 
cias de A lt A z , A 3 ,..., A„, de la forma 

* = Ai A? A?. - .... A m m 



* Una relación es dixnensionalmente homo¬ 
génea caando se verifica independientemente 
de la elección de sus unidades fundamentales de 
medida. Es el caso de las ecuaciones fundamen¬ 
tales de las distintas ramas de la Mecánica. 
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Los exponentes Id se relacionan entre sí 
de acuerdo con las dimensiones de cada 
magnitud variable Ai, de tal manera que 
con las n dimensiones fundamentales se 
obtiene un sistema de n ecuaciones con 
m incógnitas: k x , k 2 , k 3> ..., k m . Podrán, 
entonces elegirse arbitrariamente los va¬ 
lores de un número m—n de las incógni¬ 
tas ki, para lo cual conviene seleccionar n 
de las m magnitudes variables Ai, para que 
aparezcan en cada uno de los m—n pará¬ 
metros kí, que se llamarán variables repe¬ 
titivas. Éstas tendrán las siguientes ca¬ 
racterísticas: Ó-:? 1 

a) Deben contener, en conjunto, las n 
dimensiones fundamentales. 

b) En el caso de un fluido, las variables 

repetitivas más importantes serán: una 
dimensión geométrica importante, una pro¬ 
piedad del fluido y una característica^ del 
flujo. • ’••••: 

. c) Si se desea despejar una de las varia¬ 
bles, de la función / (jtj) = 0 ésta no de¬ 
berá usarse como variable repetitiva. 

De esta manera se pueden obtener los 
exponentes k de las variables repetitivas, a 
partir de los correspondientes a las varia¬ 
bles restantes, los que se eligen arbitraria¬ 
mente en el sistema de ecuaciones antes 
mencionado. La demostración del teorema 
de Vaschy-Buckingham sale del alcance de 
este libro, pero puede consultarse en la 
Ref. 73. Para utilizar dicho teorema es ne¬ 
cesario conocer con seguridad las varia¬ 
bles, más importantes en el fenómeno por 
estudiar, pues una apreciación errónea 
puede conducir, aun con el análisis di¬ 
mensional, a aplicaciones falsas. La iden¬ 
tificación de esas magnitudes físicas debe 
hacerse después dé un análisis físico y de 
un completo entendimiento del problema. 

En resumen, un análisis dimensional es 
útil para: 

a) comprobar cualitativamente las ecua¬ 
ciones; • • i 


b) determinar las dimensiones de los 
coeficientes empíricos; 

c) establecer y realizar experimentos ge¬ 
neralizando los resultados; 

d) formular leyes de similitud de con¬ 
siderable importancia en la investigación 
experimental. 

La técnica del análisis dimensional se 
aclara mejor mediante los siguientes pro¬ 
blemas. 

Problema A.6. El gasto Q, á través de un 
tubo capilar horizontal, depende princi¬ 
palmente de la caída de presión por uni¬ 
dad de longitud A p/l, del diámetro D 
del tubo y de la viscosidad dinámica p del 
fluido. Mediante el análisis dimensional 
encontrar la forma de la ecuación para 
el gasto. 

Solución. La función F es: F (Q, Áp/Í, J), 
p) == 0. Las m = 4 variables físicas se ex¬ 
presan en términos de las n = 3 dimen¬ 
siones fundamentales, según lo indica la 
siguiente tabla, donde los números repre¬ 
sentan los exponentes de dichas unidades. 



Magnitudes variables ■ 

fundamentales 

Q A P/l 

D a 

M 

0 1 

0 1 

i 

3 —2 

1 —1 

T 

—1 -2 

0 —1 


Habrá entonces m — n = 1 parámetro adi¬ 
mensional; esto es, existe la relación: 

/(* i) = 0 

Si se eligen como variables repetitivas 
A p/l, D y p, el parámetro adimensional 
es de la forma: 
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esto equivale a elegir arbitrariamente el 
exponente de Q igual a 1. Por tanto —de 
acuerdo con la tabla— se debe satisfacer 
el sistema: 

Para M: k x + k s = 0 

Para L: —2k r + k 2 — k 3 + 3 = 0 . 

Para T : —2 k t — k 3 — 1 = 0 

cuya solución es 

k 3 — — 1, k 2 = 4, k 3 — 1 

El único parámetro adimensional es en¬ 
tonces : 


y la función f del único parámetro, la. 
siguiente: 


o bien, ' 


y, de aquí: 




\xQ/(D*Ap/l ) = C 


Q = C 


A p D 4 


El análisis dimensional no da informa¬ 
ción acerca del valor numérico de la cons¬ 
tante adimensional C. Un análisis mate¬ 


mático o bien, experimental, muestra que 
C = tt/128. (Ec.B.6). 

Problema A.7. Un vertedor triangular de 
pared delgada consiste en una placa ver¬ 
tical con úna escotadura de ángulo cen¬ 
tral 0, practicada en la frontera superior 
de la placa (Fig. A.1) y colocada trans- 
versalmenté en un canal, de modo que el 
líquido fluye .a través de la escotadura. 
La descarga Q del vertedor es una función 
de la carga h sobre la cresta (desnivel 
entre la superficie libre del líquido antes 
del vertedor y la cresta), de la acelera¬ 
ción g de la gravedad, del ángulo 0 y de la 
velocidad V 0 de llegada del líquido al ver¬ 
tedor. Determinar la ecuación para el 
gasto. 

Solución. Las m — 5 variables físicas se 
expresan en términos de sólo n = 2 di¬ 
mensiones fundamentales, por lo qúe hay 
sólo tres parámetros adimensionales, sien¬ 
do = 0 uno de ellos, por ser adimensio¬ 
nal. Resulta entonces : 


Dimensiones 


Magnitudes variables 


fundamentales 

Q 

h 

S 


e 

L 

3 

i 

1 

1 . .. 

0 

T 

—1 

0 

—2 

—1 

0 


El sistema de ecuaciones es: 

3 ky + k z 4- k 3 + k 4 —■ 0 
k 3 — 2 k 3 — k¿ = 0 

Si se eligen como variables repetitivas 
.h y g, conviene expresar k 2 y k 3 en tér¬ 
minos de k 1 y k t , a partir del sistema. 
De la segunda ecuación, tenemos: 
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Figura A. 1. Vertedor triangular. 


k ' = {-T k '~r k ') 

substituida en Iá primera, resulta en¬ 
tonces : 

k 2 — — — fci -—— * 4 

Así, se puede escribir finalmente: 

*, (—5 kJ2—k,/2) \-kj2-~kJ2) 

iu-Q h g X 

arN* 1 .(-*£-) 

' Vi a.*' 3 ' ' ' 

Cada parámetro adimensional se obtie¬ 
ne eligiendo arbitrariamente las temas de 
valores de k u * 4 y * 8 . Así, por ejemplo: 


con k x = 1, k t = k s = 0; % ='■ 

con k x = 0, * 4 — 1 ,* 5 = 0;. Jt¡, 


Vgk^ 


Vg'h 

con k x — * 4 = 0; * 8 = 1; ítg = 0. 

Se puede entonces escribir: 

e) = o 

\^gh^ Vgh / 


o bien: 

Q 

Vg/t 5 -' 2 Ví»' 7 ■ 

despejando <?, resulta: 

Q - Vg * B/2 /i(—e) 

Wg : 6 7 

Para obtener la función / x es necesario 
un análisis matemático o bien, mediciones 
experimentales (subcapítulo 7.2). ; 

Otra fonna de la función / se obtiene 
eligiendo 2¡- y V 0 , como variables repeti¬ 
tivas, en lugar de L h y g. De este modo, 
conviene expresar * 2 y * 4 en términos de 
k\ y k z ; entonces, de la segunda ecuación 
del mismo sistema * 4 = — * 4 — 2 k 3 , que 
substituida en la primera, resulta ser: 

k% — k 3 2 k x 


Se obtiene entonces: 

k i ,, ( - k z~ 7 - V T/ *8 

3 T| = 0 Lfi. g V 0 0 


/ Q \*i / g¿ \*» 
\ ,/¡ 2 V 0 / \ v 0 2 / 


e*. 


Si elegimos los valores arbitrarios 
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Jtj = i, k s = — 1/2 y *5 = 1, se puede 
escribir, análogamente: 


_ Q _ Vo_ 

h 2 V 0 ‘ Vjh 



= 0 


presentan los exponentes _de dichas dimen¬ 
siones. 

Habrá entonces m — n = 2 parámetros 
adimensionales; esto es, la relación: 

/(* i, *h) = 0 


o bien, 

Q = V 0 h*fj-^=, 0 ) 

' Vgh 7 

La función desconocida f 2 tiene los mis¬ 
mos parámetros que f x , pero las dos no 
son iguales. Esta segunda ecuación para Q 
no es muy útil, debido a que con frecuen¬ 
cia V 0 se puede despreciar en los verte¬ 
dores triangulares. Esto demuestra que un 
término de segunda importancia no se 
debe elegir como variable repetitiva. 

Problema A.8. Con base en el análisis 
dimensional determinar los parámetros 
adimensionales más importantes, en el fe¬ 
nómeno de descarga de un orificio circu¬ 
lar practicado en la pared de un recipiente, 
donde las variables físicas más importan¬ 
tes son: V velocidad en el chorro; A p di¬ 
ferencia de presiónés antes y después del 
orificio; D (diámetro); p (viscosidad 
del líquido); p (densidad). 


y cada parámetro adimensional es de la 
expresión: 

*1 , *2 *8 k i k s 

n = V A p D p p 

y, por tanto, de acuerdo con la tabla se 
debe satisfacer: 

para F : *2 + *4 + *s = 0; 

para L : k 1 — 2k 2 + k a — 2k i — 
-4* B = 0; 

para T; — k x + * 4 + 2 * B = 0. 

Se utilizan como variables repetitivas 
V, D y p; conviene, entonces, escribir k lt 
* 3 y * 5 en términos de * 2 y * 4 . 

He la primera ecuación: 

*5 = — *3 — * 4 

Substituyendo la tercera ecuación, obte¬ 
nemos: 


Solución. Las m— 5 variables físicas se 
expresan en términos de las n = 3 dimen¬ 
siones fundamentales, según lo indica la 
siguiente tabla, donde los números re- 


Dimensiones 


Magnitudes variables 

fundamentales 

V 

A p 

D 

V- p 

F 

0 

1 

0 

1 1 

L 

1 

—2 

1 

-2 —4 

T 

-1 

0 

0 

1 2 


: *1 — — 2 *2 — *4 

y, substituyendo en la segunda ecuación, 
resulta: 

- * 2 *2 * 4 2 k¿ -y k 3 

-2*4 + 4*2 + 4*4 = 0 

por tanto: 

*3 — — * 4 

De este modo, se puede escribir así: 
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(-2V*1> *2 <-*4> *4 (-*e-*4> 

jíí —F Ap D n p = 


/ Ap ti V 

A pF 2 ) \ VDp ) 


Se eligen: k 2 - 1, k 4 = O, k 2 = O, k 4 - — 1, 
con objeto de tener números adimensio¬ 
nales como los definidos en el capítulo 5; 
y con v = |i/p, resulta: 


o bien. 


,/ Ap VD \ . 

~V ~) “ 


f(Eu, Re) = 0 


donde Eu es el número de Euler y Re 
el de Reynolds. ■ 

Resulta también que para p = y/g y 
con Ap/y = H (profundidad del centro de 
gravedad del orificio) se tiene: 


V - 
V2 W' 


fi(Re) =C¿ 


donde C 4 es el coeficiente de gasto del 
orificio, es función del número de Rey¬ 
nolds y representa a la raíz cuadrada de la 
mitad del número de Euler. Su obtención 
es posible sólo gracias a una investigación 
experimental que ha sido realizada-por 
diferentes autores. El valor teórico del 
coeficiente para el caso bidimensional (ori¬ 
ficio rectangular de ancho infinito) es de 
0.611 y fue obtenido por Kirchhoff a tra¬ 
vés de un procedimiento de transforma¬ 
ción conforme. 

Si A es el área del orificio {A = xEP/4) 
y V la velocidad media, de la ecuación an¬ 
terior se concluye que: 

Q - CiAV2gH 

o sea, la fórmula general para la descarga 
de un orificio. El coeficiente de gasto Cd, 


es función del número de Reynolds cuan¬ 
do éste es inferior a 10 5 ; para Re > 10 *, 
Cd es constante y vale 0.60 (subcapítu¬ 
lo 6 . 2 ). 

Problema A.9. De la experiencia en el di¬ 
seño de turbinas hidráulicas se ha de¬ 
ducido que la potencia mecánica P, en 
kg m/seg, entregada por una turbina (o 
bien la eficiencia r) de la misma) depen¬ 
den de la densidad p y viscosidad |i del 
agua; del diámetro D del rodete; de la 
velocidad angular de rotación o> de la mis¬ 
ma; del gasto Q; de la carga total H so¬ 
bre la máquina; y de Ja aceleración gra- 
vitacional g. Determinar los parámetros 
adimensionales que intervienen en el fe¬ 
nómeno. 

Solución. El problema se puedé plantear 
con dos funciones F distintas, a saber: 

Fi (P, P, u, D, (o, Q, H, g) = 0 ■*><■■: 

Fí (TI, p, (i, D, <a, Q, H, g) = 0 

Esto es, en, ambos casos existen m = 8 va¬ 
riables físicas y sólo n — 3 dimensiones 
fundamentales, según lo indica la siguien¬ 
te tabla, donde los números representan 


Dimensiones -fundamentales 


F 

L 

• ... T . 

P 

1 

: Y 33 ‘ 

—1 

P 

1 

—4 .. 

2 


1 

—2 

1 

D 

■ 0 

1 

0 

o> 

0 

0 

"''—I ¡ 

Q 

0 

3 

—1 

H 

0 

1 

0 

g 

0 

I 

—2 
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los exponentes de dichas dimensiones. La 
eficiencia no tiene dimensiones y por ello 
no aparece en la tabla. 

Hay, entonces, una relación entre m—n = 
— 5 parámetros adimensionales, pues en 
ambos casos interviene ¡i que contiene las 
tres dimensiones fundamentales. Dicha re¬ 
lación es: 

f (^ 1 , ^ 2 , ^ 4 » ^-s) = ^ 

Si se. eligen como variables repetitivas p, 
D y cd, éstas intervienen en los 5 paráme¬ 
tros adimensionales. Sin embargo, uno de 
ellos es, por supuesto, H/D como se vió 
en los problemas anteriores. Entonces, se 
deberán encontrar sólo cuatro parámetros 
que contengan —cada uno de ellos—las 
tres variables repetitivas y una ; de las res¬ 
tantes variables. Así, otra alternativa en la 
solución es: ’ 

íii .= p*i D v > (ú*i P , , .. 

"jt 2 — p a 2 FP 2 0) S 2 p ... 

jt 3 = p®4 jy j z <jft q 
te 4 — p®, D v * o fi g 

Cada parámetro es adimensional; para el 
primero resulta entonces: 

para F: x* -F 1 =? 0; 


Para el segundo parámetro, tenemos: 
para F: x 2 -{- 1 = 0; 

para L: — 4x 2 + y 2 — 2 = 0; 
para T : 2 x 2 — z% + 1 = 0. 

cuya solución es: 

x 2 — 1 , y2 = 2, z¿ = — 1 

por tanto: 



Para el tercer parámetro, será: 
para F : x 3 — 0; 

para L: — 4x s -f y s + 3 = 0; 
para T: 2x B — z 3 — 1 — 0. 
cuya solución es: 

*3 = 0, y 3 - — 3 , z-¿ — — 1 
y el tercer parámetro viene a ser: 

Q 

^ (oD 3 


para L: — 4x 1 + y 1 + l= 0; 
para T: 2 x t — Zi = 0 . 

cuya solución es: 

*1 = — 1, yi = ~b Z% — 3 

Entonces, el primer parámetro vale: 

P 


Finalmente, para el cuarto parámetro, re¬ 
sulta : 

para F: x 4 = 0 ; 

para L: ~ 4x 4 + y< + 1 - 0; 
para T: 2 x 4 — z 4 — 2 = 0 . 

cuya solución es: 

x 4 = 0 , y 4 = ■ 1 , ■ ■ z 4 — - rri 2 
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-)-° 


o bien, 
P 


D « 


pío í » 2 ' (úd 3 ' a? ep 


Para el segundo caso, determinar rj; el 
único parámetro que cambia esrq; así, 
nos da: 


% — p'i oA i] 


y, además: 
para F 
para L 
para T ; 
por tanto: 


Xi = 0 ; 

-4*i + yi = 0; 

2 .tj Zi = ,0, 


*i = yi = zi = o 

luego *i = rj, y se tiene que 

\ pwD 2 ' «aD 8 ' o 3 jD® / 
Hemos encontrado que en el caso de una 


turbina donde el flujo es turbulento la 
viscosidad juega un papel secundario, por 
lo cual se puede eliminar el parámetro 
donde influye; resulta finalmente: 


el cual puede englobar H/D si lo multi¬ 
plicamos ; lo que resulta: 


<ü 

entonces, resulta que : 

f(JL _ü_: 

\paP D 6 ' ptaEP ’ . *> 




Q gH 
<ü d 3 ' apjy- 


J O SH \ 

^ ~ (ojOP ’ o 2 LF ) 

Con el análisis dimensional se demuestra, 
entonces, que para una turbina dada, don¬ 
de no es posible cambiar p y D, si H y <o 
permanecen constantes, P y rj sólo de¬ 
penden de <?. 

Problema A.10. En general, la resistencia 
al flujo de un fluido depende de la velo¬ 
cidad V; la densidad p; varias dimensio¬ 
nes lineales l, l lt ¡ 2 ; l a caída de pre¬ 
sión A p; la gravedad g; la viscosidad (i; la 
tensión superficial o y el módulo de elas¬ 
ticidad Encontrar los parámetros adi¬ 
mensionales que intervienen. 

Solución. Las m = 10 variables físicas se 
Dimensiones fundamentales 



F 

L 

T 

V 

0 

\ 

“1 

p 

1 

—4 

2 

í 

0 

1 

0 

h 

0 

1 

0 

4 

0 

1 

0 

A p 

1 

—1 

0 

g 

0 

1 

—2 

P 

I 

—2 

1 

a 

1 

—1 

0 

E v 

1 

—2 

0 
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expresan en términos de las n - 3 dimen¬ 
siones fundamentales, según lo indica la 
tabla anterior donde los números repre¬ 
sentan los exponentes de dichas dimen¬ 
siones. 

Existen, por tanto, m — n ~ 7 parámetros 
adimensionales y se puede escribir el sis¬ 
tema de ecuaciones siguiente: 

K + K + A 8 -f A s + A I0 = 0 


«jaPpP A »-* = - pV¿ 

A P 

que es el número de Euler, En (Cap. 5 ). 

Con Ay = — 1/2 y, las restantes, A = 0 
(con excepción de k u k 2 y A s ), será: 

Jt 4 - v p° g-lfl 2 _ V __ 

Vi g 


— 4 A 2 + A 3 + A* -f- A B -- A„ -f A 7 — 
2 A s k 9 2 kiQ ™ 0 


que es el número de Froude, Fr (Cap. 5). 

Con A„ = — 1 y, las restantes, k — 0 
(con excepción de k u k 2 y A 3 ), resulta: 


~~K + 2 A 2 — 2 Ay -f- A 8 = 0 

Como variables repetitivas se eligen a V, 
py l; luego, conviene expresar k u k 2 y aJ 
en términos de las restantes k. Del sistema 
resulta entonces: 

k \ =~ 2 K~ 2 k 7 -k 8 ~ 2 k 9 — 2 A 10 
K = — K — K — K — a 10 


*5 = V p l p -1 



que es el número de Reynolds, Re. 

Con A 9 ~ —1 y. Jas restantes, A = 0 
(con excepción de Aj, k^ y A 3 ), tenemos: 


*8 ~ V 2 p l a -1 


y* P i 

a 


¿3 - k 4 — A 5 + A 6 -f- A 7 — A 8 — A 0 

El primer parámetro se obtiene escogien¬ 
do arbitrariamente k 4 = 1 y, los restan¬ 
tes, A = 0 (con excepción de A„ A 2 y A 3 ), 
á saber: .■ ■■■’ 

*x = l K l t — v° P ° M /j 



Con A¡¡ = 1 y, los restantes, A = 0 (con 
excepción de k u k 2 y A s ), se obtiene: 


que es el número de Weber, We. 

Finalmente, con k 10 = ~ 1/2 y, las res¬ 
tantes, A = 0 (con excepción de A,, A, y 
A 3 ), queda: 

*7 = V p 1 * /« = — V ■ 

que es el número de Mach, Aía. Así, re¬ 
sulta entonces: 

fx (Hu, Fr, Re, We, Ma, t/l lf l/l 2 ) = 0 
o bien. 



Con A 8 = — 1 y, las restantes, A = 0 (con 
excepción de Aj, k, y A a ), nos da: 


Ap = pV 2 f 2 (Fr, Re, We, Ma, 

un. vi ) (a,6) 

donde la función f debe obtenerse de un 
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estudio experimental. Si se exceptúa el 
número de Weber, los restantes números 
han sido encontrados en el análisis de 
las ecuaciones del movimiento (Cap. 5). 
Esto se debe a que dichas ecuaciones 
no incluyen en su estructura los efec¬ 
tos de tensión superficial. 

Cuando se trata de un conducto a pre¬ 
sión donde se desea encontrar similitud 
en lo que se refiere a las pérdidas de 
energía por fricción, no es suficiente con 
establecer la similitud sólo con el núme¬ 
ro de Reynolds. Así, en la Ec. (A.6) los 
números Fr, We, Ma, carecen de impor¬ 
tancia. Si se hace l igual al diámetro del 
conducto D; igual a la longitud L 
del conducto; y 4 igual a la dimensión s, 
que representa la altura efectiva de la ru¬ 
gosidad superficial del tubo (Cap. 8), se 
tiene que: 


o bien: 


= f s (Re, L/D.z/D) 


= L/D U(Re, e/D) 


la cual se escribe más comúnmente así: 

A, = — = 7T URe ' Z/D) (A,7) 

Y 2 g D 

es decir, el término de pérdida de energía 
por fricción que aparece en la fórmula 
de Darcy-Weisbach. La función fi(Re, e/D) 
se acostumbra representar por / y se co¬ 
noce como factor de fricción y no es más 
que una forma del número de Euler. En¬ 
tonces, la conocida fórmula de Darcy- 
Weisbach es: 

Y 2 g D 


donde h t es el término de pérdida de car¬ 
ga (en este caso sólo por fricción) de la 
ecuación de Darcy-Weisbach. 

Para obtener semejanza dinámica la re¬ 
lación de fuerzas de fricción en prototipo 
debe ser constante. De la Ec. (A.8), con 
similitud en cargas de velocidad, resulta : 


Fe - Ap e A e - pe A e Ve 2 — fr, 

De 

Substituyendo en esta ecuación a las 
Ec. (5.9) y (5.12), resulta entonces: 


— Pe Ae 


; 2 Le 2 D e 


fe — 1 


lo cual admite distorsión en la dimen¬ 
sión longitudinal del conducto. Si el mo¬ 
delo tiene similitud geométrica exacta 
(Ae = Le 2 , Le =¡ De), entonces 

/.= 1 • (A.9) 

Esto es, el factor de fricción / debe ser 
igual en modelo y prototipo; ello se 
puede lograr aun con números de Rey¬ 
nolds y relaciones e/D distintas. En : el 
Cap. 8 se muestra que para Re < 2000, 
f es independiente de e/D y lo contrario 
acontece para números de Re muy gran¬ 
des. En el caso de flujo compresible (ga¬ 
ses a grandes velocidades) f depende ade¬ 
más del número de Mach Ma; entonces, el 
número de Reynolds carece de importan¬ 
cia, sobre todo cuando Ma *-> 1 o es ma¬ 
yor que 1. 


PROBLEMAS 

'1. Demostrar que las Ecs.' (4.5d), (4.19) y 
(433) son dimensionalmente homogéneas. 
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2- La velocidad de propagación de las ondas 
del sonido —en un líquido— depende de su 
módulo de elasticidad E v y y de la densi¬ 
dad p. Establecer, por análisis dimensio¬ 
nal, una relación posible entre estas mag¬ 
nitudes y comparar con la Ec. (1.13). 

3. Encontrar, por análisis dimensional, una 
fórmula racional para la resistencia D al 
movimiento de cuerpos geométricamente 
similares, que se mueven parcialmente su¬ 
mergidos en un fluido viscoso y compre¬ 
sible, de densidad p, viscosidad dinámica g, 
módulo de elasticidad volumétrica E t „ velo¬ 
cidad V y longitud característica l del 
cuerpo, en el campo de gravedad' g. 

4. Demostrar que el parmotor T friccionan¬ 
te, requerido para girar un disco de diá¬ 
metro d a una velocidad angular ¡a en un 
fluido de viscosidad g y densidad p , está 
dado por: 



5. El gasto Q a través de un orificio de pared 
' delgada depende del diámetro d del ori¬ 
ficio, la diferencia de presiones Ap entre 
los dos lados del orificio, la densidad p 
y la viscosidad cinemática v dél gás. Demos¬ 
trar —por análisis dimensional— que: 

6. Experimentos con agua, realizados por Gour- 
ley y Crimp en un vertedor triangular con 
ángulo en el. vértice de 90°, condujeron a 
la ecuación dei; gasto Q =1.32 h 2A * (ta¬ 
bla 7.2); O está dado en m 3 /seg y h es la 
carga sobre la cresta, en m. De acuerdo 
con los resultados obtenidos en el proble¬ 
ma A.7, estimar el porcentaje de error que 
se tendría al usar la fórmula de Gourley 
y Crimp, para aforar con este vertedor el 
gasto de un aceite de viscosidad cinemá¬ 
tica diez veces mayor que la del agua. 

7. La velocidad c de propagación de ondas 
superficiales, cuya altura es pequeña en com¬ 
paración con el tirante y de un canal, se su¬ 
pone depende de y, de la densidad p y la 


aceleración de gravedad g. Expresar estas 
variables como un grupo adimensional. 

8. La velocidad al esfuerzo cortante u. (Apén¬ 

dice B) se puede expresar en términos del 
esfuerzo cortante en la frontera r 0 y la den¬ 
sidad del fluido p. Encontrar el tipo de esta 
expresión. . i-, 

9. El tirante y a —aguas abajo— de un salto 
hidráulico depende del tirante —aguas arri¬ 
ba— yjj la velocidad V 1 y la aceleración de 
gravedad g. Expresar estas variables en for¬ 
ma adimensional. 

10. La resistencia F de la superficie del casco 

de un barco depende de la velocidad V del 
barco, la longitud L, la rugosidad superfi¬ 
cial e del casco, la densidad p del líquido, la 
viscosidad g y la aceleración g de la grave¬ 
dad en conexión con la resistencia de onda. 
Expresar estas variables en forma adimen¬ 
sional... . ‘ . 

11. El tamaño del rocío formado al salir el agua 
de un chiflón depende de la velocidad V 

' . característica, en el chiflón, el diámetro D de 
la boquilla, la densidad p del líquido, la 
viscosidad g, la tensión superficial entre 
el líquido y aire a, así como la aceleración 
de la gravedad g. Expresar estas variables 
en forma adimensional. 

12. Una placa rectangular de dimensiones b x h 
, está colocada frente a uña corriente fluida 

de velocidad Uniforme V; el ángulo de in¬ 
clinación entre la placa y la dirección de la 
velocidad es 0. El fluido tiene una densi¬ 
dad p y una viscosidad absoluta g. Mediante 
el análisis dimensional, encontrar la expre¬ 
sión de la fuerza ejercida por la corriente 
sobre la placa. 

13. ¿Cuál es el esfuerzo ejercido—sobre una es¬ 
fera inmóvil con Un diámetro d — por una 
corriente fluida de velocidad V; el fluido 
de densidad p y viscosidad absoluta g? 

14. De acuerdo con los resultados del proble¬ 
ma 13 encontrar la velocidad permanente 
de caída, de una esfera de densidad p ’, en 
un fluido de densidad p. 

15. Una bomba ■ centrífuga de radio exterior r 
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y de proporciones dadas k', k ",... bombea 
un líquido de densidad p ; gira a N rpm 
y entrega un gasto <2 a una presión de re- 
bombeo p = pgH. Encontrar la relación en¬ 
tre las diferentes magnitudes. 

16. El momento de cabeceo máximo provocado 
por el agua en un hidroavión al amarizar, se 
representa por C . En esta acción inter¬ 
vienen las siguientes variables: 

a = Angulo de la trayectoria de vuelo del 
avión con la horizontal. 

¡3 = Angulo que defíne la posición del avión. 
M = Masa del avión. 

L = Longitud del casco. 

p = Densidad del agua. 

g = Aceleración de la gravedad. 

R = Radio de giro del avión respecto del 
eje de cabeceo. 


Fluido 


agua 20°C 
aire 20°C 
aceite 20°C ■ 


¿De acuerdo con el teorema x de Bucking- 
ham, ¿cuántos grupos adimensionales in¬ 
dependientes caracterizarían este problema? 


17. Dos experiencias efectuadas en diferentes 
laboratorios —sobre la caída de presión 
en conductos rectilíneos— dan los resul¬ 
tados que se indican en la tabla siguiente. 
Reportar dichos datos sobre un diagrama 
único, tal que los puntos se coloquen sobre 
una misma curva. Las diferentes notacio¬ 
nes significan: 

D diámetro del conducto en mm; 

Y peso específico del fluido, en kg/m 8 ; 

H viscosidad absoluta en kgseg/m 2 ; 

Q gasto en lt/seg; 


Ap caída de presión en g/cm 2 por 
longitud del conducto. 

m de 


0 

Ap 

1.024 x 10—< 

15 

2.63 


22.5 

5.36 

,1.88x10-» 

300 

0.181 


600 

0.610 

5.77 x 10- 8 

500 

42 


750 

85.1 


18. Un modelo de turbina Francis r-con un 
diámetro de rodete de 42.07 cm— se prueba 
bajo una carga de 5.643 m, á .una velocidad 
de rotación de 374 rpm. La potencia me¬ 
dida es de 22.15 HP a una eficiencia de 
89J Vo. El diámetro del rodete en proto¬ 
tipo es de 409 cm. Use los resultados del 
problema A.9 para determinar la carga 
de bombeo, velocidad, gasto y potencia en¬ 
tregada por el prototipo para un flujo diná¬ 
micamente similar. (En realidad, la efi¬ 
ciencia de la unidad prototipo —eñ este 
caso— es, aproximadamente, 3 % mayor 
que en el modelo.) 

19. El parmotor desarrollado por una turbina 
depende del gasto Q, carga H, peso espe¬ 
cífico y, velocidad angular <o y eficiencia ti- 
Determinar la ecuación del parmotor. 

20- Se desean realizar experimentos para encon¬ 


trar las relaciones que hay entre la pro¬ 
fundidad de socavación producida por un 
chorro de agua que cae libremente sobre 
una plantilla horizontal formada por un 
suelo de ciertas propiedades. Mediante el 
análisis dimensional determinar los pará¬ 
metros sin dimensiones, que intervienen en 
el fenómeno. Para ello, considere las varia¬ 
bles que crea más adecuadas. 

I-i-1 


nsir 


—7 - T mwwv 

Figura del problema 20. 
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21. Los siguientes datos experimentales se han 
obtenido para la fuerza de arrastre ejercida 
por el flujo, sobre una esfera en un túnel 
de viento. Presentar los datos en forma grá¬ 
fica para mostrar la fuerza de arrastre como 


función de las distintas variables: a) sin 
usar análisis dimensional; b) usando aná¬ 
lisis dimensional de acuerdo con los resul¬ 
tados del problema 13. 














APÉNDICE B 


TEORIA DE LOS FLUJOS VISCOSOS 


B.I Concepto de capa límite y rugosidad superficial 

■ Debido a que la viscosidad del agua y del aire es muy pequeña, la 
mayoría de los problemas de flujo a los que se enfrenta el ingeniero civil 
es con números de Reynolds grandes; esto es, flujos turbulentos donde 
los efectos viscosos son despreciables. Sin embargo (aun para este tipo 
de flujo), los efectos de viscosidad se confinan a uña capa muy del¬ 
gada, en la inmediata vecindad de las fronteras sólidas, que sé’conoce 
como capa límite. '■ " •->?. • ■ 

Aun cuando Reynolds fue el primero que concibió la idea anterior al 
observar detenidamente el flujo de transición entre el laminar y el tur¬ 
bulento, el concepto —tal como hoy se conoce— se debe a Ludwig Prañdtl 
(1904). Ha sido a tal grado importante que su advenimiento) además de 
permitir la' explicación de muchos fenómenos, propició el na cimi ento 
de la moderna mecánica de fluidos. ; - 'v 

Una mejor explicación del concepto de capa límite se consigue al 
suponer la existencia de un flujo uniformé horizontal, de velocidad cons¬ 
tante V 0 , al cual se interpone un cuerpo agudo, como sé muestra en la' 
Fig. B.I, 

El campo de velocidades del flujo se adapta a la forma del cuerpo y 
modifica su carácter de uniformidad. Además, las fuerzas viscosas que 
retardan el movimiento del fluido en una capa muy delgada (de espesor 
cero) en el punto en el que la corriente toca al cuerpo, se manifiestan 



Figura B.I. Concepto de capa límite. 
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sobre una capa de espesor creciente al alrededor de toda la frontera. Después 
transmitir progresivamente el efecto de de cierta distancia, desde la entrada, la 
filete en fílete. La región interior de la capa límite converge para establecerse in- 
capa límite presenta las siguientes carac- mediatamente en una manera ' uni forma 
terísticas. Boussinesq determinó por vía experimen- 

a) La velocidad del fluido, en el punto tal que en un ducto cilindrico esto ocurre 

de contacto con la frontera, vale cero. para L ~ 0.065 D Re; con la cual para 

b) El gradiente transversal de veloci- Re — 2 000, L = 130 D. 

dades y, por lo mismo, el esfuerzo cortan- La capa límite laminar de la Fig. B.3 
te, tienen valores máximos en la fronte- actúa, por sí misma, como un disturbio; 

ra; disminuye a medida que el punto se de tal modo que a una distancia x„, desde 

aleja de ésta. el principio de la pared, se toma turbu- 

c) Fuera de la capa límite, el gradiente lenta con un comportamiento distinto, 

de velocidad es prácticamente cero, por- Cuando la capa límite laminar se adel- 
que también lo es el esfuerzo cortante y gaza hasta alcanzar un espesor muy pe¬ 
los efectos viscosos. queño, adquiere el nombre de subcapa 

d) Fuera de la capa límite las líneas de laminar. La turbulencia originada en la 
corriente se conforman, según un flujo capa límite es posible debido al efecto de 
con potencial, sufriendo un ligero des- alguna irregularidad sobre la superficie 
plazamiento hacia el exterior de la pared. de la pared, produciendo el disturbio que 

La descripción anterior es la de una se transmite hacia afuera. A partir de x<¡ 

capa límite bidimensional. En el caso trí-, el espesor de la capa límite turbulenta 

dimensional los vectores velocidad, den- crece más rápidamente que en el caso 
tro de la capa límite y a diferentes distan- laminar (Fig. B.3). 
cias de la frontera, tienen componentes Por lo que respecta a la velocidad, se 
en las tres direcciones coordenadas que observa que el efecto de fricción se pre¬ 
dificultan, su estudio; éste es el caso de senta en la capa límite por la modificación 

la Fig. B.2 que muestra la entrada a un de su distribución, según la línea ABC, 

tubo donde se desarrolla la capa límite variando su velocidad de cero —en la 



Región de flujo con capa Región de flujo, plenamente 

limite no uniforme. desarrollado, con capa limite 

uniforme. 

Figura B.2. Capa límite a la entrada de un tubo. 
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Figura B.3. Zonas de la capa límite. 


pared al valor medio V 0 . Las fuerzas 
de viscosidad son importantes dentro de 
la capa límite; fuera de ésta, la distribu¬ 
ción dé. velocidades, es prácticamente uni¬ 
fórme y las fuerzas de viscosidad son 
despreciables. ‘' ;H 

El espesor 8, de la capa límite turbu¬ 
lenta, no es posible definirlo con exacti¬ 
tud debido a que su curva de distribución 
de velocidades sé aproxima ásintóticamen- 
te al valor V 0 ; sin embargó, es común 
aceptar como espesor la magnitud de la 
distancia normal a la pared de un nivel 

en el que la velocidad difiere —en 1 %_ 

de la velocidad que existiría sin pared 
(V 0 ). 

En el punto A donde se inicia la per¬ 
turbación el flujo próximo a la placa es 
enteramente laminar y se desarrolla una 
capa limite laminar a lo largo de la super- ■ 
ficie de la pared, siguiendo la línea AB. 
La distribución transversal'de Velocida¬ 
des es aproximadamente parabólica y, a 
partir de B, el flujo se torna turbulento, 
desarrollándose una capa turbulenta limi¬ 
tada por la pared y la línea. BC. 

Si la superficie de la pared es relativa¬ 
mente lisa, en la proximidad de ella se 
forma una película delgada, dentro de la 
cual el flujo se conserva más ó menos 
laminar, la ..cual se. conoce .como- sub¬ 
capa laminar. 


Si la pared es rugosa la capa límite 
turbulehtá se puede establecer muy cerca 
del punto en el que el flujo háce su pri¬ 
mer Contacto con la placa, sin existir el 
tramó'inicial de flujo laminar. 

Si lá rugosidad absoluta es menor que 
una cierta fracción' del espesor de la sub¬ 
capa laminar, adherida a la pared del 
conducto. Jas irregularidades; de la super¬ 
ficie son tan pequeñas que quedan cubier¬ 
tas por lá subcapa laminar. En esas con- 
diciones la rugosidad no tiene efecto 
sobre la zona exterior y se dice que la 
superficie de la pared se comporta como 
hidráulicamente lisa o simplemente lisa 
(Fig. B.4a); sin embargo, puede ser on¬ 
dulada si. el perfil medio de la superficie 
sigue una curva regular (Fig. B.4b). 

. Si las rugosidades son muy grandes, ex¬ 
tienden su efecto más allá de la subcapa 
laminar y producen disturbios en el flujo ; 
entonces sé dice que la superficie es hi¬ 
dráulicamente rugosa o simplemente ru¬ 
gosa (Fig. B.4c). 

B.2. Flujo laminar 

Considere un flujo laminar, perma¬ 
nente e incompresible, en un conducto 
cilindrico, alimentado por un recipiente 
(Fig. B.5a), en el cual se producen las 
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a) 6) <) 

Figura B.4. Espesor de la subcapa laminar comparado con la rugosidad absoluta. 


transformaciones de la energía indicadas El análisis del equilibrio de las fuerzas 
por la Ec. (4.20). La velocidad v tendrá que actúan sobre dicho elemento, por 

cierta distribución a través de una sec- las condiciones antes expuestas, indica que 

ción transversal y será función únicamen- vale cero la suma de las componentes en 

te del radio r, debido a la simetría axial la dirección +s, debidas a la presión so- 

del flujo. Además, de acuerdo con la ecua- bre las áreas transversales del elemento, a 

ción de continuidad, esta distribución no las del peso propio, así como a las del 

puede cambiar de una sección a otra por- esfuerzo cortante de viscosidad sobre la 

que implicaría una variación del gasto; superficie lateral del elemento. Lo ante- 

esto es, 3v/9s = 0. Por. el contrario, se riór resulta porque existe flujo sólo a'tra- 

considera que p representa la presión me- vés de las bases del elemento cilindrico 

dia sobre todos los puntos de una misma y no a través de su superficie lateral, 

sección transversal y que únicamente cam- además de no presentarse cambio eñ la 

bia con s (dp/dr = 0; Zp/ds ¥> 0). cantidad de movimiento. 

Considere el elemento de fluido de for- La resultante, de las fuerzas debidas a 
ma cilindrica, con radio r (desde el eje la presión en la dirección +s, vale 

del conducto) y longitud ds (Fig. BJ>b). , 
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P=3tr ¡ p-nt s¡ (p+dp) = ~nr t dp (B.la) 

La componente del propio peso, en la mis¬ 
ma dirección +s, con eos Q = — dz/ds 
(el signo menos se debe a que z dismi¬ 
nuye con +s) es: 

W eos 0 = —y jtr 2 ds eos 0 = 

-—y.^dz (B.lb) 

y la correspondiente al esfuerzo cortante 
viscoso, sobre la superficie lateral del ele¬ 
mento, será: 


T=— 2nrtds-2x\x—^—rds (B.lc) 

dr 

en la cual se ha considerado la ley de la 

%\ ( M )> x — —j—, en la cual el cambio 

de signo se debe a que r es el radio del 
tubo y no la distancia a la pared, como 
en la Ec. (1.1). 

La suma de estas fuerzas es entonces 


La constante de integración se obtiene 
de la condición de frontera: r = i?, v = 0 
(velocidad cero en la pared); la ecua¬ 
ción anterior se describe así: 

y St 

v = ~ (B3) 

es decir, la ecuación de un paraboloide-de 
revolución, donde la velocidad máxima 
se presenta sobre el eje del tubo (r = 0), 
que vale: 

O _ Y s f & 


La velocidad media se obtiene de 


-j* UPr-H’), 


**‘‘P-r^dz+Uf^r ds -0 (B 2a) que a , ¡ntegrar resuha ' 


n ’ AI simplificar y dividir entre y nr 3 ds, 
sobre la base de que el flujo es incom¬ 
presible, se tiene: 


.,*) 

Y r ' dr / 


(B.2b) 


donde S /=—d (p/y+z) ds se llama pen¬ 
diente hidráulica o de fricción y repre¬ 
senta la pendiente local del gradiente de 
fricción (esta pendiente no tiene relación 
con la geométrica del conducto). 

--•La integración de la Ec. (B.2b) conduce 
a que 


• r 2 + C 1 


Y S,R* y Sf D 2 


Esto es, la mitad de la velocidad máxima. 

La pendiente del gradiente de fricción 
depende de la primera potencia de la ve¬ 
locidad media. 

Con la Ec. (B.4) vemos que la (B.3) 
resulta también así: 

r = [1 ~ lr/R)*l 

la cual justifica; la ecuación del proble¬ 
ma 4.6 y, principalmente, que los coefi¬ 
cientes a = 2, y p = 1.33. 

Asimismo, el gasto en el conducto vale 


/ 
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Q = AV 


x D 2 Y S r D 2 
4 32jx 


ji 

128 



(B.6) 


donde el coeficiente C = Jt/128 corres¬ 
ponde al buscado en el problema A.6 del 
Apéndice A. 

Substituyendo Sf de la Ec. (B.5), en la 
(8.2b) de Darcy-Weisbach, resulta'. 


64ji 64 
P VD = lü 


(B.7) 


fórmula llamada de Poiseuille, donde Re 
representa el número de Reynolds en el 
tubo. Esta ley de resistencia es indepen¬ 
diente de la rugosidad del tubo, pero de¬ 
pende de la viscosidad cinemática del 
líquido. Cabe aclarar .que ha sido bien 
comprobada con'los resultados experimen¬ 
tales de diferentes investigadores. 


B.3 Flujo turbulento 

B.3.1 Introducción 

El flujo laminar se presenta únicamen¬ 
te en casos excepcionales (flujo de Equi¬ 
dos muy viscosos). En general, el estado 
natural:.del movimiento tiene fluctuacio¬ 
nes. irregulares de la velocidad (flujo de 
agua en ríos o el movimiento del aire 
cerca de la superficie de la tierra). Éste 
tipo de movimiento se llama turbulento 
y se caracteriza porque el fluido conti¬ 
nuamente se mezcla, de una manera caó¬ 
tica, como resultado de la ruptura de un 
flujo ordenado de vórtices que afectan 
zonas en dirección del movimiento. 

De acuerdo con la definición sugerida 
por Taylor y von Kármán, la turbulencia 
puede generarse por el paso del fluido 
sobre superficies de frontera, o. bien por 


el flujo de capas de fluido, a diferentes 
velocidades, que se mueven una encima 
de la otra. La definición anterior indica 
que existen dos tipos de turbulencia : una 
generada por efectos viscosos debidos a 
la presencia de paredes (conocida como 
turbulencia de pared ; otra, que se pro¬ 
duce en ausencia de la pared y que se 
genera por el movimiento de capas de flui¬ 
dos a diferentes velocidades. Ésta se lla¬ 
ma turbulencia libre. 

El flujo turbulento, en condiciones na¬ 
turales o artificiales y alrededor de cuer¬ 
pos sólidos, es ejemplo de turbulencia 
de pared. Las regiones de mezclas de 
chorros turbulentos y estelas, correspon¬ 
den a la categoría de turbulencia libre. 
En este caso, se demuestra experimen¬ 
talmente que los efectos de viscosidad se 
confinan a la subcapa laminar, es decir, 
que dentro de esta capa el esfuerzo cor¬ 
tante se distribuye en idéntica manera 
que en un flujo laminar. 

Diferentes teorías se han desarrollado 
para explicar el origen y estructura de la 
turbulencia. Algunas establecen que es 
la formación de vórtices en la capa lími¬ 
te, como resultado de disturbios ocasio¬ 
nados por. discontinuidades bruscas en 
la pared; otras la atribuyen a la influen¬ 
cia del esfuerzo cortante cuando .ocurre 
un gradiente de velocidades sin disconti¬ 
nuidades bruscas. Sin embargo, las inves¬ 
tigaciones sobre la naturaleza física de 
la turbulencia y su desarrollo, todavía no 
han sido del todo satisfactorias, ya que 
sólo pueden estudiarse, experimental y 
teóricamente, como un "fenómeno estadís¬ 
tico. Una vez establecido, el movimiento 
turbulento tiene una naturaleza aleatoria 
difícil de describir con exactitud y su 
aproximación es posible en base a una 
serie de propiedades estadísticas. 

En la descripción matemática del flujo 
turbulento, el movimiento se estudia ba- 
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sándose en un valor medio de cualesquie¬ 
ra de sus características y en una fluc¬ 
tuación alrededor de ese valor medio. Por 
ejemplo, para el flujo permanente, en 
un conducto cilindrico, la velocidad en un 



L, 1 {*>+* ■ 

T Jv V, dt 




Í t.+r 

V v ' dt 



dt 



0 


punto P tiene componentes en la dirección 
longitudinal v, y en la radial v,, que son 
función únicamente del radio del punto 
(Fig. B.6). 

' Sus valores medios se pueden tomar en 
relación con el tiempo en un punto fijo 
{media temporal) o, con. respecto al ra¬ 
dio r, en un instante dado (media espa¬ 
cial) ; se puede decir que las componentes 
de velocidad turbulenta, en el instante t 0 , 
son : v, =v, + v», v r = v». 4- v/. Aquí, por 


y de manera semejante = 0. ■ , , . 

Es más, en el. caso de la componente 
radial en el flujo dentro de un conducto 
cilindrico, la media no puede existir de¬ 
bido a quq el movimiento general se efec¬ 
túa en dirección 4- s. Esto es, v r — p, por 
lo que las,componentes de velocidad tur¬ 
bulenta, en el instante í 0 , son: ’V 

v, = V, +v; (B.8a) 


definición, la media temporal (por ejem¬ 
plo, para v, en el instante t 0 ) es: 


V r ~ Vr 


(B.8b) 



. 1 



todavía más, la condición de adherencia 
en la pared implica que para r=R, v,=0; 
y también v,' = V r — 0 . 


donde T es el período de muestreo, el 
cual debe ser lo suficientemente grande 
como para comprender un número ade¬ 
cuado de fluctuaciones; además, v» y v, 
son independientes de T. Las fluctuacio¬ 
nes de las componentes de velocidad pue¬ 
den ser positivas o negativas (Fig. B.7) 
y sus valores medios deben ser nulos. 
Esto es, con v»' = v» — v,, se tiene que 



0 <•, i„ + T t 


Figura B.7. Fluctuaciones turbulentas 
dé la velocidad. 





B.3.2 Esfuerzo cortante turbulento 

El análisis del equilibrio dinámico del 
elemento cilindrico (Fig. B.5b), realizado 
para el flujo laminar, se modifica al con¬ 
siderar que, si bien es igual a cero el 
cambio en la cantidad de movimiento en¬ 
tre las dos secciones, bases del cilindro, 
ahora existe un flujo transversal a través 
de la superficie lateral del mismo y, por 
tanto, una cantidad de movimiento que 
puede determinarse, de la Ec. (4.30), para 
el flujo permanente. 

Las fuerzas que actúan, sobre dicho ele¬ 
mento son las mismas del primer miem¬ 
bro de la Ec. (B.2a). Sin embargo, de 
acuerdo con la Ec. (.4.30) la suma de di¬ 
chas fuerzas.es igual a la cantidad de mo¬ 
vimiento, sobre la superficie lateral del 
cilindro, que puede determinarse como 
sigue: la cantidad de masa que circula 
a través del área elemental dA •—de la 
superficie lateral del elemento cilindri¬ 
co— es fiVr’ dA, cbn úna velocidad v„. 
Esto es, la cantidad de movimiento seria 
P v r ' v, dA ; y supuesto que el flujo es per¬ 
manente, el segundo miembro de la ecua¬ 
ción (4.30) es: 

pj V, Vr dA = p| (* + v» ) Vr dA = 

= p V,J Vr dA 4- />| v,' Vr dA 

Puesto que 

Vr dA = ¿V dA — 0 

i 

debido a que la media de las fluctuacio¬ 
nes v r ' es cero, la cantidad de movimien¬ 
to será: 


Entonces, la Ec. (B.2a) resulta así: 

dv 

— a r 2 dp —Y n r 2 dz + 2 jc |í —j— r ds = 

= p v«' Vr 2n r ds 

donde v»' v/ es la media del producto de 
las fluctuaciones de la velocidad, la cual 
rio tiene por qué ser cero. AI simplificar 
y ordenar la ecuación anterior, similar¬ 
mente a la (B.2a), resulta que 

d(p/y + z) | 2 |t 1 dv _ 
ds y r dr 

2 P 1 -r-7 \ : 

; v -V, Vr . ... 

Y r . ^ .. 

o bien, con S¡ = — d(p/y + z)/ds, te¬ 
nemos : 

Sf — — — |r -4^- + p.Vs Vr ^ (B.9) 

y r\ . dr / 

Comparando las Ecs. (B.2b) para el flu¬ 
jo Iaminár y lá (B.9) para el turbulento; 
se observa como única diferencia la adi¬ 
ción del término 

f = pv.'v/ (B.10) 

que corresponde al esfuerzo cortante ca¬ 
racterístico de la turbulencia, conocido 
como esfuerzo cortante aparente o turbu¬ 
lento. De esta manera, el esfuerzo cor¬ 
tante total viene a ser (Ref. 17): 

- dv 

r = pv,’ Vr — F-j— (B.ll) 

■ . r ■ ■ dr 

y de la Ec. (B.9) obtenemos lo siguiente: 
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La Ec. (B.12) determina la variación del 
esfuerzo cortante total en una sección. 
En la pared, r = R = D/2 ; t = t 0 = 

= [— y. además, R* = D/ 4. 

Por tanto: 

V.''.. . ' R D 

%~y y — Sf—yRh Sf (B.13) 

Si empleamos la Ec. (B.13) en la (B.12), 
ésta también puede escribirse así: 

t = T °ir (B,14) 

’ l 

Esto es, hay una variación lineal de t 
con el radio que va del valor máximo en 
la pared, hasta cero en el eje del con¬ 
ducto. 

Aun cuando la integración de la ecua¬ 
ción (B.9) permitiría encontrar la ley de 
distribución de velocidades medias, en flu¬ 
jo turbulento dentro" dé un conducto ci¬ 
lindrico, dicha integración es posible si 

se dispone de una relación entre v,' Vr' y 
el valor de la media %; tal relación se 
puede obtener teórica o experimental¬ 
mente. ' '-V- v ‘ •• : 

8.3.3 Longitud de mezclado 

Lá hipótesis de la longitud de mezclado 
hace posible el tratamiento analítico del 
flujo turbulento. Prandtl adoptó este con¬ 
cepto en un intento de expresad el es¬ 
fuerzo cortante aparente, en términos de 
la velocidad media. A pesar de que la teo¬ 
ría rio es muy convincente, se ha com¬ 
probado al aplicarse a casos muy senci¬ 
llos como el que sigue: ' ' v ' 
n¡;Considere, idealmente, una partícula de 
fluido que se encuentra en cierto instante 


a la distancia y de la pared (Fig. B.ó) y 
que en esa posición tiene la velocidad y, 
(función de y). Como resultado de la 
fluctuación transversal — v/ (negativa por 
ser en la dirección +y), la partícula se 
traslada de la distancia l sobre la direc¬ 
ción +y, hasta la nueva posición y + l, 
en la que la velocidad resulta v, + dv,. 
Por un desarrollo en serie de Taylor, un 

valor aproximado para dv, sería 7-^-. 
n dy 

Como resultado del movimiento transver¬ 
sal la diferencia de velocidades se puede 
interpretar como la fluctuación longitu¬ 
dinal v,, donde l designa a la longitud de 
mezclado y es función de y, es decir: 



Por otra parte, dos partículas situadas 
sobre la misma capa se mueven con. di¬ 
ferentes velocidades, como resultado *de 
las fluctuaciones transversales. Si la par¬ 
tícula de atrás posee una velocidad mayor 
que la de adelante, se produce un choque 
entre ambas; en caso contrario se sepa¬ 
ran. Cuando ocurre el choque se produce 
la fluctuación transversal de valor v/, la 
cual será proporcional o del mismo orden 
de magnitud que la diféréneia de veloci¬ 
dades íohgitudináles v.'. Cuando se sepa¬ 
ran,’entre ambas hay una entrada de par¬ 
tículas provenientes de las capas vecinas 
para llenar'el espacio producido. Aun en 
este caso; |i> r '| ~ ¡v/|; esto es, 



donde^el sígnamenos indica que a un va¬ 
lor +]&■' corresponde otro negativo (—i?/) 
y viceversa. Por tanto, el esfuerzo cortan¬ 
te de la turbulencia en la Ec. (B.10) es: 
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dy, 

dy 


(B.15) 


1 dp 1 dx 
Y ds ~ Y dy 


donde dv,/dy debe tomarse con el signo 
que le corresponde, a fin de obtener el 
correcto de V. 

Debe observarse que se han eliminado 
las fluctuaciones v* y vf en la'Ec. (B.15); 
también es conveniente substituir a V,=v; 
y dyjdy = dv/dy. Por tanto:...,. 



dv 

dy 


(B 16) 


De la He. (B.ll) el esfuerzo cortante 
total es " T 



Finalmente, conviene observar que to¬ 
dos estos desarrollos son válidos, tanto 
para un flujo bidimensiorial como para el 
de una tubería cilindrica, dado que rio se 
ha hecho alguna consideración especial en 
este Sentido. ‘ .jí'íü: i. ;¡ V 


B.3.4 Ley universal de velocidades 


o bien, 

s = d (P/ Y) 1 dr 

ds y dy 


donde S/ es la pendiente de fricción. Si se 
considera que S/ es Constante, de la ecua¬ 
ción anterior resulta que 



Figura B.8, Distribución dé velocidades en uri 


ñiijO'bidimensional a superficie libre. •. 


^a aplicación más importante de la eva¬ 
luación del esfuerzo cortante turbulento, 
consiste en determinar la distribución de 
velocidades dentro de .un flujo permanen¬ 
te. Se considera aquí, de modo simultá¬ 
neo, el caso de un flujo cilindrico; ambos 
turbulentos. La razón de esto es que él 
desarrollo para los dos es idéntico. Dichos 
movimientos se muestran en las Figs. B.8 
y B.9, respectivamente. 

Para el flujo bidimensional es válida la 
ecuación del movimiento (4.10a), en lu¬ 
gar'de la (B.9), que es para él conducto 
cilindrico. De acuerdo' con el sistema de 
ejes, elegido en la Fig. B.8, la Ec. (4.10a) 
se expresa así: 1 • 



Figura B.9. Distribución de velocidades en un 


conducto cilindrico. 
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De las condiciones de frontera x = t 0 para 
y — 0 y x 0 = 0 para y = h ; se tiene que 
C t = t 0 , Sf — — x 0 /yh, por lo que la 
ecuación anterior es; 

; r = t 0 (l-|.) (B.18) 

que es equivalente a la Ec. (B.14) para 
el tubo cilindrico. 

Ley de Prandtl. En los dos tipos de flu¬ 
jo mencionados se suponen tres hipótesis 
elaboradas por Prandtl que, aun cuando 
no son convincentes, han demostrado su 
efectividad al realizar la verificación ex¬ 
perimental. . ... 

a) Se supone que el esfuerzo cortante 
en la zona turbulenta es iconstante e igual 
al de la pared (t 0 )t ; í; 'S', ; . 1 . .uq.*' 

i b) El esfuerzo cortante qué 1 predomina 
es e! turbulento; esto es, de la Ec. (B.16) 
t = x’:= pP (dv/dy) 2 .. ;--'' i' -.i”: 

c) Hay una variación lineal de la lon¬ 
gitud de mezclado con ! la distancia a la 
pared: l •= ky. ' - - 

De la' primera y segunda hipótesis re- 
sülta que - .'■'v-'O = 


que vale para los dos flujos aquí tratados. 
La constante C de integración se obtiene 
de la condición de frontera v = v mix , para 
y = h, en el flujo bidimensional; y 
para y — R en el flujo dentro del tubo 
cilindrico. Para el segundo caso, resulta: 

c = v nJ v * - ln i?, ~ 

y la Ec. (B.20) es entonces: 
v. — v 1 

-=-In(*/y) (B.21) 

'• Ln el caso del flujo bidimensional re¬ 
sulta la misma Ec. (B.21) si R se subs¬ 
tituye por h ; la diferencia v míx — v se 
conoce como velocidad déficit. Su inter¬ 
pretación se presenta en las Figs. B.8 
y B.9. " 

Con base en los resultados experimen¬ 
tales de Nikuradse y Reichardt, en tubos 
lisos y rugosos, se observó una magnífica 
concordancia con la Ec. (B.21) cuando 
k — 0.4 (Ref. 38). La Ec; (B.21) se escribe 
entonces: .0 ■ . 


P P {dv/dy) 2 = 


y, con la tercera hipótesis, tenemos: . ; 


= - i 

’ O K\ 


p *y 


(B.19) 


~ V v = 2.5 ln (2 í/y) (B.22a) 


Con el mismo k = 0.4, los mismos in¬ 
vestigadores encontraron que la ecuación 
para el flujo bidimensional • 


Las dimensiones del término V x 0 /p 
corresponden a los de una velocidad lla¬ 
mada de fricción y se representa por 
De esta manera, integrando la Ec. (B.19) 
resulta: 

v 1 

-= —Iny + C (B.20) 

.. ' V> ,. V .. 


—~—— .= 2.5 ln (h/y) (B.22b) 

V * 

concordaba tairibién con los resultados 
experimentales. Por esta razón, la ecua¬ 
ción (B.22a) se conoce como de dis¬ 
tribución universal de velocidades y es 
válida para tubos lisos y rugosos. 

La verificación experimental de la ecua- 
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ción (B.22a) hace pensar que las hipótesis 
propuestas por Prandtl son aparentemen¬ 
te correctas y que permiten, a través de 
un método sencillo, llegar rápidamente 
a la solución. Se aceptará, entonces, la 
ley de distribución de velocidades expre¬ 
sada por la Ec. (B.22a) para los tubos; o 
la (B.22b) para canales (siendo ambos li¬ 
sos o rugosos). 

Con k =s 0.4, la Ec. (B.20) es enton¬ 
ces: ■ •• 


f (2.5 In y+C) (R-y) dy 

al integrar y tomar límites resulta la ecua¬ 
ción para la velocidad media en el tubo: 

— = 2.5 In Jt + (C- 3.75) (B.24) 


--2.5 In y + C (B.23) B.4 , Leyes de resistencia al flujo 

* turbulento 


Esta última ecuación se puede también 
escribir de la manera siguiente: 



Cómo y # tiene las dimensiones de una 
velocidad, y/y t es adimensional; enton¬ 
ces y j. debe tener las dimensiones de una 
longitud. Se observa que para y — y u 
v = 0, incongruencia que será explicada 
posteriormente. Asimismo, de la ecua¬ 
ción (B.23) resulta: 


dv 

~W 



B.4.1 Introducción 

Una de las aplicaciones prácticas , más 
importantes para determinar la distribu¬ 
ción de velocidades, en flujos laminar y 
turbulento, la constituye el cálculo de la 
resistencia al flujo en conducciones. Ésta 
se traduce en el cálculo de la pérdida de 
energía por fricción en las conducciones 
de líquidos a presión o a superficie libre; 
es de gran interés en la solución de pro¬ 
blemas relacionados con el transporte de 
los líquidos. 

Por lo que respecta al esfuerzo cortan¬ 
te r a en la pared, en función de la velo¬ 
cidad media y del factor de fricción /, es 
posible medirlo substituyendo la ecua¬ 
ción (8.2b) en la (B.13), a saber: 


Para el centro : del tubo (y ==. R), dv/dy 
debiera ser cero, debido a que v = v míI ; 
sin embargo, esta última ecuación da un 
valor finito. De nuevo, cuando y — 0, 
dv/dy = «o, lo que resulta evidentemente 
imposible. Estas anomalías constituyen el 
resultado de los defectos en la teoría que, 
a pesar de todo, no tienen mucha impor¬ 
tancia en la práctica. 

Por definición de velocidad,media, de 
la Ec. (B.23) resulta: ' 



B.4.2 Tubos lisos 

Varios investigadores han comprobado 
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experimentalmente que, por lo común, en 
el perfil de velocidades del flujo turbu¬ 
lento —en un tubo liso— se distinguen 
tres zonas de comportamiento distinto, 
como se muestra en la Fig. B.10. 


T 0 ^p-A- = / ,v£ (B.26a) 

y o 

V V 

yo = -—T- - (B-26b) 



Figura B.10. Distinción de las tres diferentes 
zonas, dentro del perfil universal de velocidades, 
en un tubo liso. 


de la Ec. (B.23), para y = y 0 = v vjv 1 * se 
obtiene: 



La zona o-a es una capa muy delgada 
en la que el esfuerzo viscoso predomina 
y el turbulento es despreciable; corres¬ 
ponde a la subcapá laminar. La zona a-b, 
inmediatamente arriba, es de transición y 
en ella el esfuerzo viscoso y el turbulento 
son del mismo orden de magnitud. Lejos 
de la pared (zona b-e) se tiene un área 
turbulenta, donde él esfuerzo viscoso pue¬ 
de ser totalmente despreciado, en com¬ 
paración del turbulento. 

Por facilidad, el flujo se considera, for¬ 
mado por dos zonas: la capa viscosa o-a-c, 
en la que la distribución de velocidades es 
parabólica (Ec¿ B.3); y.la zona turbulenta 
en la cual la distribución de. velocidades 
sigue la ley de la Ec. (B.23). En el pun¬ 
to c se impone la condición de que el 
esfuerzo cortante sea el de la pared t 0 . 

Puesto que el espesor y 0 debe ser del¬ 
gado, es de suponerse que la distribución 
sea lineal en la zotía viscosa; de este modo 
la condición anterior implica que - 


' — ’ = 2.5 In + A (B.28b) 

v * ... v 
donde >! 

A = C - 2.5 In - 2.5 In — 

v v * v * 

(B.29) 

De los resultados experimentales de Ni- 
kuradse y Reichardt se obtuvo que A—5.5, 
por lo que la Ec. (B.28b) se escribe, indis¬ 
tintamente, así: 

— = 2.5 In ^ + 5.5 (B.30a) 

v * • v 

— - 5.75 Iog V ~ + 5.5 (B.30b) 

s . v 

Se encontró excelente concordancia en¬ 
tre las mediciones y los resultados obte¬ 
nidos de la Ec. (B.30b), dentro de la zona 
turbulenta (Ref. 39). También se obser- 
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varón marcadas discrepancias en la re¬ 
gión próxima a la pared, para valores de 
v * yh < 70 que corresponden a la zona 
laminar y a la de transición. En la sub¬ 
capa laminar, la distribución de velocida¬ 
des sigue el desarrollo de la Ec. (B.26a), 
de acuerdo con la siguiente ecuación: 

JL = ^ (B.31) 


que es válida para v* y/v < 5. 

Con A — 5.5, en la Ec. (B.29), ésta se 
satisface para v 0 /v* = 11.6, por lo cual 
el espesor y n de la Ec. (B.26b) resul¬ 
ta ser: 


y 0 = 11.6 — 


(B.32) 


Von Kármán sugiere una ecuación logarít¬ 
mica para la zona de transición dentro del 
intervalo 5 < v # y/v < 70, la cual se ex¬ 
presa a continuación: 


= 11.5 log- 


^ 3.05 (B.33) 



3 4 5 6 7 

log Re 

Figura B.ll. Valores experimentales del 
exponente n en la Ec. (B34). 

Para determinar la velocidad media, al 
sumar y restar el término 2.5 ln (v*/v), 
en la Ec. (B.24), resulta que 

v v, & ' 

■ -- = 2,5 In ——- 4- 


+ (C - 2.5 ln v,/v - 3.75) 
y, en la Ec. (B.29), tenemos: 


V v R 

-= 2.5 ln—1—— + A- 3.75 


La Ec. (B.30) se conoce como ley uni¬ 
versal de distribución de velocidades en 
tubos lisos. >.. 

Prandtl propuso una fórmula experi¬ 
mental de tipo exponencial, como la si¬ 
guiente : 

-JL- = (y/1?) 1 '" * (B.34) 

_ , , ■*: . *'i 

en la cual, de acuerdó con la experiencias 
de Nikuradse, n varía con el número de 
Reynolds (Fig. B.ll). Blasius obtuvo ex¬ 
perimentalmente que n = 7, para l?e<10.5, 
lo cual equivale a la ecuáción: 

v/v* - 8.74 (v* y/v?" (B.35) 


Siendo A = 5.5, finalmente resulta 

V ■ ... v R . ■■■ 

-- = 2.5 ln —2-+. 1.75 (B.36) 

• v, V V. 

Ió que permite el cálculo de la velocidad 
media, en un tubo-de pared lisa donde el 
flujo es turbulento. ■■ -. 

^ Substituyendo la Ec. (B.36) en la (B.25) 
resulta entonces: 

-¿4 = 0.881 ln + 0.618 (B37) 

Vf ; ¡ . V 

Además, con el término dentro del lo¬ 
garitmo en la Ec. (B;37) se pueden hacer 
las siguientes transformaciones: 
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v» R _ 2V_ y* R _ VD_ y, 
v 2V v v 2v 


y la Ec. (B.37) sería 

-= = 0.881 ln (Re Vf/S/2) + 0.618 

Vf . 

(B.38) 

que, al transformarla por logaritmos de 
base 10 y hacer operaciones, resulta: 

—Lr = 2.03 log Re VT ~ 0.91 (B39) 

Vf . . : . . 

De acuerdo con esta ecuación, la ley de 
fricción para un tubo liso quedaría repre¬ 
sentada por una recta en un plano, (l/V / 
contra log (Re Vf )< lo que concuerda 
bastante con los resultados experimenta¬ 
les de diversos autores (Ref. 38) si se hace 
un pequeño ajuste, a saber: 

i _ 

-= = 2 log Re Vf - 0.8 (B.40a) 

Vf • 

o bien, 

1 Re V f 

—= = 2 log-— (B.40b) 

Vf 2.51 

En la Ec. (B.40) el factor / de fricción 
depende exclusivamente del número'de 
Reynolds y es válida para 2 x 10 4 < Re < 

< 3.4 X 10®. Se ha observado que la ley 
de resistencia de Blasius (Ec. 8.4) con¬ 
cuerda bastante con la Ec. (B.40), para 
2 x 10 4 < Re < 8 x 10 4 . 

Con el fin de dar una idea acerca del 
espesor de la subcapa laminar, a conti¬ 
nuación se examinan dos casos típicos:: 


a) V — 4.5 m/seg; D — 610 mm; v = 
= 0.0114 cm 2 /seg. 

El valor de Re = 2.41 x 10 6 y de la 
Ec. (B.40b), / = 0.01. Substituyendo es¬ 
tos valores én las Ecs. (B.25) y (B.32), 
y 0 = 0.083 mm. 

b) V = 0.3 m/seg; D = 51 mm; v = 
= 0.0114 cm 2 /seg. 

Los valores de Re y f son 1.34 X 10 4 y 
0.029, respectivamente. De las Ecs. (B.25) 
y (B.32), y„ = 0.719 mm. 

B.43 Tubos, rugosos 

Aunque las leyes de distribución de ve¬ 
locidades, obtenidas en el inciso anterior, 
también son aplicables en la región central 
de tubos rugosos, las condiciones del flu¬ 
jo en la vecindad de la pared dependen 
de la rugosidad de ésta y del espesor de la 
subcapa laminar (sección B.l). Dado que 
para tomar en cuenta el efecto de la ru¬ 
gosidad sería necesario considerar la va¬ 
riedad de formas geométricas de la mis¬ 
ma, así como su distribución heterogénea 
que haría inabordable el problema, resulta 
preferible adoptar el concepto de rugosi¬ 
dad media e, utilizado por Nikuradse en 
sus investigaciones. 

La Ec: (B36b) ofrece un criterio para 
determinar el espesor proporcional v/v^ 2 ; 
sin embargo, en este caso dicho espesor es 
proporcional a la rugosidad media, como 
sigue: 

y 0 =¿s (B.41) 

donde k es. una constante arbitraria. 

En la Ec.,(B.23), para y=y 0 = £e, v=v 0 , 
se obtiene así : 

C =s -2- — 2.5 ln (i e) (B.42) 
Por tanto, si 
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Figura B,12. Función de rugosidad B en términos de v* s/v para rugosidad granular de Nikuradse. 
Curva 1: hidráulicamente liso; curva (2): completamente rugoso. 


£ = C + 2.51ne '(B.43) 

la Ec. (B.23) se escribe en cualquiera de 
los dos modos siguientes: 

= 2.5 ln — + J3 (B.44a) 

v»...... , s 




Nikuradse, experimentalmente,, encon¬ 
tró concordancia con la Ec. (B.44b) cuan¬ 
do B = 8.5 (Ref.,38). 

Por lo que la Ec. (B.44b) se expresa en¬ 
tonces así: .... 


— = 5.75 log —- + 8.5 (B.44c) 

v * £ 

o sea, la ley universal de distribución de 
velocidades, para el flujo turbulento en 
tubos rugosos. : ; 

Cuando la pared es relativamente rugo¬ 
sa, dentro del intervalo 4 < v* e/v < 100, 
B no es constante, sino función del nú¬ 
mero v * e/v, como puede observarse en 
la Fig. B.12 (Ref.39). 


Con B — 8.5, de la Ec. (B.43), la cons¬ 
tante C = 8.5 — 2.5 ln s, por lo cual la 
Ec. (B.24) resulta ser 

-- = 2J5 ln —— + 4.75 (B.45) 

•• íV , ; ‘ s - -; ■ 

lo que permite. calcular la velocidad 
media. Esta ecuación, substituida en la 
(B.25), resulta entonces: 

- 4 = = Ó.881 ln — + 1.67 

V / s 

o bien, con logaritmos de base 10, nos da 

, •:< 1 R 

—=. = 2.03 log-+ 1.67 

V/ e 

Esta ecuación concuerda con los resul¬ 
tados experimentales de Nikuradse, si se 
hace un pequeño ajuste para dar la ex¬ 
presión: 

-L-- 2log— — + 1.74 (B.46a) 

Vf 2e 

o bien, ■ • c- . 
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1 

VT 


= 2 log 


3.71 D 
e 


(B.46b) 


Es decir, la ley universal de resistencia 
para flujo turbulento en tubos rugosos. 


Los trabajos de Nikuradse culminaron 
en el diagrama de la Fig. 8.1, cuyos pun¬ 
tos más importantes ya se explicaron en 
la sección 8.3. 


B.4.4 Coeficientes <x y p de corrección 

Conocida, la distribución de velocidades 
en tubos lisosy rugosos es posible calcu¬ 
lar los coeficientes a y p, que corrigen 
a las ecuaciones de energía y cantidad 
de movimiento, restando la Ec. (B.36) de 
la (B.30a) (ambas correspondientes a 
tubo liso). ■ 

—-— = 2.5 ln-i- + 3.75 ■ (B.47) 

V* Jfy . 

Si se resta la Ec. (B.45) de la (B.44c) 
(ambas correspondientes a tubos rugo¬ 
sos) se obtiene una ecuación idéntica a 
la (B;47), que es válida para los dos tipos 
de tubos. 

De la substitución de v # , obtenida de la 
Ec. (B.25) en la (B.47), resulta la rela¬ 
ción deseada para v/V, a saber: 

Vr-l+vVT+iVhi- 

(B.48) 

Con dicha ecuación se puede : calcular 
el coeficiente de Coriolis, como ; sigue: 


cuya integración resulta 

« = 1 + 2.93/- 1.55 f* (B.49) 

De la Ec. (4.36) resulta el coeficiente de 
Bousinesq: 

P = 1+0.98/ (B.50) 

Aceptando que / varía normalmente, en¬ 
tre 0.01 y 0.05, de las Ecs. (B.49) y (B.50) 
a y P varían de 1.03 a 1,13 y de 1.01 a 1.05, 
respectivamente. Por tanto, se puede acep¬ 
tar que para el flujo turbulento ambos va¬ 
lores valgan 1, ya que se cometen errores 
más serios en la apreciación de /. 

PROBLEMAS 

1. El esfuerzo cortante en la pared (y de aquí 
el gradiente de presión) se puede estimar 
para un flujo turbulento' plenamente des¬ 
arrollado a partir de mediciones de veloci¬ 
dad. El agua fluye a V = 0.86 v = 2.135 
metros/seg, en un tubo de 150 mm. X 

a) Determinar el esfuerzo cortante en la 
pared; 

b) determinar la caída de presión en 100 m 
de longitud; 

c) si el tubo es liso, estimar la tempera¬ 
tura del agua. 

2. Las mediciones del flujo turbulento de un 
líquido en un tubo, indican que la veloci¬ 
dad en puntos, a la mitad entre el centro 
del tubo y la pared; es 0.9 veces la velo¬ 
cidad máxima al centro del tubo. 

a) Determinar la velocidad media del flujo 
en términos de la máxima; : 

b) determinar la rugosidad relativa del 
tubo. 


, • \ \ t 

x \j + 2.5^ l.ln 2n(R~ y) dy 


3. Explicár cualitativamente por qué la fuerza 
total resultante de la caída de presión en Ja 
región a la entrada de un tubo horizontal 
es mayor que la fuerza total debida al es¬ 
fuerzo cortante a lo largo de la pared del 
tubo. Suponer flujo incompresible. 
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4. Mediciones directas indican que para flujo 
turbulento, plenamente desarrollado en un 
tubo circular de rugosidad relativa 0.0018 
y en un tubo liso a R, = 82 000, la velocidad 
media corresponde a aquella para y/R =0.25. 
¿Para qué valor de y/R es la velocidad igual 
a la media para: a) la ley de velocidad de 
Blasius; b) la ley universal de velocidades 
de Prandtl? 

5. El esfuerzo cortante en un líquido que flu¬ 
ye por una tubería circular: 

a) es constante én toda la sección trans¬ 
versal ; 

b) es nulo en la pared y se incrementa li¬ 
nealmente hasta el centro; 

c) varía parabólicamente en la sección trans¬ 
versal; . 

d) es nulo en el centro y varía linealmente 
con el radio; 

e) ninguna de las respuestas anteriores. 

6. La longitud de mezclado de Prandtl es: 

a) independiente de la distancia, radial, des¬ 
de el eje de la [tubería; 

b) independiente del esfuerzo cortante; 

c) nula en la pared del tubo; ' 

d) una constante universal; 

e) útil para cálculos en los problemas del 

flujo laminar, m ^ vi 

7. En el flujo turbulento, una tubería rugosa 
tiene el mismo factor de fricción que una 
tubería lisa: ; 

a) en la zona de plena turbulencia, tuberías 
rugosas; 

b) cuando el factor de fricción es. indepen¬ 
diente, del número de Reynolds; , i 

c) cuando la altura de las rugosidades es 
mucho menor que el espesor de la capa 
límite; 

■ d) en la zona de transición; 
e) cuando el Tactor de fricción es cons¬ 
tante. : ' - •' ■ ■ >■■■ 

8. En la zona de turbulencia completa y tu¬ 
berías rugosas: • ' 

a/las tuberías lisas y rugosas tienen el 
mismo factor de fricción ; 
b) la película laminar cubre, las rugosi¬ 
dades ;• : . i;' 


c) el factor de fricción depende únicamen¬ 
te del número de Reynolds; 

d) la pérdida de energía varía con el cua¬ 
drado de la velocidad; 

e) el factor de fricción es independiente de 
la rugosidad relativa. 
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SOLUCIONES DE LOS 
PROBLEMAS IMPARES 


CAPITULO 1 

1. Resolver según texto 

3. Resolver según texto 

5. t= 0.48075 kg/m 2 

7. T = 5.004 kg m 

9. a) t = Tf + n f donde r/ 

esfuerzo de fluencia. 

b) t = 0.244+ 0.000122 — 

dy 

c) n = 0.000366 kg seg/m 2 
11. W = 512.747 ton 

13. p = 98.3388 kgseg 2 /m 4 ; 5 = 0.964 

CAPITULO 2 

1. a) ú = 9.94 m 

b) h - 9.79 m 

3. u = 0.009 m 3 

5. a) T = 9583.3 kg i 

b) M = 9.228 ton m 

c) = 19170 kg 
7. a) P = 1297 ton 

5) /? 2 = 839.5 ton 
c) M = 89.8 ton m 
9. P- 48 ton . 
x¡ = Í..333 m 
= 2.438 m 
*3 = 3.157 ni 
x 4 = 3.738 m 


M = .9 tonm 
11. a) P t = 2.448 ton; 

^i=l .04 ton m 
7*7 = 31.824 ton; 

Mn = 13.525 ton m 
b) Ah x = 0.20 m 
A hi — 0.015 m 
13. a ) P 1 = 540 ton . . 

Pi » 843. 5 ton 

b) x = 3.60 m 
4 T = 292.8 ton . 

15. a) R a = 17.771 ton 
5) T = 35.54 ton 
17. a) P = 228.82 kg 
5) x = 0.3534 m 

c) p v = 202.5 kg/cm 2 
19. T - —4.82 ton (sentido 

contrario al indicado en la figura) 
21. a) P = 5.06 ton 
M - 0.32 ton m 
b) R 2 — 0.856 m 
23. a) P = 14.65 ton 
8 = 38°39' 
b) = 12.57 ton 
T b = 11.56 ton 
25. a) P = 39.56 ton 
0 = 45.84° 

b) N- 4.37 ton 

c) T — 2.09 ton 
27. R = 3.58 ton 

e = 30 ° 12 ' 18 " 
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Soluciones de los problemas impares 


29. 

P = 41.49 ton 


31. 

P = 0.622 ton 


33. 

a) P = 1 yir R 2 h 



8 



b) P = 1 ye R 2 h + W 



24 


35. 

V = 342.92 m 3 


37. 

W = 1.148 kg 


39. 

• a = 1.936 m (desde el nivel del 

41. 

h = 1.854 m 

agua) 

43. 

h = 1.29 m, estable. 



M = 139.1 ton m 


45. 

T = 9.8467 ton 


47. 

H = 0.161 m 


49. 

Pi = 247.6 kg/m 2 



p 2 = 228.6 kg/m 2 


51. 

a) A ^ 0.1094 m 2 



b) w = 9.028 rad/seg ' 

p c = 1.21 ton/m 2 
pB - 1.59 ton/m 2 

as. . 

Para puntos ubicados cómo en ía figura del 
prob. 51: 

Pa = Pa + ~ yh; 

O ■ k 

p B =Pa+ 7Á; p C = Pa +XL 
8 ■■ 4 

55. o w = V 2g ¡a 


59. D = 6.6 cm 

CAPITULO 3 

1. a) ip _ _JL a (x 2 + y 2 ) + Cj ; 
x 2 + .y 2 = c 2 

b) el flujo es rotacional 
3. a) a = 80 .j — 80 k; a = 113.14 


b) a = -58 i - 10 j 

5. a) permanente, uniforme 

b) permanente, no uniforme v Y • 

c) . permanente, no uniforme . ; 

d) no permanente, no uniforme 

e) no permanente, no uniforme 

/) no permanente, uniforme 

g - 1) no permanente, no uniforme 
g - 2) permanente, uniforme 
7. a) turbulento 

b) turbulento 

c) laminar 

d) turbulento 

e) laminar 

f) turbulento ' ’ ’ 



x 

11 . Substituyendo v x y 'v y en la ecuación, 
(3.9) e integrando’ 

13. Q= 0 

15. vt = 0.06 m/s •: 
v 2 = 0.1 m/s 

17, ...... . 

a) Bidimensional, permanente, irrotacional, 
incompresible. 

b) Bidimensional, permanente, irrotacional, 
incompresible. 

c) Bidimensional, permanente, irrotacional, 

incompresible. .. . 

d) Bidimensional, permanente, rotacional, • 

incompresible, : , 

19. \f/ 0 ~~ 2 x + y 2 

CAPITULO 4 

1. Resolverlo según el texto 
3. a) v y = 2 xy + f(x), 
flujo rotacional. 

b)v y = -(6 y + y 2 ) + /"(*), 
flujo rotacional; 


2g(h + pa — pv) 
7 
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c) v y = -(2x +■■ 1) y + f(x), 
rotacional. 

d ) v y = “ (1 ~ 2x 2 ) y + f(x), 

x 2 + y 2 

rotacional. 

e ) v y ~ 2x J 2 + f(x), rotacional 

x 2 +y 2 

f) v y = - 2y 3 + /(x), rotacional 

„ - 3 kt 


P = P o e _ 

V= 0.2024 m/s 
j3= 1.33,0= 1.02 

a) d 2 = 0.032 m, 

b) p m = 0.772 kg/cm 2 

c) h máx = 3.67 m, V~ 8.49 m/seg 
V B = 8.40 m/seg,, 

(2 = 0.2639 m 3 /seg, 

Pb ~ — 0-54 kg/cm 2 
Q = 0.031 m 3 /s 
& = 3.22 kg/cm 2 
a) El flujo es de £ a ^4; 



ú)A r =’ 1.872 m 


17. 

21 . 

H = 86.2 m 


23. 

P = 2.33 C. V. 


19. 

25. 

. P = 13.65 C. V. 



27. 

jf = 22.57 C. V. 



29. 

’ P 1 = 1029 kg’ , 


21 . 

31. 

: F X = 787.92 kg, F y = 

xO 

r-H 

«-H 

li 


33. 

P = 52.4 C. V. 



35. 

P, = 37.32 kg, F y - 

52.13 kg ,, 


37 

= 1969.75 ton; F), 

= 1506.30 ton 

23. 

39/ 

a ) Q 2 /Q 1 = tan 2 (<?/2); 


25. 


¿)F = 2 57 Vo 2 Si 2 , ' 

VY ; V? 

P = 39204.971 kg 
F = 3721.97 kg 

a) p; = 80625 kg, F y = 202659 kg 

b ) F x = 113071 kg,/^, = 282915 kg 
F a = F b = 71.78 kg, 

M a = ’Mq ■= 753.98 kg m ' 


49. a = 1.266, 0 = 1.088, 

£> = 47.428 kg/m 

CAPITULO 5 

1. Resolverlo según el texto 
3. a) Froude 

b) Reynolds y Froude 

c) Reynolds 

d) Reynolds y Froude 

e) Mach 

f) Froude 
5. F - 457 kg 

7. a) 1.875 m/seg 
5) 4050 kg 
c) 115 HP. 

9. P= 620 ton/m 
11. Q = 228.5 1/seg. 

13. T m = 1.38 horas 

15. a) D p = 13.1 kg/m 

ú) D m = 45 kg/m v 
v m = 18.1 m/seg 
c) Resolver según texto 
L7. a) v m = 53.8 m/seg 
b) D p = 9.6 kg 
.9. v m = 11.1 m/seg 
= 0-118 kg 

ii Pe 4 

4. «e.T.T— ... 

Pe 

A = ^ 

«e ~ 

•- ; ■ ¿e 7e j ; . . 

3, , Q, = 0.92 

5. a) = 84.1 m 3 /s 
b) P = 99.992 ton 

7. a) d,,, = 27.52 mm 

T - = 2.726 

^=12.269 

Qm 

). a)ú m =0.15m 

b) Qp = 339.9 m. 3 /s 

c) p¡7 = 4 m de columna de agua 










Soluciones de losproblemas impares 

i. 21. Nivel agua (m) Tiempo de vaciado (s) 


Para la demostración se utiliza la ley 
de similitud de Mach. 


1.8 

0 

1.6 

203.93 

1.4 

439.77 

1.2 

729.92 

1.0 

1151.34 

0.8 

1820.25 

0.6 , 

1989.36 

0.4 

2132.16 

0.2 

2242.44 

0.0 

2302.75 


CAPITULO 6 

1. a) y - 1.17 m 
b) Ah r = 0.10 m 
3. Q= 0.0276 m 3 /s 
5- #máx = 0.90 m 
7. a) Q = 21.48 m 3 /s 
b) a = 0.714 jn v 
9. a) Q = 3514.3 m 3 /s- 
6613.1 m 3 /s 
b) a — 2.78 m 

11. a) Sí se vierte y debe aumentarse el 
número o diámetro de los tubos. 
13. a) D = 0.505 m 
b)h- 2.75 m 

15. a) D = 0.02 m (estrangulamiento) 

D t — 0.033 m (salida) 

b) Se demuestra aplicando la ecua¬ 
ción de Bemoulli, entre el tanque 
y la sección estrangulada, que h es 
función lineal de la presión. 

17. Los resultados numéricos de cada 
punto son: 

A/a ~ l;Q = 0.0324 m 3 /s 
A/a - 2; Q - 0.0398 m 3 /s 
A/a = 3; <2= 0.0387 m 3 /s 
A/a = 4; <2 = 0.0375 m 3 /s 
19. a)Q= 0.0031 m 3 /s 
b) = 0.4428 kg/cm 2 


CAPITULO 7 

1. a)w = 1.729 m 
b)h~ 0.5025 m 
3. a) w = 0.915 m 


h jQ. toa m 


ppp Y 

/'W=0/T2m 


Vertedor rectangular sin 
contracciones laterales. 


(ó== lm) 


'7. a) Q - 0.1277 m 3 /s; = 0.0854 m 3 /s 

b) 0.0841 m 3 /s 
9. Q= 0.1798 m 3 /s 

11. (2 ~ 8.495 lt/s 


Carga (m) 

0.10 

0.20 

0.40 

0.60 

0.80 

1.0 


Gasto (m 3 /s) 
0.1574 
.0.4463 
i.2725 
2.360 
3.67 - 
5.179 


Y/?// 
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Q= 

4.536 m 3 /s 


Qo- 

= 0.4506 m 3 /s 


Q v = 

= 0.2995 m 3 /s 


t(seg) 

Nivel A (m) 

Nivel B (i 

0 

2.7 i'- 

2.0 

30 

2.6 

2.058 

60 

2.511 • 

2.067 

90 

2.429 

2.041 

130 

2.329 

2.038 

170 

2.242 

2.037 

210 

247;" 

2.035 

250 

2.112 

' 2.032 

290 

2.068 ¡ 

2.029 

330 

2.039 

2.025 

370 

2.022 

. 2.020 

oo 

2.0 

, 2.0 


CAPITULO 8 


v c = 0.234 m/s 
v - 42.2 cm/s 
Q= 0.212 cm 3 /s 
R e = 253.5 
536.22 HP 

a) R e = 2400 . ;■ 

5) Suposición correcta 

a) P- 40.38 HP 

b) P= 24.38 HP 
d = 0.236 cm 
/= 0.035 

a) /= 0.0157 

b) e/Z)= 0.00026 

c) Concreto presforzado Freyssinet 
ó acero laminado nuevo. 

/= 0.035 
D = 75 cm 
e = 13.3 mm 
/= 0.013 
D = 0.63 m 
6 - 13°30' 
a) Turbulento .. 


b) tubo liso;/= 0.018 
e/Z)= 0.0001;/= 0.0185 
e/D = 0.001;/= 0.022 

c) R e > 6.8 X 10 s 

d) Para ninguno de los dos, por tra¬ 
tarse de flujo turbulento. 

e) Laminar; turbulento para tubos 
lisos ■■■■'■■• 

/) Zona de transición 

g) f~ 0.06 

h) f~ 0.0208 

31. a) Ah = 0.0268 m 
b) L - 5.29 m 

33. a) F= 23.12 kg 

b) M x = 40.12 kg m 
M y = 0 ? 

Af z = 299.72 kgm ' 

35. 4.42X10-“'y Ven CK 

37. Resolver según texto 

39. Las magnitudes d) 


CAPITULO 9 

1.., Q = 0.1196 m 3 /seg 

3. ' ' ,V ’ 



Acotaciones en mm 











A h (mm) 
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1 20 40 6o . so . 755 * 

o (It/seg) 

5. ¿,-=8160 Q L78 ; 

g = 0.188 m 3 /seg: 

Pe ~ 0.837 kg/cm 2 
9-«) g = 0.0212 m 3 /seg 
11. a) Entrada: K = 0.5; h = 0.0414 m 

Válvula: A^O^Jo 

Codo: = 0.16; = 0.0132 m 

Contracción: K c = 0.44; 
h c = 1.422 m 
Chiflón:./^ 0.063; 
h c = 0.845 m y-P, í' : *Ai 

Fricción tubo 1: h fl = 0.13 m 
Fricción tubo 2: h f2 - 6.911 m 
Suma de pérdidas: 9.363 m 
b) Elev. vaso = 22.8195 m 


7 - a) g= 0.422 m 3 /seg 

b) P= 705 CV 

c) N.P.O.= 199.7 m 
'• D = 9-16 m 

a) Alturas piezométricas en m 

Tanque inferior 0 

Antes de la salida 0.13 

Después de la válvula 0.33 

Antes de la válvula 0.79 

Después de la ampliación 0.84 

Antes de la ampliación 1.20 

A la entrada del tubo 4.15 

Tanque superior 7 20 

. b) Kv= 35.7 
(2 = 0.42 m 3 /ség 
Pe - —1.731 kg/cm 2 
Esta presión negativa es imposible; 
debe profundizarse la tubería, des¬ 
pués de la presa, por lo menos diez 
metros. 

Qi — Qs = 0.26 m 3 /seg ' 

Q 2 = g 4 = 0.194 m 3 /seg 
Q 3 = 0.592 m 3 /seg 
H- 3.353 m 
o) H- 11 m 

b) En D;p D = 0.273 kg/cm 2 

a ) Q~ 0.059 m 3 /seg 

b) Kv = 0.08 ' - ‘ 

Qi = 0.0005 m 3 /seg 
Q 2 - 0.025 m 3 /seg 

A h = 0.1 m 


Chiflón'r 
Antes chiflón 
Después de contracción 
Antes de contracción 
Después de la entrada 
Vaso 


, El. L.E. (m) 
13.457 
14.302 
21.213 
22.635 
22.778 ' 

22.820 


El. L. : P. (m) 
0 

11.071 
17.982 
. 22.552 
22.695 


D= 0.214 m. 
Di = 76 mm . 
Dj = 64 mm 
P>3 = 51 mm 
P>4 ~ 89 mm 


Di = 0.09 m 
Kv = 6.68 
//= 65.57 m 
gi - 0.296 m 3 /seg 
Q 2 = 0.104 m 3 /seg 
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37. Q 2 = 0.068 m 3 /seg 
Qs = 0.062 m 3 /seg 
39. ,a) h = 409.8 m 
b) Q = 70.8 lt/seg 
41. g 2 = 0.00324 m 3 /seg 
£>3 = 0.0205 m 3 /seg 
43. Pm - 2.54 kg/cm 2 

45. = 15.79 C.V. 

47. Dj - 2 = 406 mm 
D 2 -3 = 203 mm 
D 3.4 = 152 mm 
D 2 ‘s = D s . 6 = 305 mm 
49. D a . c = 152 mm 
Ds-c = 76 mm 
Dc.d - 203 mm 
51. a) Qp - 365.4 lt/s y. 

/ ge = 60.65 lt/s 
. hacia el depósito : ' ' ’ 
ge = 426.05 lt/s 
sale del depósito 
v :’\ Ec = 94.866 m. 

/•V- • b) t$ B = 108.55 m 
E a = 79.35 m 
e f = 82.768 m 
,f ; c) 81.3% 

53. p= 1.53 C.V. 

55. .a) CU = 3.43 lt/s 
’v Qb = 0.76 lt/s 

: ■■ Ojo = 2.67 lt/s 
■¡P-: . z = 0.192 m 

b) g¿ = gs = 2.28 lt/s 
z = 1.724 m 
57. g=Qx =9.46 lt/s 
ga = 5.02 lt/s 
gs = Q 6 = 2.78 lt/s 
g 4 = 4.44 lt/s 
Qs = 2.24 It/s 
59. g = 74.78 lt/s 

gi = 26.55 lt/s ' 

g 2 = 24.39 lt/s • i- / 
g 3 = 23/84 It/s 
61-, Qc 2 = 402.3 lt/s 
Mi' 42 JO = 247.5 lt/s 
gai = 154.8 lt/s 
Qb , = 72.9 lt/s 
Qia = 227.7 lt/s 


El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 

63. Zp = 5.888 m 
h = 6.75 m 

65. Q¡^ = 42.55 lt/seg 

ga-3 = 22.85 lt/seg 
gi -6 = 47.45 lt/seg 
ga-s = 19.70 lt/seg 
g 3 *4 = 22.85 lt/seg 
Qs-s = 17.45 lt/seg 
gs -4 = 37.15 lt/seg 
El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 

67. Qa-i — 120 lt/seg 

gi-a = 60 lt/seg *i=99.7m 

g 2 - 3 = 30Tt/seg h 2 - 91.9 m 

gi -4 = 45 lt/seg fi 3 = 89.7 m 

g 4-3 = 30 lt/seg h 4 = 95.2 m 

El orden de los subíndices señala el 

sentido del escurrimiento. 

69- a) g 2 .3 = 14.5 lt/seg ,• ' ..A ISA 

g 2 -5 = 75.8 lt/seg 
g 5-3 = 7.3 lt/seg 
gs-4 =38.2 lt/seg 
g 4-3 = 8.2 lt/seg 

El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 
b) Nudo 2 36.03 m 
Nudo 3 32.59 m 
Nudo 4 33.72 m 
Nudo 5 34.36 m 
71. Dj -3 = 15.2 mm 
D 3 . s - 7.6 mm 
D 2 -4 = 15.2 mm 
D 4.5 = 7.6 mm 
g 1-3 = 22.87 ít/seg 
g 3 -s = 7.87 lt/seg 
ga -4 =22.13 lt/seg 
g 4 -s = 7.13 lt/seg 

El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 

73. a) g 1-2 = 53.6 lt/seg 
gi-4 = 41.2 lt/seg 
g 2-3 = 27.0 lt/seg 
g 2-5 = 21.5 lt/seg 
g 3- s = 27.0 lt/seg 
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O 4 -s f 34.9 It/seg 
Qs-6 ~ 50.1 lt/seg 

El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 

b) h = 7.573 m 
75. Q i . 2 = 73.05 lt/seg 
Q,i. 3 = 24.25 lt/seg 
Qi -4 = 73.62 lt/seg 
Qi-s = 23.60 lt/seg 
Os-6 ~ 14.78 lt/seg 
(24- s = 30.66 lt/seg 
Qs-i = 25.48 lt/seg 
Q4-7 = 33.45 lt/seg 
Q 5 -, = 16.22 lt/seg 
(2 s- 9 " 21.33 lt/seg 
Ot» - 22.45 lt/seg 
Qa-9 = 16.57 lt/seg 
El orden de los subíndices señala el 
sentido del escurrimiento. 

CAPITULO 10 

!• a) v= ~ x 2 + y 2 1 ~ 

_ÍZ__ i 

x 2 + y 2 J 

divv= 0 
rot v = 0 

b) v — U i 4 ■ 

div v — 0 

rot v = 0 

c) v — 2 y i + 2x j 

div v = 0 

rot v = Ü 

3. i p = 2xy - x,+ C 

5. <j> = 3.5(jc 2 - y 2 ) - 4x - 6y + C 

9. a) — Cr^ a sen — 

d) I v I = 0; I v I = °° 

1. a) v = ( ~ax ) i - a j + azk 
b) — -axz + C 


r (m) 

v/v 0 


2.4 

1.233 

- 0.521 

2.749 

1.077 

-0.159 

3.06 

0.967 

- 0.065 

3.342 

0.886 

0.216 

3.60 

0.822 ■ 

0.324 

Pe ~Pi = 

946.45 kg/m 2 

(gráfica) 

Pe ~Pt = 

945.51 kg/m 2 

(Ec. prob. 


10 . 1 ) 



15. 
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2 i- al" [(- 7 -+ *•)*- 

+ z o) 2 ] 

27. a) (2.4,0) 

b) v = -0.1 i + 0.575 j 
y 2 - 2kxy - x 2 = a 2 

p ir sen2 20 

Ej e X coincidiendo con la pared y positivo 
hacia la derecha y el eje y sobre el punto y 
positivo hacia arriba. 

31. b) v = 0 

c) b = 6.29 m;c = 0.84 m 
Ap = 9.69 kg/m 2 
33. b) 0 = 3O°;0 = 330° 
c) 0 = 2.5 sen 8 (r - 

35. r = Cj e ^linca de corriente 
t ~ Ci e*^ línea equipotencial 

37. a) Ambos lados de la tablestaca son 
líneas de comente. La frontera 
entre agua y suelo a ambos lados 
de la tablestaca es línea equipo¬ 
tencial. 

b) Las líneas equipotenciales for¬ 
man un sistema confocal de hi¬ 
pérbolas de ecuación: 

X 2 y 2 

l 2 eos 2 0 l 2 sen 2 0 ~ * 

Las líneas de corriente forman 
un sistema confocal de elipses de 
ecuación: 


* eos 2 <t> l 2 sen 2 <¡> 


c) v x = 


k {K ~ K) 


para la frontera superior horizon¬ 
tal de la capa permeable, y: 


v - k ( h o~ h ») 
xty/l-x 2 /? 

a lo largo de la tablestaca; k es el 
coeficiente de permeabilidad. 

39. a) y b) 

/ = 10 m; 9 = 0.198 k; O-s = 0.099 

1= 20 m; q= 0.0998 k; O-s - 0.0499 

/ = 30 m; q = 0.0666 k; O—s = 0.0333 


CAPITULO 11 

1. a) D - 799 kg 

b) D — 4.57 kg 

c) D - 4.13 kg 
3. P = 34735 HP 

5. Disminuirá al aumentar la fuerza de 
resistencia. 

7. iy = 58.18 kg 
9. 4 = 0.40 

11. Primer cilindro e = 0.6 mm. Segun¬ 
do cilindro es liso. 

13. a) a = 13° 
b) 672 HP 

15. 0.093 HP .. . ..... . 

17. 75 kg 

L9. C L = 0.82 
C D = 0.037 
¡1. a) 0.055 m/seg 

b) 4.022 m/seg 

c) 5.586 m/seg 
3. Z) = 0.60 m 

5. 21.9 horas 

1. 10.7 m/seg 

3. a) n— 263.6 rpm 

6 . a.) vq = 60 sen 8 + 31 

b) 91 m/seg 

c) 8 j != 21 I o 20' y 0 2 = - 31° 20' 
tí) 692 kg/m 2 

e) 219.13 kg/m 
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RECURSOS HIDRÁULICOS 
Helweg 

La obra es una presentación de los conceptos básicos, la 
estructura y la teoría de los recursos hidráulicos. Se explica, 
también, la administración de datos, así como aquellos datos 
físicos y socioeconómicos que se manejan en este tipo de 
proyectos. 

Se describe cada una de las etapas del proceso de planeación 
con vistas a establecer metas y objetivos, para formular y 
evaluar alternativas y para comunicar el estudio de planeación, 
la ejecución del plan, a fin de elaborar un análisis posterior. 
Se incluyen programas de computadora con el objeto de re¬ 
solver problemas relacionados con el aprovechamiento, con¬ 
trol y administración de los recursos hidráulicos. 


HIDRÁULICA PRÁCTICA 
Simón 

Se estudian - desde el punto de vista práctico- los fundamen¬ 
tos de las diversas fases de la hidráulica y el diseño de obras 
hidráulicas. Se han incluido estudios de modelos así como 
gráficas, tablas y monogramas a fin de comprender los con¬ 
ceptos y resolver tas preguntas que se presentan a final de 
cada capítulo. . 

Aborda temas que van desde las propiedades físicas del agua 
y las leyes de mecánica de fluidos, hasta los dispositivos hi¬ 
dráulicos de medición. 


HIDRAULICA BASICA 
Simón 


Con una exposición clara y apoyándose en numerosas ilus¬ 
traciones y ejemplos totalmente resueltos, la obra presenta 
un estudio detallado de hidráulica. 

Después de mostrar los conceptos fundamentales de 
hidrología, examina las propiedades del agua y examina los 
conceptos fundamentales de la hidrostática, hidrodinámica, 
el flujo en tuberías y las bombas. 

Posteriormente analiza los problemas de flujo en los canales 
abiertos y en las estructuras hidráulicas, asimismo, analiza 
los fenómenos de filtración. 

Por su contenido temático, esta obra puede utilizarse como 
libro de texto en los cursos introductorios de hidráulica. 


MANUAL DE HIDRÁULICA PARA LA RESOLUCIÓN DE 

PROBLEMAS 

King 

Sus 130 tablas, ideadas para el profesor King, permiten a los 
ingenieros hacer colados rutinarios con gran exactitud logran¬ 
do un importante ahorro de tiempo, sin que esto signifiqúe él 
sacrificio de la exactitud. . "oLJA 
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